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Abstract

In this paper the dynamic parameter identification of parallel robots starting from the measurement
of positions and forces in the actuators is addressed. Methods for obtaining the time derivatives from the
measurement of the angular displacement are evaluated. The procedures used are: a) Local Fitting, b) Fi-
nite Fourier series and c) Central differences. The identification is carried out by means of a linear model,
with respect to the inertial parameters, obtained from the Newton-Euler equations. Linear models are
used for friction modelling in the robot joints. Finally the parameter identification is evaluated experimen-
tally over a 3-RPS parallel robot.
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Identificación de parámetros dinámicos de robot
paralelos a partir de la medición del par y la posición

en los actuadores

Resumen

El trabajo aborda el problema de identificación de parámetros dinámicos de robot paralelos a partir
de la medición del par y la posición en los actuadores. Se evalúan los métodos de obtención de las deriva-
das temporales de la posición a partir de la medición del desplazamiento angular en los actuadores. Se
emplean los procedimientos de: a) Ajuste local, b) Series finitas de Fourier y c) Diferencias centrales. La
identificación se realiza mediante un modelo lineal, respecto a los parámetros inerciales, obtenido utili-
zando las ecuaciones de Newton-Euler. Se incluyen modelos lineales para el modelado de la fricción en las
juntas del robot. Finalmente se identifican los parámetros dinámicos de un robot paralelo de configura-
ción 3-RPS.

Palabras clave: Identificación de parámetros dinámicos, robot paralelos, fricción.

Introducción

En el área de los sistemas mecánicos se es-
tudia la evolución del movimiento del sistema de-
bido a las fuerzas y/o pares externos. La ecua-
ción que define esta relación se denomina modelo

dinámico y su resolución presupone el conoci-
miento de un conjunto de parámetros subyacen-
tes en el modelo: parámetros cinemáticos y diná-
micos. La estimación de parámetros cinemáticos
ha sido un tema ya abordado [1]. La necesidad de
modelos más precisos, por la demanda en los
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procesos industriales de robots operando a ma-
yores velocidades, hacen que el tema de identifi-
cación de parámetros dinámicos sea de principal
perspectiva de investigación [2]. Mas aún, es im-
portante resaltar que la identificación de pará-
metros de robots paralelos es escasa [3].

La identificación de parámetros dinámicos
consiste en ajustar la respuesta del modelo diná-
mico a datos experimentales medidos durante el
movimiento del robot (fuerzas aplicadas, movi-
miento sistema). Las fuerzas aplicadas durante
el ensayo se obtienen generalmente relacionando
la corriente medida con las fuerzas aplicadas. La
posición del sistema puede ser medida con preci-
sión mediante medidores de posicionamiento an-
gular. Generalmente, no se dispone de una medi-
ción directa de velocidad y aceleración. Por lo an-
terior, es necesario evaluar procedimientos para
la determinación de las derivadas temporales a
partir de la medición de la posición. En este tra-
bajo, se elabora un estudio sobre las metodolo-
gías empleadas en la identificación para obtener
las derivadas a partir de la medición de la posi-
ción en los actuadores. Los métodos consisten
en: series finitas de Fourier (FS) [4] y mediante di-
ferencias centrales (DC) [1]. Además, se propone
emplear la técnica de ajuste local (AL) [5]. Para los
experimentos se empleará un robot 3-RPS [3].

Seguidamente, se describen las ecuaciones
que resuelven el problema dinámico de robots
paralelos. Después, se presentan los procedi-
mientos para la determinación de las derivadas
temporales a partir de la medición de la posición
de los actuadores. Posteriormente, se muestran
los resultados de la identificación de un robot
3-RPS. Finalmente, se incluyen las conclusiones
más relevantes.

Modelo Dinámico

Ecuaciones N-E cadena abierta en forma
lineal respecto a los parámetros
inerciales

La dinámica de una cadena abierta de n
grados de libertad (DOF) puede ser obtenida de
forma recursiva aplicando las ecuaciones de N-E
[1]. Estas se expresan como,
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Es necesario realizar operaciones de forma
tal que la ecuación (1) quede rescrita de forma li-
neal respecto a los parámetros inerciales. La im-
portancia de rescribir el modelo en forma lineal
en parámetros radica en que las conocidas técni-
cas del algebra lineal pueden ser empleada para
la estimación de los parámetros. Con este fin, se
expresa el tensor de inercia de cada barra con
respecto a las coordenadas del sistema de refe-
rencia local ubicados en los nudos de la barra [6].
Adicionalmente se deben introducir los siguien-
tes operadores matriciales,

El producto
� �
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Introduciendo los operadores, el modelo en
forma lineal respecto a los parámetros queda,
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Los parámetros inerciales vienen dados por los
componentes del tensor de inercia
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los momentos de primer orden y la masa cada

una de la barra � �mx my mz mi i i i
T
. Así, se tie-

nen 10 parámetros debido a la dinámica de sólido
rígido por cada barra en movimiento del robot pa-
ralelo. El modelo puede expresarse de forma ma-
tricial como,

K q q q i( , �, ��)
� � � � �

� �� � (3)

Modelo dinámico en forma lineal
respecto a los parámetros inerciales
cadena cerrada

La ecuación (3) constituye el sistema de
ecuaciones de un robot de cadena abierta. El mo-
delo del robot paralelo se sustituye por uno equi-
valente formado por una serie de cadenas abier-
tas obtenidas luego de seccionar la cadena cerra-
da en una o varias de sus juntas. Las ecuaciones
de restricción, debidas a la separación, son in-
cluidas utilizando los multiplicadores de Lagran-
ge � [1].

K q q q A q T
i( , �, ��) ( )

� � � � � � �
� � �� � � (4)

La ecuación anterior puede separarse en
función de las coordenadas independientes y de-
pendientes, de esta forma, se pueden eliminar los
multiplicadores de Lagrange obteniéndose,

( ) ( )K X K XI T D I T D� � � �
�
� � � (5)

donde X A AD I� � ��1 . Es de resaltar que la ecua-

ción tiene solución siempre y cuando la matriz
AD, no presente singularidades y sea por consi-
guiente invertible.

Modelo canónico

La ecuación (5) constituye la ecuación el
modelo dinámico lineal en parámetros. El núme-
ro de ecuaciones por cada postura del robot es
igual al número de GDL. Si se tiene 10 paráme-
tros inerciales por barra y además se incluye el
modelado de la fricción, se tendrán un mayor nú-
mero de parámetros que ecuaciones. A fin de ob-
tener un mayor número de ecuaciones que per-
mitan estimar los parámetros del sistema, la
ecuación (5) puede aplicarse a distintas posturas
del robot para una trayectoria determinada. De

esta forma, se da lugar al sistema lineal sobredi-
mensionado,

W � �
� �
� � (6)

donde W de ((npts×nDOF)×10n) se denomina matriz
de observación para una trayectoria específica.
Siendo npts el número de puntos de la trayectoria,
nDOF los grados de libertad del sistema y

�
� es el

vector de parámetros a identificar. Para mayor
detalle sobre la construcción de la matriz de ob-
servación se puede referir al trabajo [3].

La ecuación (6) constituye un sistema lineal
de ecuaciones donde se desconoce el valor de los
parámetros inerciales agrupados en

�
�. La resolu-

ción del problema puede realizarse mediante Mí-
nimos Cuadrados siempre y cuando la matriz W
sea de rango completo. En el problema de identi-
ficación de parámetros dinámicos la matriz W es
de rango deficiente debido a que no todos los pa-
rámetros influyen en la dinámica del robot. Exis-
tirán parámetros que no contribuyen del todo en
la dinámica del robot, parámetros que influyen
de forma independiente y parámetros que influ-
yen bajo combinaciones lineales. Considérese el
robot paralelo 3-RPS mostrado en la Figura 1 el
cual presenta 7 barras móviles y un total de 70
parámetros inerciales. Las patas del robot van
unidas a la base mediante un par de revolución
que restringen el movimiento de la barra en el
plano perpendicular al eje del par. De las compo-
nentes del tensor de inercia de la barra solo in-
fluirán en la dinámica aquellas asociadas al mo-
vimiento. En el caso en estudio solo la componen-
te del tensor de inercia paralelo al eje del movi-
miento del par influye en la dinámica.

Ahora bien, no todos los 31 contribuyen de
forma independiente sino bajo combinaciones li-
neales. En el robot en estudio se tiene que la iner-
cia de la barra superior e inferior de la pata al es-
tar unida por un par prismático presentan una
velocidad angular igual por lo que la componente
del tensor de inercia paralelo al movimiento pue-
den combinarse. En la Tabla 1 puede apreciarse
este ejemplo en el parámetro 3. La determinación
de las combinaciones lineales se realiza en este
trabajo empleando un procedimiento basado en
la descomposición en valores singulares (SVD)
[7]. El modelo se reduce a los 25 parámetros mos-
trados en la Tabla 1.
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Modelos de fricción

Cualquier simulación realística del com-
portamiento de un sistema mecánico debe incluir
el modelado de la fricción en las juntas o pares ci-
nemáticas del robot [8]. El modelado matemático
de la fricción ha sido objeto de una gran cantidad
de trabajos (ver [9] para una revisión extensa). El
modelo de fricción generalmente empleado [1, 3,
4] considera la fricción de Coulomb y fricción vis-
cosa, este se puede expresar como,

� �f c i ii
F signo q F q� � � �( � ) � (7)

El efecto Stribeck (modelado de la fricción a
bajas velocidades), ha sido incluido mediante
modelos lineales. Así Grotjahsn et al. [10] propo-
nen el siguiente modelo

� �f c i i s ii
F signo q F q F q� � � � � �( � ) � � /1 3 (8)

La posibilidad de modelar la fricción con
modelos lineal en parámetros permite que el mo-
delo dinámico sea por ende lineal. El hecho de
que las coordenadas generalizadas del sistema
sean las coordenadas de nudos permite que la
fricción en las juntas pueda ser incluida directa-
mente en la ecuación (6) considerándola como
parte del vector de fuerzas externas en las coor-
denadas generalizadas, � I para la fricción en las
juntas independientes y �D para las juntas de-
pendientes.

Obtención de las Variables
Cinemáticas

La matriz de observación W en la ecuación
(6) depende de las variables cinemáticas del ro-
bot, es decir depende de la posición, velocidad y
aceleración del robot. Las derivadas temporales
de la posición se obtienen por diferenciación nu-
mérica [1] entre otros o mediante el ajuste de la
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Acelerómetro

Iyy(1), my(1), mx(1)

Izz(2), mx(2), mz(2), m(2) Izz(7), m(7)

mx(7), mz(7)

Izz(6),

mx(6), mz(6)

Iyy(5), mx(5), mz(5), m(5)

Iyy(4), my(4), mx(4)

Base

I(3), mr(3), m(3)

Figura 1. Esquema del Robot 3 GDL
configuración 3RPS.

Tabla 1
Parámetros Base Robot 3 RPS

Nº Parámetros Base Nº Parámetros Base

1 mx(1) [Kg m] 14 mx(4) [Kg m]

2 my(1) [Kg m] 15 my(4) [Kg m]

3 Izz(1)+Iyy(2) [Kg m2] 16 Iyy(5)+ Izz(4) [Kg m2]

4 mx(2) [Kg m] 17 m(5)-2.531my(3)+m(3)+m(2) [Kg]

5 mz(2) [Kg m] 18 mx(5 [Kg m])

6 Ixx(3)-0.3952my(3) [Kg m2] 19 mz(5) [Kg m]

7 Ixy(3)+0.2282my(3) [Kg m2] 20 mx(6) [Kg m]

8 Ixz(3) [Kg m2]

9 Iyy(3)+0.3952my(3)-0.2082(m(3)+m(2)) [Kg m2] 21 my(6) [Kg m]

10 Iyz(3) 22 Iyy(7)+ Izz(6) [Kg m2]

11 Izz(3)-0.2082 (m(3)+m(2)) [Kg m2] 23 m(7)+2.531my(3) [Kg]

12 mx(3)+0.5774my(3)-0.4563(m(3)+m(2)) [Kg m] 24 mx(7) [Kg m]

13 mz(3) [Kg m] 25 mz(7) [Kg m]



posición utilizando series finitas de Fourier [4]
para luego derivar de forma simbólica y obtener
la velocidad. Con el fin de profundizar en la ob-
tención de las derivadas temporales la primera
parte del trabajo se enfoca en realizar una com-
paración de los procedimientos para determinar
la velocidad y la aceleración a partir de la medi-
ción de la posición. Para ello se comparara la ace-
leración medida en los actuadores con respecto a
la obtenida mediante tres procedimientos. Se re-
sume seguidamente los métodos empleados para
la determinación de las derivadas temporales:

1. Filtrado de la señal medida mediante un filtro
digital de paso bajo. Luego las derivadas son
obtenidas mediante diferencias centrales.

2. Ajuste de los datos medidos a la una serie
de Fourier usada en la generación de la tra-
yectoria empleada en la identificación.

3. Ajuste local [5]. Se realiza una regresión lo-
cal sobre los datos medidos.

Determinación experimental
de la aceleración en el robot 3-RPS

Se emplearon acelerómetros para medir la
aceleración en dos puntos de una de las patas,
Figura 1. Se utilizaron diversas trayectorias, ob-

tenidas mediante procedimientos de optimiza-
ción [18, 20]. Se repitió la trayectoria 10 veces y
se registraron lo valores de los acelerómetros a
una frecuencia de muestreo de 1200 Hz. La repe-
tición de la trayectoria permitió el promediado de
la señal, la cual luego fue filtrada utilizando el
procedimiento decimate (Matlab).

Resultados

En la Figura 2 se puede apreciar que la ace-
leración derivada mediante diferencias centrales
y ajuste local, siguen con mayor precisión el com-
portamiento de la aceleración medida. Lo ante-
rior en comparación con la obtenida mediante se-
ries de Fourier.

A fin de cuantificar lo anterior, se empleó el
error cuadrático medio, el cual viene dado por,

�RRM
d m

pts

Y Y

N
�

�( )2
(9)

siendo Yd, los valores calculados a partir de la
coordenadas independientes, Ym , el valor de la
medición provista por los acelerómetros y N pts

número de datos utilizados. La Tabla 2 muestra
los resultados de una trayectorias seleccionada
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Figura 2. Aceleración medida y obtenida.

Tabla 2
Error cuadrático medio

�RRM (DC) �RRM (AL) �RRM (FS)

Trayectoria 1 0.1093 0.1093 0.1186

Trayectoria 2 0.0840 0.0996 0.1118

Trayectoria 3 0.0689 0.0733 0.0781



de las diversas ensayadas. El error cuadrático me-
dio utilizando diferencias centrales, es ligeramen-
te inferior al obtenido mediante ajuste local.
Ambos resultados son ligeramente inferiores al
obtenido mediante series de Fourier. Los resulta-
dos aportados están en concordancia con las ob-
servaciones realizadas respecto a la Figura 2. Por
tanto, las diferencias obtenidas, siguiendo los
procedimientos, son muy pequeñas. En el robot
en estudio ninguno de los métodos de regulariza-
ción de señal permite valorar sobre la aplicación
de un procedimiento respecto al otro. Sin embar-
go, ya que la obtención de trayectorias optimiza-
das mediante series de Fourier requiere de un
control abierto del robot, las diferencias centrales
y el ajuste local son una alternativa interesante
para la identificación de robot que no se disponga
del robot abierto (mayoría de robots industriales).

Resultados de la identificación
de parámetros aplicados al robot 3-RPS

Luego de evaluar los métodos de obtención
de la derivada de la señal de posición medida, las
señales así obtenidas fueron empleadas para la
identificación de los parámetros dinámicos del
robot. Se codificó en Matlab un procedimiento
para la construcción de la matriz de observación
(W) del robot paralelo en estudio. Se diseñaron los
experimentos de acuerdo con la técnica de opti-
mización de trayectorias presentada por Swevers
et al. [4]. El robot de configuración 3-RPS que se
dispone, esta provisto de un sistema de control
de posición (PDI) que registra la señal de par apli-
cado (en términos de la potencia suministrada al
motor) y de desplazamiento (encoders). La fre-
cuencia de muestreo es de 100 Hz. La señal me-
diada fue filtrada mediante un filtro de paso bajo
Butterworth utilizando el procedimiento filtfilt
(Matlab). El proceso de identificación parámetros

se realizó mediante la técnica de Mínimos Cua-
drados,

El modelo dinámico incluyó los modelos de
fricción descritos con anterioridad. Se desarro-
llaron diversas combinaciones que incluyen la
hipótesis de nudos con fricción/no fricción y el
tipo de modelo. Los dígitos designan el número
de parámetros del modelo que se considera para
los pares de revolución, prismáticos y esféricos
respectivamente. El dígito (0) significa que no se
considera fricción en nudo en cuestión, (2) y (3)
implica el uso de un modelo con dos o tres pará-
metros. Adicionalmente, se incluyeron dos mo-
delos de fricción con tres parámetros, un modelo
de fricción viscosa simétrica y de Coulomb asi-
métrica y un modelo de tres parámetros de la
ecuación (8). El primer modelo se indica como 3a
y el segundo 3b. Los resultados se presentan en
la Tabla 3 donde se emplea el error absoluto me-
dio para estudiar la capacidad del modelo para
predecir el comportamiento dinámico. En la Ta-
bla 3 se aprecia que si no se considera modelos
de fricción el error en la predicción (cuantificado
como el error relativo absoluto) resulta elevado.
Es de resaltar que los actuadores lineales utili-
zados tiene una fuerza de fricción aproximada
del 20% de la carga máxima de trabajo. Los ac-
tuadores utilizados presentan una máxima de
2500 N por lo que la fricción oscila de forma
aproximada entre 400 a 600 N. Si se compara
con los pesos aproximados de las barras, 100 N
por actuador, su modelado debe considerarse lo
cual coincide con el observado experimental-
mente. Además, que se observó que la fricción
en las juntas pasivas puede despreciarse.

Por último, se presenta en la Figura 3 el
comportamiento del modelo, obtenido utilizando
la trayectoria 1 y el modelo de fricción 330a, en la
predicción del comportamiento dinámico de una
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Tabla 3
Distintos modelos de fricción y eRA siguiendo la trayectoria 1

Modelo eRA (DC) eRA (AL) eRA (FS) Modelo eRA (DC) eRA (AL) eRA (FS)

000 93.25 93.25 93.91 030b 21.79 21.72 21.72

020 22.24 22.15 23.27 220 20.56 20.54 20.54

030a 21.01 20.97 21.69 330a 21.35 21.26 21.71

030b 21.85 21.78 22.83



trayectoria prueba. Como se aprecia ambas cur-
vas presenta un comportamiento similar.

Conclusiones

En el trabajo se estudiaron tres métodos
de obtención de las variables cinemáticas a par-
tir de la medición de posición angular. La eva-
luación de los métodos empleados se realizó so-
bre un robot paralelo de 3-RPS. Del análisis de
resultados se pueden extraer las siguientes con-
clusiones: Las diferencias obtenidas, siguiendo
los procedimientos muestran concordancia con
la señal medida. Sin embargo, la obtención de
trayectorias mediante series de Fourier requiere
de un control abierto del robot, las diferencias
centrales y el ajuste local son una alternativa in-
teresante para la identificación de robots que no
disponga control abierto. Las diferencias cen-
trales y el ajuste local presentaron una mayor
concordancia con la señal media.
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Identificación de parámetros dinámicos de robot paralelos a partir de la medición del par 125
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Figura 3. Fuerzas medidas y obtenida mediante parámetros identificados (330a).


