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Abstract

According (o the conventional formulation it is considered that the warping of a beam under torsion
is free and constant among a section and the other. This consideration is unacceptable for thin walled
open elements since has been shown that in these the warping is variable and originates a different state
of stress of which that considers the traditional approach. Therefore, it is necessary to include these ef-
fects when it analyses restricted torsion in this structural type of elements. This paper shows a method to
obtain stiffness coefficients in thin walled open beams by using the differential equations and the matrix

of initial parameters presented by V. Z. Vlasov. Some initial results are presented obtained with the model
proposed.
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Una propuésta para coeficientes de rigidez
en vigas de pared delgada

Resumen

De acuerdo con la formulacion convencional, se considera que el alabeo de una viga sometida a tor-
sion es libre y constante entre una seccion y la otra. Esta consideracion es inaceptable para elementos
abiertos de pared delgada ya que se ha demostrado que en estos tiltimos el alabeo es variable y origina un
estado de esfuerzos distinto det que considera el planteamiento tradicional. Por lo tanto, es necesario in-
cluir estos efectos cuando se estudie la torsion restringida en este tipo de elementos estructurales. En este
articulo se presenta una metodologia para obtener coeficientes de rigidez para vigas de pared delgada uti-
lizando las ecuaciones diferenciales y la matriz de parametros iniciales deducidas por V. Z. Vlasov. Se pre-
sentan algunos resultados iniciales obtenidos con el modelo propuesto.
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Introduccion delgada. Los fundamentos basicos fueron elabo-
rados por S, P. Timoshenko. El desarrollo general
y complefo de esta teoria pertenece a V. Z. Vlasov
y se denomina teoria de Vlasov [1].

En la practica de la ingenieria estructural,
se emplean con cierta frecuencia las vigas de pa-
red delgada que garantizan alta rigidez y resis-
tencia y tienen al mismo tiempo un espesor rela-
tivamente pequeno. El analisis del comporta-
miento de estas estructuras posee caracteristi- Considérese inicialmente, una viga de perfil

* cas especiales, lo cual constituye un esquema es- abierto y pared delgada como la que se muestra
pecial de calculo, el esquema de vigas de pared en la Figura 1.

Conceptos Generales
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La ecuacion diferencial que gobierna el giro
de una viga de pared delgada es [1]:
2

'Lz

v —

8" — fl(z) =0. (1

La solucién de la ecuacion (1) es [1]:

-

K e,
AHz)=C, +C,z + Casenhfz 246y coshf z+ 6(z),
(2)

donde C,, C,, C,; y C, son constantes que depen-
den de las condiciones de frontera y 6(z) repre-

senta la solucion particular de la ecuacion. Por
otra parte, la ecuacion homogénea es [1]:

%Y ——9"=0. 3)

Cuya solucion conduce a siguiente sistema
de ecuaciones [1]:

K
6(z) =C, + C,z + C, senh Lzt C, cosh I—: z. (4)

K K K K
01(z) =C, + C, L cosh 7z C, . senh Lz (5)

L
K K
B(z) = —GIZ(C3 senh Lt C, cosh LZ) (6)
M(z) = GI,C,,. (7)
, L
T< .................... "'JI

Figura 1. Viga de perfil abierto y pared delgada.

Obtencion de la matriz de rigidez
considerando la torsién
restringida

En laTabla 1 se especifican las condiciones
de frontera que se definen como I, II, Ill y IV, en
los extremos "I" y "J" de una viga de pared delga-
da y perfil abierto sometida a torsion restringida
(Figura 2). En esta tabla el cero indica que hay
restriccion al desplazamiento y el 1 indica des-
plazamienio unitario.

Para obtener los coeficientes de rigidez por
torsion restringida en el nodo I, se aplican ele-
mentos mecanicos en este nodo, de forma tal que
se genere en ¢l mismo un giro unitario. Sustitu-
yendo el valor de la coordenada “z" en ambos ex-
tremos y considerando exclusivamente el giro y el
alabeo, las ecuaciones que rigen el problema lle-
gan a la forma siguiente [2]:

B0, =C, +C,. (8)

K
9’(0] =C, + CS z (9)

6, =C, + C,L + C;senh K+ C, cosh K. (10)

K K
Biry =Cp+ Cy | cosh K+C, " senh K. (11

—

Figura 2. Viga sometida a la condicion
de frontera I.

Tabla 1

Condicién de

frontera _Giro8

Nodo inicial “I”

Resumen de condiciones de frontera en los nodos [y J

o __Nodo final "J"

e, SO _ Alabeoo'  Gio6  Alabeof
I 1 0 0 0
I | 0 1 0 0
o 0 1 0
W 0 0 1
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Al ordenar matricialmente las ecuaciones
(8), (9), (10) y (11) e imponer en ellas las condicio-
nes de frontera resulta la siguiente relacion [2]

10 0 1 c,] (6,
0 1 K/L 0 G, _' 2
1 L senh K coshk Cyf T |0L]
0 1 (K/LcoshK (K/LsenhK| |C, 0,

(12)

Puede definirse como [Al a la matriz de coe-
ficientes y como {C} al vector de constantes, de
forma tal que

[A)(C) ={6,,6,.6,,6, 1" (13)
Y en consecuencia
{C) =[AT "16,,0,.0,,67 ). (14) .

Por lo tanto, para enconirar el vector de
constantes {C} asociado a las condiciones de fron-
tera establecidas anteriormente es necesario in-
vertir la matriz [A]. Al realizar las operaciones co-
rrespondientes se obliene la matriz inversa de [A]
que se muestra en la relacion (15) (ver abajo).

En esta altima expresion

2(F) = 2{—g(senh K) + (cosh K) — 1}. (16)

Una vez obtenida la inversa de la matriz [A]
puede encontrarse el vector {C} para cualquier
condicion de frontera (2, 4].

A continuacion se muestra el calculo del
vector de constantes (C} considerando las cuatro
condiciones de frontera definidas previamente.

Condiciéon de frontera I

Se establece 0, = 1y todas las demas restric-
ciones igual a cero, por lo tanto {C} = [A] 1{1,0,0,0}'.

_(coshK -1 1 (senh K)— K(cosh K) (cosh K ~1) 1 L/ K(senhK — K)1
2(F} 2(F} K/L 2(F} 2/F)  (coshK)-1
K/ (senh K)] (cosh K)~1 _ K/L _(K(coshK-1? 1 [ (cosh K ~1?
R - 24F) senh K — K ('L 2(F) ]('seni K- K] ( 2(F) 7’)
senhK)  —KsenhK + (cosh K) -1 N [(iosh K -1 ] 1 (cosh K 313] 1
2(F) (K / L)2{F) senh K — K 2(F) senh K — K 2iF) JK/L
(cosh K —1) _(senh K) - K(cosh K) _(cosh K -1} 1 (senhK -K)
L 2{F} (K/ L)2{F) 2(F) K/L  2(F)

La multiplicacion matricial conduce a la primera
columna de la matriz inversa de [A], en conse-

cuencia:
c] |40
C,| _ |Az
=8 TP (17)
1
23 Az
AL

Después que se determina el vector de
constantes {C), mediante las ecuaciones (6) y (7)
pueden obtenerse los elementos mecanicos que
se presentan en los nodos inicial y final. Para esta
condicion de frontera resulta:

Byo) = —GL[A, ,T". (18)

M, =GIL,IA,,T". (19)
By =-GI([A;,] ' senh K +[A,,] ' cosh K).  (20)
M, =GLA,, T (21)

Condicion de frontera II

Se establece 6, = ly todas las demas restric-
ciones igual a cero, por lo tanto {C} = [A] '{0,L0,0}.
Al realizar las operaciones correspondientes se

obtiene:
By, = —GIL[A, ,I". (22)
M, = GIZ[A2‘2T1. (23)

B, = —GIL,([A; o, senh K + [A, ,]"" cosh K).(24)

ML, =GIZ[A2‘2]'1. (25)

Ecuacion (15).
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Condiciéon de frontera III

Se establece ; =1y todas las demas restric-
ciones igual a cero, por lo tanto {C} = [A] {0,0,10}*.

Al realizar las operaciones correspondientes se
obtiene:

B = "GIZ[A4.3I_1- (26)
M) =GI,[Ay 51" (27)
B, =—GI,(IA; 3] ' senh K +[A, ;] coshK).  (28)

M, =GL[A, 1" (29)

Condicion de frontera IV

Se establece §; = ly todas las demas restric-
ciones igual a cero, por lo tanto {C} = [A]}{0,0,0.1}*.
Al realizar las operaciones correspondientes se
obtiene:

BlO) = _GIZ[AAA r1~ (30)
My, = GL{A, ,T". (31)
B, =—GI,([A, ] ' senh K + [A, ,]"' cosh K). (32)

M, =Gl A, , . (83)

Matriz de rigidez para torsion
restringida

A partir de los resultados anteriores se de-
terminan los elementos mecanicos en los nodos I,
J producidos por desplazamientos unitarios (giro
y alabeo) aplicados en los extremos de la viga. Por
la definicion de rigidez estos elementos mecani-

[ K/ Ll(senh K)] [(cosh K) —1
“gm 9 ap ]
M, (coshK-1) ((S_enlli) ~ Klcosh)
B, | _ * [Z{F} ] ?\ (K/L)2(F}
M,[ K / L|(senh K) [(cosh K) — 1}
B, GI, ~—=—2———{F] GI'_ rf‘"l —
1—cosﬁ K+ (sen}xﬁ
I _GI’( 2(F) ) ( (K / L12IF} ]

cos representan los coeficientes de la matriz de
rigidez, de manera tal que:

{F} = [KM]{D}. (34)

Es decir [2, 4] (ver ecuacion (35) abajo).

Para el arreglo de la matriz de rigidez de
miembro primero se ha tomado en cuenta el giro
y después el alabeo.

Secuencia de calculeo
con el modelo desarrollado

Para obtener los elementos mecanicos en
cualquier viga de pared delgada, debe recordarse
que la ecuacién que rige el problema es una ecua-
cion diferencial ordinaria lineal por lo que es vali-
do el principio de superposicion de efectos. Por lo
tanto, para aplicar el modelo desarrollado se con-
siderara la superposicion de dos estructuras:
una estructura fija y otra bajo desplazamientos
reales, esto es [3]:

{Estructura} . {Estructura} [Matnz de] ,
Real Fija Rigidez (36)
Desplazamientos
Reales

Por consigujente el problema puede resol-
verse segun la siguiente secuencia [3]:

1. Obtencion del vector de fuerzas

{P} = {AR —AF}- (37)

2. Obtencion del vector de desplazamientos

{D} = [K]*{P). (38)
KM,, KM,
6,
KMzs KM24 9'
I
0J

Ecuacion (35).
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3. Obtencion de las acciones de miembro

[AMg] = {AM | + [KM]{D}. (39)

Aplicacion numérica del modelo
desarrollado

Considérese para fines de ejemplo una viga
con carga uniformemente distribuida, con arti-
culacion en el nodo inicial “I' y empotramiento en
el extremo “J" (Figura 3). La condicién de apoyo
articulado en el nodo “I" permite libertad de ala-
beo de la seccién, por lo que puede sufrir despla-
zamientos en direccion longitudinal pero conser-
vando un giro igual a cero, mientras que el empo-
tramiento en el nodo “J” indica ausencia de des-
plazamientos tanto angular como longitudinal-
mente. En resumen la viga de la Figura 3 repre-
senta un so6lo desplazamiento en el nodo “I", es
decir, un grado de libertad.

En la Figura 4 se muestran las caracteristi-
cas geomeétricas y de material de la seccion trans-
versal considerada.

Se tiene:
[ L2GI
K | Z =148lcm™!
\ El,

2{F} = 2{— g(senh K)+ (cosh K) — 1} =0.464

m = qy € + gy €, = 2178 kg-cm/cm.,

Obtencién del vector de fuerzas

Para la obtencion del vector de fuerzas {P} se
utiliza la ecuacion (37), (P} ={A; —Ag], en la
cual, al no haber cargas en los nodos resulta,
{Agz}l =0y por lo tanto, (P} = {-A.}.

Enseguida, es necesario resolver la viga fija
con nodos restringidos bajo carga excéntrica
(empotrada en ambos extremos, Figura 5).

La ecuacion que gobierna el problema es:

K? qe
BN — 2 9'_ . =O. O
2 Ei, (40)
Con
GI,
K= LV‘ El," (41)

Figura 3. Viga articulada-empotrada con carga
uniforme excéntrica.

F A — :;i_: 3
|

254 248
|

N ——&E;ié: 3

3 { ! 86 I
L =400 cm
E= 2,000,000 kg/cm?
G= 850,000 kg/cm”
A =12.78 cm?
Ix = 1,222.42 cm*

ly = 92.78 cm*
Iz = 0.378 cm*
Ip=11,715.82 ecm®
q = 300 kg/cm

_13Y _ 5950
ax = Ix = - cm
e=7.26 cm

Figura 4. Caracteristicas geomeétricas y de
material de la seccion abierta de pared delgada.

-
A

Figura 5. Viga doblemente empotrada con
carga uniforme excéntrica.
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La solucion de la ecuacion (40) es [1]:

K K
0(z) =C1+C22+Cssenhzz+c4 cosh-Lz—

2
ge L° ,
——t—2 (42)
2El; K
K K K
z)=C,+C : —z+ — —z—
6'(z) )+ 3LcoshLz C,;Lsenh z
ge L*
'—ZZ. (43)
El; K
4
B(z)=-GI, Cascnh}gz+C4coshEz— (—li—L, .
L L~ EI K
(44)
ge L? .
M(z) =Gl,|C, ——— —5z| 45)
El; K*

Al imponer las siguientes condiciones de
frontera

En z=0 en z=1L
0, =0 6, =0
0y =0 6, =0

se determinan las constantes C,, C,, C;y C,, cu-
yos valores son:

C, =—C,. (46)
K
6, =~G4 T (47)
L4
[C4 senh K — ;;e K
8
¢, =t - 4
2 (1 —cosh K) (48)

K K
 fge 1t —[2 —senh.K+2coshK]
! El, K® |[-2+2cosh K —Ksenh K|

(49)

Los elementos mecanicos en los extremos de
la viga se obtienen con las ecuaciones (44)y (45):

AMy, = Mo, = GI,(C,) = 419,71935 kg-cm. (50)

AM,. =B, =-Gi|c, —- 2L
Fg A0y T 4 oy 124 | T
' El, K
-27,020,25366 kg-cm?. (51)

AM., =M, =GI|c, -3¢ L
Fa TRy & 27 @y w2 | T
. El, K

-419,71935 kg-cm. (52)

AM,, =B, =
ge L}
—GI,|C43senh K + C, cosh K—E—Iﬁ =
-27,020,2537 kg-cm”. (53)

El vector de fuerza para la viga es el que co-
rresponde al bimomento en el nodo inicial (z = 0),
esto es (P} = —{Ap} = —B,_,,, por lo tanto (P} =
27,020,253.66 kg-cm>.

Obtencion del vector de
desplazamientos

Al presentarse solo un grado de libertad y
siendo éste el alabeo en el nodo inicial, indica que
la rigidez es el elemento Km(2,2) de la matriz de
rigideces de la ecuacién (35).

[D} = [KT*{P}.

Dy} = [GIZ((senh K) — K(cosh }9)] (P}

K/ L2{F}

6 =[2539258801]* x (27,020,25366) =0.10644 L

Se puede verificar que se cumplen las con-
diciones de frontera, es decir, el bimomento en el
nodo “I" es igual a cero.

{AMg} = {AM} + [KM]{ D)

{AM.} = {—27,020.253 66} + [253925880.1]
{0106410} = 000001 = 0 kg-cm?

Acciones de miembro

Al superponer efectos, ecuacion (39), resulta

{Amg} = {Am .} + [Km|{D)

M, Amly
B, | _|Am2, &
M, |Am3;
B, Am4,
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{KMU g, epEh K1 KM, KM,,|
2(F|
Kma1 gp[SennK) = Kleosh KN -y oy (6
(K/ LI2{F) o
(cosh K) -1 0
KM31 GI,- o KM,, KM,, L)j
KMa1 g, s By =K KM,, KM,,
(K / L)2{F} J
es decir
M, 41971935
B, | _|-27.02025366| ,
M, =) -41971935
B,] |-27.02025366
[KM11 ~ —92135005 KM,; KM, 0
KM21 25392588000 KM,, KM,,||0106410,
KM31  —921350006 KMy, KM,, 0
KM41 —11314811650 KM,; KM, 0
M, 419,71935 —-9804086
B, | _]-27.02025366| |27,02025366| _
M,[T] -41971935 —-9804086( ~
B,| |-27.02025366] |-1204009108
321678.48
000
—-517,76021(
-39,060,34474

Los resultados anteriores coinciden con los
que se obtienen al utilizar la matriz de parametros
iniciales propuesta por V. Vlasov [1]. Estos resul-
tados sélo muestran los elementos mecanicos que
aparecen en los extremos de la viga, pero se pue-
den considerar nodos intermedios en Ia estructu-
ra de forma tal que puede graficarse la variacién
de estos elementos mecanicos a lo largo de la mis-
ma, tal como se presenta en la referencia [4].

Conclusiones

En el presente trabajo se recurre a la teoria
de la torsion restringida para la obtencion de coe-
ficientes de rigidez en vigas de pared delgada y de
seccion abierta. El desarrolio considera la accion
de un nuevo elemento mecanico, el bimomento, y
su grado de libertad asociado dando como resul-
tado una nueva matriz de rigidez.

La propuesta permite obtener los distintos
elementos mecanicos, ademas del bimomento,

. que aparecen en vigas de pared delgada y de sec-
cion abierta, sometidas a cualquier condicion de
carga. Ademas hace posible un acoplamiento fa-

cil para encontrar la solucion de un sistema com-
pueslo por una o varias vigas continuas.

La metodologia presentada se utilizé para
encontrar la matriz de rigidez de una viga someti-
da a la accion de carga uniforme excéntrica. La
solucién del problema incluy6 la determinacion
del vector de fuerza, del vector de desplazamien-
tos y de las acciones de miembros.

Se puede observar que son 4 y no 3 las posi-
bles condiciones de frontera para el problema de
torsion restringida en este lipo de vigas. Esto
conduce a trabajar con 7 grados de libertad por
nodo, es decir se tienen 14 posibles elementos
mecanicos en una viga de pared delgada, 7 en
cada extremo de la misma.

En la referencia [4] se muestra una compa-
raciéon entre los resultados obtenidos con esta
metodologia y los que resultan mediante otras
técnicas tales como las ecuaciones diferenciales
de V. Z. Vlasov, el Método de los Elementos Fini-
tos (M.E.F.) y la teoria de la torsion pura. Estas
comparaciones indican que la metodologia pre-
sentada en este trabajo constituye una alternati-
va mas economica en tiempo de calculo si se le in-
cluye dentro de un programa de analisis matri-
cial de estructuras reticulares.
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