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Abstract 

According lo the conventional formula tion it is consider d that the warpin g of a beam under torsion 
is free and constant among a section and the other. This consideration is u n acceptable for thin walled 
open elements s ince has been shown thal in these tlle warping is variable a n d originates a different s tate 
of stress of which thal considers the traditional approach. Therefore , il is necessary to tnclude these ef­
fects when it analyses restricted torsion in this slructura l type of elements. This paper shows a metbod to 
obtain s tiffne s coefficients in thin walled open beams by using the differenlial equations and the matrix 
of initial parameters presented by V. Z. Vlasov. Sorne initial resul are presented obtained wi th the model 
proposed. 
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Una propuesta para coeficientes de rigidez 
en vigas de pared delgada 

Resumen 

De acuerdo con la formulación convencional. se considera que el alab eo de u na viga sometida a tor­
sión es libre y constante entre una sección y la otra . Esta consideración e in aceptable para elementos 
abiertos de pared delgada ya qu e se ha demostrado qu en estos últimos el alabeo es variable y origina un 
estado de esfuerzos distinto del que considera el planteamiento tradicion al. Por lo tanto. es necesario in­
cluir estos efectos cuando se estudie la torsión restringida en este tipo de elementos estructurales. En este 
articulo se presenta una metodología para obten er coeficien tes de rigidez para vigas de pared delgada u ti­
lizando las ecuaciones diferenciales y la matriz de parámetr os iniciales deducidas por V. Z. VIasov. Se pre­
sentan algunos resultados iniciales obtenidos con el m odelo p ropuesto. 

Palabras clave: Torsión restringida. rigidez. matriz. 

Introducción delgada. Los fu ndamentos basicos fueron elabo ­
rados por S. P. T imoshenko. El desarrollo general 

En la práctica de la ingeniería estructural, y completo de esta teoría per tenece a V. Z. Vlasov 
se em plean con cierta frecuencia las vigas de pa ­ y se denomina teoría de VIasov [1]. 

red delgada que garantizan alta rigidez y resis ­

tencia y tienen al m ismo tiempo un espesor rela­ Conceptos Generales 
tivamente pequeño. El análisis del comporta­
miento de estas estructuras posee caracterís ti ­ Considérese inicialmente, u na viga de perfil 
cas especiales . lo cual constituye un esquema es­ abierto y pared delgada como la que se muestra 
pecial de c8.1culo, el esquema de vigas de pared en la Figura 1. 
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La ecua ción diferencial que gob ierna el giro 
de una viga de pared delgada es [1 J: 

K 2 

eN - "2 eU - J (z ) =0, (1)
L 

La solución de la ecuación (1) es [1 J: 

K K­
fJ( z ) =CI + C2 z + C3 senhL z + C4 cosh L z + e(z), 

(2) 

donde C I ' c 2 • C 3 y C. I son constantes que depen ­
den de las condiciones de fron tera y e(z) repre­

sen ta la solución particu lar de la ecuación . Por 
otra parte, la ecuación homogén a es [IJ : 

K2 

eN - - 2 e- = 0, (3)
L 

Cuya solu ción conduce a siguiente sistema 
de ecuaciones [1 J: 

K K 
e(z ) = C I + C2z + C3 senh L z + C4 cosh L z. (4) 

8 (z) = -Gl .. (C 3 senh ~z+ C4 cosh ~ z). (6) 

M(z) = Gl.C2 , (7) 

L 

Figura l. Viga de perfil abierto y pared delgada. 

Obtención de la matriz de rigidez 
considerando la torsión 

restringida 

En la Tabla 1 se especifican las condiciones 
de fron tera q ue se defin n como 1. n. III y IV. en 
los extremos "r y "J" de u na viga de pared delga­
da y perfil abierto sometida a torsión restringida 
(Figura 2) . En esta tabla el cero indica que h ay 
restricción al desplazamiento y el 1 indica des ­
p lazamiento unitario. 

Para obtener los coencientes de rigidez por 
torsión restringida en el nodo l, se aplican ele­
men los mecanicos en este n odo, de fonna tal que 
se genere en el m is mo un giro unitario. Sustitu­
yendo el valor de la coordenada "z" en ambos ex­
tr emos y considerando exclusivamen te el giro y el 
alabeo, las ecuaciones qu e rigen el problema lle­
gan a la forma siguiente [2J: 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

1 

l~~' ~~~~¡J1 

Figura 2. Viga sometida a la condición 

de fron tera l. 

Tabla 1 
Resumen de condiciones de frontera en los nodos 1y J 

Condici6n de Nodo inicial "[" Nodo final "J" 
frontera _____---'G-=ir=­o'--'­e_____ Al"'-a~b'-'e;.co'-e_'______..:G;.circ:..0.:....;:.e_____--=­A1:::abeo {J' 

1 o ° O 

II ° 1 O O 

III O O 1 O 

IV O O ° 1 
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Al ordenar matricialmente las ecuaciones 
(8), (9), (10) Y (11) e imponer en ellas las condicio­
nes de frontera resulta la siguiente relación l2 l 

1 O O 
O 1 K /L 
1 L senh K[
O 1 (K / L)coshK 

( 12) 

Puede definirse como [A] a la matriz de coe­
ficientes y como {C) al vector de constantes. d~ 
forma tal que 

(13) 

y en consecuencia 

(14) 

Por lo tanto. para encontrar el vector de 
con s tantes ICI asociado a las condiciones de fron­
tera establecidas antertormenle es n ecesario in­

vertir la matriz [Al . Al realizar las operaciones co­
rr spondientes se obtiene la matriz inversa de [AJ 
que se m u estra en la relación (1 5) (ver abajo) . 

En e ta úlLima expresión 

21FI = 2{- ~ (senh K ) + (cosh K ) - + (16) 

Una vez obtenida la Inversa de la matriz [A] 
pued e encontrarse el vector {CI para cualquier 
condición de frontera 12. 4J . 

A continuación se muestra el cálcu lo del 
vector de constantes ¡CI considerando las cuatro 
condiciones de front.era definidas previamente. 

Condición de frontera 1 

Se establece eo = 1 Y todas las demás restric­
cion es Igual a cero. por lo tanto {C} = [Ar IU.O.O,O }I. 

1- (cosh K - 1 

2IF I 
K I L{(senh K )] 


2{FI 


-{senh K ) 


2{F I 
(cosh K -1) 

2{F ) 

1 (senh K) - K (eosh K) 

21F1 KIL 
(cosh K )-l 


2{FI 


- K senh K + (eosh K )-l 


(K I L )2{FI 

(senh K ) - K (eosh K ) 

(K/ L)2IF I 

K I L 
senh K ­

1 
senh K ­

. 

K 

La multiplicación matricial conduce a la primera 
columna de la matriz inversa de [A], en conse­
cuencia: 

(17) 

Después que se determina el vector de 
constantes {C). mediante las e uaciones (6) y (7) 

pueden obtenerse los elementos mecánicos que 
se presen tan en los nodos in icial y final. Para esta 
condición de frontera resulta: 

(18) 

(1 9) 

Condición de frontera n 
Se establece e ~ = ly Lodas las demás restric­

ciones igualacero. porlo tanto IC) = lAr l {O.LO.O}I. 

Al realizar las operaciones correspondientes se 
obtiene: 

(22) 

(23) 

(cosh K -1) 

2IF I 

K + - - 21F-I - senh K - K 

(cosh K -1) 

2{F I 

(K (eosh K _ } )2 )( 1 ) 
L 21F I senh K - K 

((COSh K _1)2) 1 

Ecuación (15). 
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21F 1 (cosh K )-l 

+((COSh K _ 1)2 ) 

2IF I 

1 1(COSh K-1)) 
2[FI KI L 

1 (senh K - K l 

KIL 21F1 
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Condición de frontera m 
Se es tablece eL = 1 Y todas las demás restrtc­

cion es igual a cero, por lo tanto ¡e ) = IAr l ¡O,O.10)t . 

Al realizar las operaciones correspondientes se 
obtiene : 

MIL) = Gl z [Az.3r
l 

. (29) 

Condición de frontera IV 

Se establece e~ =ly lodas las demás restric­
ciones igual a cero, por lo tanto ¡e) = lAr 110.0.0.1)( . 

Al realizar las operaciones correspon dientes se 
obtiene: 

(30) 

(31) 

(33) 

Matriz de rigidez para torsión 
restringida 

A partir de los resultados anteriores se de­
ter minan los elemen tos mecánicos en los n odos 1, 
Jproducidos por desplazamientos unitarios (giro 
y alabeo) aplicados en los ex tremos de la viga. Por 
la definición de rigidez estos elemen tos m ecáni-

K / L[(s enh K)] GI [(COSh K) ­1]
GI. 2!F) z 21F ) 

(cosh K - 1) GI ( (senh K) ­ K(COSh)) 

cos representan los coeficientes de la matriz de 
rigidez, de manera tal que: 

lF) = [KMHDI. (34) 

Es decir [2. 4] (ver ecuación (35) abajo). 

Para el arreglo de la matriz de rigidez de 
mi robro primero se ha tomado en cuenta el giro 
y después el alabeo. 

Secuencia de cálculo 
con el modelo desarrollado 

Para obtener los elementos m ecánicos en 
cualquier viga de pared delgada. debe recordarse 
que la ecuación que rige el pr oblema es una ecua­
ción diferen cia l ordinaria lineal por lo qu e es vali­
do el principio de s uperpos ición de efectos. Por lo 
tanto, para aplicar el modelo desarrollado se con­
siderará la superposición de dos estructuras: 
u na estructura fija y otra bajo desplazamien tos 
reales, esto es (3 ]: 

Estructura} = {ESlTUctura} [ Matriz de]
{ Real Fija + Rigidez x (36) 

DeSPlazamien tos}
{ Reales 

Por con siguien te el problema puede resol­
verse según la siguiente secuen cia [31: 

l. Ob tención del vector de fuerzas 

(3 7) 

2 . Obtención del vector de desplazamientos 

(38) 

KM l 3 KM l4 

KMZ3-GI. 2{F ) 
Z 

KMZ4(K / L l2{ FI{~} Glz K / L~~;~ K)] GI [ (COSb K) -1] 
KM33 KM34 W\• 2!F) 

C- COSb K ) (K + (senh K)) 
-GI. 2{ F l GI Z (K / L)2{F I KM43 KM44 

Ecuación (35). 
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3 . Obten ción de las acciones de miembro 

IAMR 1= IAMp 1+ [KMlID1. (39) 

Aplicación numérica del modelo 
desarrollado 

Considéres e para fines de ejem plo una viga 
con carga u n iformemente distribu ida, con arti­
culación en el nodo inicial "f' y empotramiento en 
el extremo "J' (Figu ra 3). La condición de apoyo 
articu lado en e l n odo "i permite libertad d e a la­
beo de la sección, por lo que puede sufrir despla ­
zamientos en d irección longitudinal pero conser­
vando u n giro igual a cero, m ientras que el empo­
tramien to en el nod o "J' indica ausencia de des­
plazam ientos tanto angu lar como longitudinal­
m ente. En resumen la viga de la Figura 3 repre­
senta un s ólo desplazamiento en el nodo "r, es 
decir, un grado d e libertad. 

En la Figura 4 se muestran las característi­
cas geométIicas y de m aterial de la sección trans­
vers al considerada. 

Se tiene: 

21FI = 2{-~ (sen h K ) + (cosh K)-l} = 0 .464 

m = qy ex + C!x ey = 2178 kg-cm/cm. 

Obtención del vector de fuerzas 

Para la obten ción del vector de fuerzas IPI se 
utiliza la ecu ación (37). IPI = lAR - Ap 1, en la 
cual, al no hab er cargas en los nodos resu lla, 

lAR I = O Y por lo tanto, IP I = I-AI'" l. 

Ensegu ida. es necesario resolver la viga fija 
con nodos restringidos bajo carga excéntrica 
(empotrada en ambos extremos, Figu ra 5). 

La ecu ación que gobierna el problema es: 

K 2 qeerv - - e'- - = 0, (40)
L 2 Eip 

Con 

(4 1) 

l 
~:~¿-------------------~ 

~~~~.t~I:~, ~.~ , , ~~~..~~~~

Figura 3 . Viga articu la da-empotrada con carga 
uniforme excéntrica. 
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L = 400 cm 
E= 2.000.000 kg/ cm 2 

G= 850.000 kg/cm2 

2A = 12 .78 cm 
Lx = 1,222,42 cm 4 

Iy = 92 .78 cm4 

Iz = 0.378 cm 4 

I~ = 11,715.82 cm 6 

q = 300 kg/cm 
1pY 

ax = - = - 2.959 cm 
Ix 

e = 7.26 cm 

Figura 4. Características geométricas y d e 
material d e la sección abierta de pared delga da. 

l 
~... _._-_...•......__........._•..__._._...._.._-_. .. _.._..._..,.­
I qy J . 

C$!!W!¡l!WUWU~'é9 


Figura 5 . Viga doblem ente empotrada con 
carga uniforme excéntrica . 
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La solución de la ecuación (40) es [1]: 

K K 
e(z) = CI + C~ + C3 senh - z + C4 cosh - z -

L L 

L2 qe 2 
----2 	 (42)

K 22EI fJ 

K K K K 
8'(z) = + C 3 - cosh - z + C4 - senh - z ­C2 L 	 L L L 

L2qe 
- '""2 z . 	 (43) 
El fJ K 

K K qe L4)
B(z) =~lz C3 scnh - z + C4 cosh - z - --4 .( L L EIfi K 

(44) 

2 
qe L )M(z) = GIz C 2 --~z . 	 (45)( EI {3 K 

Al imponer las siguien tes condiciones de 
frontera 

En 	 2 =0 en 2=L 

8 0 =0 8L =0 


8'o =0 8'L = . O 


se determinan las constantes CI' C2 • C3 y C4 • cu­
yos valores son: 

(46) 

(47) 

qe L4)
C 4 senh K - 3( Elp K 

C =--'----------'----'-	 (48) 
3 (l -cosh K) 

e L4 ) [~ - senh .K + K cosh K] 
C = L_ 	 2. (49) 

4 Elp K 3 [- 2 + 2cosh K - Ksenh KI i 
Los elementos mecimicos en los extremos de 

la viga se obtienen con las ecuaciones (44) y (45): 

qe L4)
AMp2 = B IO) = ~I. C 4 - EIfJ J{'I =( 

- 27,020.253.66 kg-cm 2 
. (51) 

3 
qe L )

AMF'3 = MILI = ~Iz (C2 - E l fJ K2 = 

-4 19,71935 kg-cm . 	 (52) 

AMF'4 
= B ILI(= 	 qe L4) 
~Iz C3 senh K + C4 cosh K - El fJ K 4 ' = 

- 2 7,020,253.7 kg-cm 2
• (53) 

El vector de fuerza para la viga es el que co­
rresponde al bim om enLo en el n od o in icial (z = O). 

esto es (P I = -(Al") = - B 1Z; 0)' por lo tanto IP) = 
27.020 .253.66 kg-cm 2 

. 

Obtención del vector de 
desplazamientos 

Al presentarse sólo un grado de liber tad y 
siendo éste el alabeo en el nodo inicial. indica que 
la rigid ez es el elemento Km(2 .2) de la malriz de 
rigid eces de la ecuación (3 5). 

ID ) =[GI ((senh K) - K(cosh K) )] {P I 
1 Z K / L2{F 1 

8 = [2539258801r 1 x (27.020,253.66) = 0106441 

Se puede verificar que se cumplen las con ­
d iciones d e fron lera. es decir. el bimomento en el 
n odo ~I" es igual a cero. 

{AMR } = {AMF } + [KMIIDI 

{AMR ) = {-27.020.253.66} + [2539258801] 


10106410} = 0.00001 == O kg-cm 2 


Acciones de miembro 

Al superponer efectos. ecuación (39), resulta 

(AmR ) = (AmI") + [Km ]{ D } 
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Gl (cosh K) -1KMll KM I3 KM 14 
z 2í F I 


el ((Senh K) - K[cosh K) )
KM21 KM23 KM24 
t (K / L12iFI 

KM31 eL (cosh K) -1 w¡KM33 KM34 
z 	 21F1 

el ~nhKl- KKM41 	 KM43 KM,., 
Z (K / L121FI 

es decir 

M'1 r 419.71935)
B, ~ = ~ -27.020.253.66 
MJ -419.7 1935 + 

1BJ J l-27 .020.25 3.66 

I KMll - 9 21350.05 KMI3 KM14 ]1 O ) 

l
I KM2 1 253~25880.00 KM23 KM Z4 0106410, . 

l(,'W3 1 - 9 2 13500.06 KM ~3 KM34 O 
KM41 -1131 48 11 650 KM43 KM.¡.¡ O 

MI] ¡ 419,71 9.35] ¡ - 9804 086]
BI = -27.020.253.66 2 7,020,253 .66 = 
¡MJ -4 19,719.35 + - 9804086 

BJ - 27,020.253.66 -1 204 009 108 


¡ 32 L678.48]
0.00 

-517 .76021 . 

- 39.060 .344 .74 


Los resultados anteriores coinciden con los 
que se obtienen al u tilizar la matriZ de parámetros 
iniciales propues ta por V. Vlasov [1]. Estos resul­
tados sólo muestran los elementos mecánicos que 
aparecen en los extremos de la viga. pero se pue­
den considerar n odos inter medios en la es tructu ­
ra de forma tal que puede graficarse la variación 
de estos elementos mecánicos a lo largo de la mis­
ma. tal como s e presenta en la referencia [4]. 

Conclusiones 

En el presen te trabajo se recurre a la t eoria 
de la torsión restringida para la obtención de coe­
ficientes de rigidez en vigas de pared delgada y de 
sección abierta. El desarrolio considera la acción 
de un n uevo elemento mecánico, el btmomenlo. y 
su grado de libertad asociado dando como resu l­
tado una nueva m atriZ de rigidez. 

La. propuesta permite obtener los distintos 
elementos mecánicos, además del bimomento. 

. que aparecen en vigas de pared delgada y de .sec­
ción a bierta. sometidas a cualquier condición de 
carga. Además hace posible un acoplamiento fá­

cH para en contrar la s olución de un sistema com ­
puesto por una o varias viga continuas. 

La metodología presentada se utílizó para 
encontrar la matriz de rigidez de una viga s ometi­
da a la acción de carga u n iforme excéntrica. La 
solución del problema In cluyó la determinación 
del vector de fu rza. del vector de desplazamien ­
tos y de las acciones de miembros. 

Se puede observar qu son 4 y no 3 las posi­
bles condiciones de fron tera para el problema de 
tors ión r estringida en este lipo de vigas . Esto 
conduce a trabajar con 7 grados de libertad por 
n odo. es decir se tienen 14 posibles elemen tos 
mecánicos en una viga de pared delgada. 7 en 
cada extremo de la misma . 

En la referencia [4] se m uestra una compa­
ración entre los resu ltados ob tenidos con esta 
metodología y los que resultan m ediante otras 
técnicas tales como las ecuaciones diferenciales 
de V. Z. VIasov. el Método de los Elemen tos Fini­

tos (M.E.F. ) y la teoria de la torsión pura. Estas 
comparaciones indican que la metodología pre ­
sen tada en este trabajo constituye una altern ati ­
va más económica en tiem po de cálculo s i se le in­
cluye dentro de un programa de análisis matri ­
cial de es tructuras reticu lares . 
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