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Abstract 

The maln objective of this paper is to present an application of the port controlled Hamiltonian ap­
proach to achieve s tabillzaUon of electromechanical system . For this purpose we h ave selecled the model 
of a DC brushed motor, which have been ShOWIl to be useful in tlIustrating some nonlinear control tech­
niques. By means of the appucatlon of convers ion of en ergy principIes , the brushed DC motor 1s mode1ed 
in a su itable form, allowtng instrumentally to dispose of the total energy function of fue sys lem , which car­
ries on fue mechanical and electrical effeds. On the ground ofthe total energy function, it is possible to ex­
press lhe system In the port con trolled HamIltonian form, wh ich clearly describes the interconnection and 
damping s tructures ofthe system, and the input and output ports of energy. Once we have reached th is 
representation , t he result is the passivation of the system . hen ce by means of the applica tion of the in ter­
connection and damping assignrnent p ssivity based control m ethods, we obtain the synthesis of a s tatic 
feedback stab ilizing control. 

Key words: Nonlinear systems, port controlled Hamiltonlan systems, stabilization. en ergy 
conversíon. 

Estabilización de un motor De de escobillas modelado 
en forma harniltoniana controlada por puertos 

Resumen 

El objetivo de este trabajo es mos trar una aplicación del denominado enfoque h arnilloniano con lro­
lado por puertos para la estabilización de slslemas electromecánicos. El prototipo de s istema utilizado 
para la aplicación es u n molar DC de escobillas, el cual ha sido ú t.i1 en recientes t rabajos de ejemplifica­
ción de nuevos enfoques para el control de sislemas no lineales. El s istema se modela n forma conven ien­
te basándose en prin cipios de conversión de energía, de manera qu e logra disponerse de la función de 
n ergía total del sistema, en la cual s e incluyen los efectos eléctricos y mecánicos. Apoyandose en la fu n­

ción de energía total , es posible expresar el s istema en [arma ha..."T1iltoniana controlada por puertos , forma 
en la cual s e exhIben claramente las estructuras de interconexión interna y de amortiguamiento del siste­
ma , a í corno los puertos de en trada y salida de energía. E te modo de representación del sistema permite 
sacar provech o de sus propiedades de pasividad , p uesto que facilita la aplicación de los método de inter­
conexión. de modificación de energía y asignación de amortigu amiento. que conducen a la síntesis de un 
controlador de estabilización por realimentación de los estados. 

Palabras clave: 	Sistemas no lineales, s is temas hamiltonianos controlados por puerto, conversión 
de energía, estabilización, interconexión y a signación de amortiguamiento. 
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l. Introducción 

Un sistema electromecánico, desde la pers­
pectiva del modelado, puede descom pon erse es­
quemáticamente en tres diferentes partes. (1) u n 
subsis tema eléctrico. (ti) un subs is tem a mecáni­
co; y (iii) u n acoplamiento algebraico del torque. 
Los métodos tradicionales de control ignoran la 

Influencia del s u bsistema eléctrico, lo cual es 
aceptable en muchos casos, sin embargo para ta ­
reas de mayor exigencia en el desem peño del me­
canismo. la no Inclusión de su efecto conduce a la 
degradación del desempeño [I J. 

El desarrollo de técnicas de control no li­
neales con stituye un paso de avance en el d iserio 
de controladores para sistem as electromecáni­
cos, contribuyendo a una mejor ejecución exigi­
da por ta rea s más complejas. En la refer encia 
[1]. por ejem plo. se aplica la denominada técnica 
de backstepping para el caso de un motor DC d e 
escobillas en la tarea de ubicar una carga mecá­
nica . logrand o s intetizar un controla dor de posi­
ción. seguido de u n con trolador adaptativo para 
compens ar la in ertidumbre paramétríca. Para 
estabilizar la posición de este m otor d escobi­
llasAcostay Ríos [2] utilizan un enfoquejorwar­
ding, segú n el cua l no es suficiente con identifi­
car los subsis temas y sus propiedad es de estab i­
lid ad separadamen te . sin o que también es n ece­
sario caracterizar la naturaleza de la in tercone­
xión , a lcanzando identificar el términ o d e Inter­
conexión para la conslrucción del denomina do 
"término cruzado" de la función d e a lmacen a ­
miento. 

Las dos t' cnicas referida s arriba, tanto la 
de bac/cstepping com o la de jorwarding, tien en en 
común varias caract.eristicas. pero fu n damental­
men te ambas se basan en un m odelo matemático 
descrito por ecuaciones en la denominada forma 
afín: 

X = J(x l + g(x)u 
(1){y = h (x) . 

Esta clase de sistemas es el m aslado gen e­
ral para d escribir las ecu aciones qu e m odelan 
sistemas físicos. Un s istema fisico usualmente 
contiene en sí TIlismo gran cantidad de Infonna­
ción que puede y debe ser ap rovechada en el pro­
ceso de modelación. Una de las ventajas impor­

tantes es que el sistem a fisico permite considerar 
la energía asociada al sistema y modelar s u diná­
mica en términos de variables d e energía. Adicio­
nalmen te se aprovecha la idea de interpretar las 
variables externas como puertos de potencia, a 
través de los cuales la energía en tra o sale del sis­
lema. Estos son precisamen te los criterios en los 
que se funda el llamado enfoque hamiltoniano 
controlad o por puertos (SHCPl, que en este ar­
ticulo utilizarem os para analizar la dinámica d e 
un m otor DC de escob illas. Para una discusión 
detallada de esta técnica de modelación remiti­
m os a Maschke et aL [3] Y a van der Schaft [4]. 

Una vez modelado el sistema en forma ha­
m iltoniana controlada por puertos, el controla ­
dor p uede sin tetizarse utilizando la m etodología 
de interconexión y asign ación de amortigua­
miento (m etodología IDA). la cual es una técnica 
de pa sividad desarrollado por Ortega et aL [5J 
para s i temas n o lineales en general, y aplicada 
por Rodriguez y Ortega [61 al caso particular de 
los sistemas electrom ecánicos. 

En la S ección 2 se describe el proceso de 
m odelación del sistem a . Se parte d el modelo es­
tándar del motor De de escobillas , y a continua­
ción, utilizando los principios de convers ión de 
energía desarrollados en Meisel [7], el m odelo se 
ubica en el contexto de los s istemas electrome­
cánicos generalizados. Este pas o a su vez con­
duce al modelo hamiltoniano controlado por 
puertos. el cual con s is te en determinar las es­
truclura s de interconexión y amortiguamiento 
del sistem a. y expresarlo en términos de la fun ­
ción d e en ergía tolal asociada. En la Sección 3 se 
discuten los detalles de la aplica ción de la meto­
dología IDA de Ortega ei a l. [5] y Rodrigu ez y 
Ortega [6 ]. que con siste en proponer m odifica ­
ciones a la energía tota l y a la s estructuras d e in­
terconexión y amortiguamien to. y en última ins­
tancia se reduce a res olver u n a ecuación alge­
braica (a diferencia del caso general d onde las 
ecuaciones básicas s on ecuaciones en derivadas 
parciales) . Al final se sintetiza un controlador 
basado en el completo con ocimienlo d el estado 
del sistema. En la Sección 4 se presentan algu­
nas simu laciones que d escriben el desempeño 
del controlador diseñado Fin almente se presen­
tan algunas conclusion es y r ecomendaciones 
para trabajos futuros. 
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113 Estabilización de un motor DC de escobillas 

2. Modelo del motor De de 
escobillas en forma hamiltoniana 

controlada por puertos 

2.1 Modelo estándar 

El modelo estándar de un motor OC de es­
cobillas consiste de: i) un subsistema mecánico 
que describe la dinámica del rotor del motor y la 
posición de la carga: ü) un subsistema eléctrico 
que describe los efectos eléctricos más relevantes 
del motor; y iii) u na relación estática, que repre­
senta la conversión de energía eléctrica en en er­
gía m ecánica (para más detalles, véase [lll . 

Las ecuaciones asociadas a este modelo 
s on: 

Mi:i + Bq + N sen(q ) = i 
{Li = v - R1 - Kaq , 

(2) 

donde M es la cons tante de inercia, B es el coefi­
ciente constante de fricción. N el valor de la carga 
constante . q ( t ) define la posición angular de la 
carga (igual a la posición del rotor), q(t) denota la 
velocidad angular de la carga. t(t) es la corriente 
en el rotor. L representa la tnductancia constante 
del rotor. R es el valor de la resistencia constante 
del rotor, Ka es la fuerza electromotriz constante. 
y finalmente , u(t) define el vol taje de control. 

2.2. Modelo basado en conversión 
de energía 

Con el propósito de mayor claridad . en esta 
su bsección r evisaremos el procedimiento de mo­
delado explicado en Rodriguez y Ortega [6]. el 
cual está bas ado en la metodología de conversión 
de energía para repr sentar s istemas electrome­
cánicos generalizados detallada en Meisel [7]. 
Asumiendo qu e todo los parámetros tienen valo­
res constantes conocidos. por la aplicación de las 
leyes de Gauss y Ampere. s e obtiene la siguiente 
relación entre la variable de flujo de enlace 1 y el 
vector de corriente i: 

1 = L(eli + ¡t(e) . (3) 

donde e E !R representa la posición angular me­
cánica . L( e) = LT (e) > oes la matriz de inductan­

cía de tamaño n" X ne , la constante n e es el n ú­
mero de devanados o bobinas, A E !Rrt

, represen ­
ta el vector de flujo de enlace. y finalmente 
i E !Rrt

, es el vector de corriente. El vector .u(O) re­

presenta los flujos de enlaces. 

Asumiendo coordenadas eléctricas total­
m ente actuadas. la ecuación de equilibrio de los 
voltajes conduce a la relación: 

l + Ri = u. (4) 

donde u E !Rrt 
, es el vector de voltajes aplicados a 

las bovinas, R = R T > O es la ma triz de resisten­
cia eléctrica en las bovinas. 

El acoplamiento entre los subsistemas eléc­
trico y mecánJco es establecido a través del tor­
que de origen eléctrico T(i. e) (véase 17] para más 
deta lles) de acuerdo a la ecuación: 

(5) 

a
donde Vo denota la matriz jacobiana - respecto ae 
de e. 

A fin de completar el modelo, la ecuación 
an terior es reemplazada en la ecuación para el 
subsistema mecánico: 

(6) 

donde J> Oes la inercia rotacional del subsiste­
ma mecánico, V (e) es 1a energía potencial y rm > O 

es el coeficiente de fricción viscosa. 

2.3. Modelo hamlltoniano controlado 

por puertos 


Con el objeto de aplicar la metodología de 
diseño IDA. es necesario eX,"?resar el modelo 
(3)-(6) en forma hamiltoniana controlada por 
puertos: 

aH x = [~( xl - !R(x)] - (x) + g(x)u (7) 
ax 

T aH 
y = 9 (xl ax (xl. (8) 
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donde x E ¡R"' es el vector de estados, ti E ffim es 
el vector de control, y E mm es el vector de salida. 

H(x) es la función de energía del sistem a en lazo 
abierto, la matriz anU-simétrica ~x) = -:Y (x) 

define la estructura de interconexión interna del 
sistema, la matriz positiva semi-definida 
!R(x ) = ffiT(X) > O define la estructura de amorti­

guamiento. mientras qu e la matriz 9 de tamaño 
n x m captura la estructu ra d e interconexión ex­
terna . Una característica esencial es que el sis te­
ma (7) -(8) es pasivo con respecto a la función de 
energía en lazo abierto H(x). Es decir se satisface 
la siguiente relación: 

(9) 

Para el caso especifico del motor DC de es­
cobillas. los valores de las anteriores variables en 
el mod.elo (3) - (6) son: 

ne = 1. L(8) = L E m. V(8) = N o(l -cos(8). 

don de L es el va lor cons tante de la inductancia, 
N o es un a cons tante de inercia. r L es el valor 
constante del lorque. My B fueron definldos por 
m edio de la ecuación (2) . La energía total en lazo 
abierto viene dada en términos de la s energías 
eléctrica, cinética y potencial , es decir [5J: 

1 1 2 
H (x ) ="2 [;. - ,U(8)f L(8¡-1 [A. - ,U(8)] + V(81 + 2 ~ , 

(lO) 

donde x = [;'.8 . pI es la nueva va riable de es tado. 
formad a por la variab le d e flujo de enlace ). . la po­

ición mecánica 8. y el momento angular p:= Je. 
donde J es la constan te de inercia del subsistema 
m ecánico (6). 

Substituyendo en (7) los valores de la in­
cluctancia L(8l, del vector ,U(8 ). y de la energía po­
lencial V(8l. se obtiene como fu n ción de energía 
l tal : 

El sistema con trolado por puertos de tercer 
orden que modela el motor DC de escobillas , en 

términos de las variablesA., e, pvien e d a do enton­
ces por la ecuación matricial: 

O 
(12) 

-1 
O 

la cual tiene la forma (7) con las matrices ~, m y 9 

definidas como: 

O O 0] R O 
~ = O O 1, ffi= O O[ [O -1 O O O 

Mientras que la salida y tiene la forma (8), a 
saber. 

3. Procedimiento de Diseño 
del Controlador 

3.1. Metodología IDA 

La m etodología de Intercon exión y Asign a­
ción de Amortiguamiento (IDA). d esarrollada en 
Ortega el al [5J ha sido sus ceptible de a p ltcación 
para la estabilización de s istemas hamiltonianos 
controlados por puerto. Este método conduce en 
s u desarrollo a u n sistema de ecua ciones en deri­
vadas parCiales de primer orden que puede ser 
abordado por el m étodo de 1 s caracteristicas, 
pero s in garantía de solu ción . S in embargo. para 
el caso de los sistemas electromecánicos que 
pueden ser expresados en forma hamiltoniana 
con trolada por p uertos. el método se reduce a la 
soluc ión de u n sistema de ecuacion es algebrai­
cas. alcanzando u na notable simplificación del 
procedimiento [6J . 

Dado que el problema que se plan tea e el 
de la regulación de la posición m ecánjca a una 
posición constante 8. E e = [-no nl. la corres­
pondienle velocidad en el p u n lo critico sabemos 
que debe ser O, es decir. p = O. y por 10 tanto el 
punto de equilibriO tiene la forma x. = 1A. •• 8. ,of 
donde A.. = L( 8 , )i. + ,U( 8 . ). e i. son las soluciones 
del par de ecuaciones (3) y (5). 

La Idea clave es modificar la función de 
energía total en la forma: 
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H d(x) = ~[)" - ,ud(e,pJY L(er 1[¡ - ,ud(O ,pl] + 

1 p 2 

V d(OJ+ 2J , (14) 

donde ,ud (e , p ) se fija de modo que )". = ,ud (O, p I. 

De esta forma el punto de equilibrio coincide con 
el extremo de Vd{ eJ, y sólo será necesario selec­
cionar una función potencial con un mínimo ais­
lado en O • . 

Para asignar la función de energia deseada 
y mantener en lazo cerrad o la estructura de siste­
ma hamiltoniano controlado por puertos. se pro­
pone m odificar las estructuras originales d e in­
terconexión y amortiguamiento de la manera si­
guiente: 

(15)O[ ~l = [~fx} a{x) 

p -P(x) -1 

donde a(x) y P{x) son funciones que resuelven la 
ecuación m a tricial anterior. mientras que 
ra (p ) > Oy Vd(O) son as ignadas convenientemen­
te. 

Sigu iendo la demos tración de la Proposi­
ción 1 de [61 , puede demostrarse que igualando 
las primeras rle filas d e la d inámica deseada (15) 
con las filas correspondientes d e la dirulmicaori­
gina l (7). p odemos obten er la ley de control: 

u =Ri d - ag[ ¡TVeL (OJi - i~ VeL(O)¡d] + 

(i - iJ [L(tl lVeid + V e,u{tI )] - V eV d(tI)} + 

t{j- - (i - id)T L (e)Vpia ] , (16) 

donde se han u sado las definiciones 

(17) 

a(x) = -L(tI)Vpid o ¡B(x) = L(OJ[Veid + ra(p)V pid]. 

(l8) 

La función d e energía modificada H d pro­
p uesta resulta ser una función de Lyapunov para 
el sistema en lazo cerrado , con punto d e equili­
brio asintótlcamente estable x. = [A., iJ • .0). Bajo 

es tas condicion es. den otando T: =[rm • t M) e !Ji el 
intervalo admisible d e torques, la dinámica origi­
nal (15) en lazo cerrado con (19) coincide con la 
dinámica deseada en el dominio D siguien te: 

D:= {(A, O.p) E !Ji"'IVeV{O) - VeV d{ tI) + 

k -ra{P)]j E T}. (19) 

3.2. Diseño del controlador 

Escojamos como valores adecua dos para 
las funciones Vd(O) y ra(p) los s iguientes: 

La ecuación algebraica que satis face la va­
riable id es: 

21 
i~VeL(e )id + i~Ve,u(tI) + V e V dIO) - V8VI O) ­

k -ra(p)]1 = 0. (20) 

Para el motor DC de escobillas la ecuación 
(20) se reduce a : 

p 2 ] Pr -r -r - - - =0 (21)[ m a l a 2 1+ p 2 J . 

donde se h a denotado ti = ti - ti. , y de donde se 

obtiene: 

Los valores de a(x) y P(x) son : 

(23) 
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Finalmente. puesto que Vo L(O) = O, el con ­
trolador u se obtiene como: 

'1 r:-::'. :.Jo­
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ro 
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.:u 
;::::::')
L.... 

ro 

ü 

IJ) 

"TI 

e 
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.-, 
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,... 
.8 

0 .. 	3 

0'---------'-----------' 
r­1] 	 !:I '10 

4. Simulaciones 

Se efectuaron simulaciones u sando 1 pla­
taform a Matlab 6 .0. en base a los parámetros si­
gu ientes 11]: 

kg m2 

J =1.625 X 10-3 
- R =5.0Q

rad 

'L =Ks = 0.90 -
N -

-
m 

· A 
. N - m - s 

r	 = 16,25 X 10-3 --- - ­m rad 

La Figura 1 m uestra el comportamiento de 
las variables de estado xy del controlador u para 
condiciones iniciales bastante próximas al punto 
de equilibrio. el cual se eligió tomando como posi­

:re
ción de referencia q, = 2' y se obselVa la conver­

gencia de las mismas hacia el punto de equilibrio. 
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""D 50I~I 
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~IIJ 	 r- '1 CI 
Figura l . Regulación de un m otor DC de escobillas. 
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Para la Figura 2 se seleccionaron condicio ­ punto de equilibrio deseado. En general. la meto­
nes iniciales bastante alejadas del punto de equi­ dologia IDA conduce a un sistema de ecuaciones 
librio, sin embargo igualmente el controlador en derivadas parciales que puede ser bastante di ­
cumple su tarea, lo cual demuestra que el domi ­ fícil de resolver, pero en el caso de los sistemas 
roo de a tracción del punto de equilibrio es acep­ que nos ocupan, el sistema de ecuaciones en de­
tablemente grande, rivadas parciales degenera en un sistema de 

ecuaciones algebraicas. m u cho mas fácil de ma­En la Figura 3 se introdujeron variaciones 
n ipular. Se r ealizaron simulaciones, para d is tin­en los parámetros del motor, es decir, en la induc­
tas condiciones iniciales, que demuestran la con­tancia L, la resistencia R. y la constante J, de un 
vergencia de las variables de estado hacia la posi­20%, n o obstante el controlador mantiene su de­
ción de equilibrio de manera m uy satisfactoria.sempeño, lo cual demuestra u na robustez acep­
con un esfuerzo de control dentro de limites sufi ­table ante la incertidumbre paramétrica, 
cientemente acotados. así como un dom inio de 
a tracción de tamaño aceptable. Ta mbién s e efec­5. Conclusiones 
tuaron simulaciones introdu ciendo una varia­

En este trabajo se a plicaron los principios ción de 20% en el valor de los parámetros del mo­
delo, obteniéndose una r espues ta de Significatlvade conversión de energía para obtener el modelo 

de un motor DC de escobillas lo cual facilitó ex­ r obustez. 

presarlo en forma de sistema hamiltoniano con­ El análisis llevado a cabo se basa en el su ­
trolada por puertos, La aplicación de la metodo ­ p uesto del conocimiento de los parámetros y en 
logía IDA. adaptada a l caso de sistemas electro ­ la mensurabilidad de todos los estados. Como sa­
mecánicos . pennitló sintetizar u na ley de control bemos. en la práctica, estas hipótesis no son rea­
u. que logra es tabilizar el sistema en torno al listas, sin embargo el esquema de con trol desa-
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Figura 2 . Regulación del motor DC d e escobillas con variación en las condiciones in iciales. 
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Figura 3 . Regulación de) motor DC de escobilla s con variación en los parámetros del m otor. 
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