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Abstract
Recently A. H. Al-Shammery and S. L. Kalla presented generalizations for the Appell’s functions
F.(w,z) (i =1,2,3), introducing parameters 7, " In this paper the generalized Appell's functions F,"*'(w,z)
(i =123), are represented in terms of a generalization of the Gauss hypergeometric series ,R;(z), in order

to establish some integral representations, recurrence relations and differentiation formulas for general-
ized Appell’s functions. An application and various particular cases are also presented.
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representations, recurrence relations, differentiation formulas.

Algunos resultados sobre las funciones de Appell
generalizadas

Resumen

Recientemente A. H. Al-Shammery y S. L. Kalla presentaron generalizaciones para las funciones de
Appell F,(w,z) (i =1,2,3), introduciendo los parametros 7, 7. En este trabajo se representan las funciones
de Appell generalizadas F,"' (w,z)(i =1,2,3)en términos de la serie hipergeométrica generalizada de Gauss

,R{(z), afin de establecer algunas representaciones integrales, relaciones de recurrenciay formulas de di-

ferenciacion para las funciones de Appell generalizadas. Se presenta ademas una aplicacion y algunos ca-
sos particulares.

Palabras clave: Serie hipergeométrica generalizada de Gauss, funciones de Appell generalizadas,

representaciones integrales, relaciones de recurrencia, férmulas de diferenciacion.

1. Introduccion

Un gran ndmero de funciones especiales
pueden ser representadas en términos de series
hipergeométricas y series hipergeométricas con-
fluentes. Las series hipergeométricas en una y
varias variables, aparecen naturalmente en una
variedad de problemas en matematica aplicada,
estadistica, investigacién de operaciones, fisica
tedrica y ciencias de la Ingenieria [1-4].

Srivastava y Kashyap [4] presentaron va-
rias aplicaciones de las series hipergeométricas
en una y varias variables en la teoria de colas y
procesos estocasticos relacionados.

Exton [5, 6] ha considerado varios proble-
mas, entre ellos: Distribuciones estadisticas fini-
tas e infinitas, desplazamiento angular de una
placa, vibracién de una placa elastica delgada,
produccién de calor en un cilindro, ecuacion de
Laplace en coordenadas esféricas, etc., los cuales
conducen a integrales asociadas con series hi-
pergeométricas en una y mas variables.

Kallay colaboradores [7] han usado funcio-
nes hipergeométricas para estudiar una forma
unificada de distribuciones de tipo Gauss.

En 1999 N. Virchenco [8] considerd una ge-
neralizacion de la serie hipergeométrica de
Gauss de la siguiente forma:
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,Ri(z) = ;R (a,b;c;7;2) =

I(c) i I(a + k)[(b + 7k)

Zk
r@arb) s Tc+rk) k!’ @

donde a, b, c son nimeros complejos, 7 €R, 7> 0,
c#0,-1-2..,z|<1

Sit =1en (1):

,Ri(a,b;cl;z) = ,F,(a,b;c;z),

c=#0,-1-2..,zl<1 2)
Esta funcion tiene la siguiente representa-

cion integral

,R,(a,b;c;1;2) =

F(C) h b-14 _ 4\C—b-1pq _ _i7\-a
7F(b)l“(c—b)ot L-t)° P (L —zt") 2dt, 3)

Re(c) > Re(b) > 0.

Virchenko [8, 9] establecid las siguientes
propiedades para la funcién ,R;(z):

(b —ar)R =bR(b+1) —arR(a +1). 4)
(c —ar =R =(c —)R(c —1) —arR(a +1). (5)
(c —b—-1)R =(c —YR(c —1) —bR(b +1). (6)

cR =(c —b)R(c+1)+bR(a,b+Lc+1r1;2). (7)

I'(b)[(c + 7)R =T'(b)[(c + 7)R(a +1) —zI'(c)['(b + 7)
xR@+Lb+rc+r1;7;2), (8)

donde para simplificar la escritura se considera
la siguiente notacion:

,Ri(a,bjc;7;z) =R, ,Ri(a+1b;c;7;z) =R(a+1)

y similarmente para los deméas parametros.

Posteriormente, L. Galué y colaboradores
[10] establecieron nuevas relaciones de recurren-
cia para ,R;(a,b;c;;z), entre ellas:

Ic+7)(b+YR(b+1) =
I'(c + 7)['(b + YR + ar[(b + 7)I(c)z %
R(a+1Lb+ ;¢ +1;7;2). 9)

I'(c+ 2+ 7)[(b)R(c +1) =
I'(c + 2+ 7)[(b)R(c + 2) + arT'(b + 7)[(c + Dz X
R(a+1Lb+1;c+2+71;7;2). (20)

Virchenko [8, 9] establecié ademas las si-
guientes formulas de diferenciacion para la fun-
cion ,R,(a,b;c;7;2)

d

d Ir'(c)(b+ 1)
dz

I'(b)'(c + 1)
R (a+1Lb+r1c+71;1;2).
(112)

[LRi(a,bicit;2)] = a

d
&= [z22R,(a,b;c;7;2)] =az* R, (a + 1, b;c; 7;2).

(12)
d" .. _TD@+n)re)b+n)
az [Ra@bicimz)] = I(@)T(b)I(c + )
R (@a+n,b+n;c+1tn;t;z).
(13)

d
a ,R,(a+1b;c;7;z) = (z d—z+ a) JRi(a,b;c;7;2).

(14)
i a+n-1 [P — r(a+n) a-1
az" [z le(a,b,c,r,z)] = 7F(a)
,Ri(a+n,b;c;7;2).
(15)

En el 2000 Al-Shammery y Kalla [11], pre-
sentaron una generalizacion para las funciones
de Appell en la forma siguiente:

F;"(a,b,biciw,z) =

rc) & (b) (b)T(@a+rk +71) z'w
@), &, Tc+tk+1l) k!’
1,77>0, Ww/<1 /<1

(16)

F; " (a,b,b’c,ciw,z) =
TE)(C) & (), I(b+ k(b + 71) z'w*
T(o)M(b) ,~, T(c+KIc+71) I1k!’

(17)
7,7'>0, Wwl+z|<l

F: " (a,a’b,b;c;w,z) =
I(c) i (@), (@) (b + tk)I(b’'+ 71) z'w*
T(b)r(b) &, I(c + 7k + 71) k!’
(18)

7,7'>0, W<l [z]<1
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En este trabajo se representan las funcio-
nes de Appell generalizadas F,""(w,z) (i =123)
en términos de la serie hipergeométrica generali-
zada de Gauss ,R;(z), afin de establecer algunas

representaciones integrales, relaciones de recu-
rrenciay formulas de diferenciacién para las fun-
ciones de Appell generalizadas. Se presenta ade-
mas una aplicaciéon y algunos casos particulares.

2. Representacion de las series
de Appell generalizadas
en términos de la funciéon ,R{(z)

Separando las series en (16)-(18) y usando
(1) se obtienen directamente las siguientes repre-
sentaciones:

F/"(@,b,bjc;w,z) =

k
Te) EM LR,(ba + ke + tk; 75 2) -
INa)Z I +7k) k!

(19)
,77€R, 7,77>0, c+7tk #0,—-1,-2,...,
wl<1 [z|<1

F; " (a,b,bc,ciw,z) =

I'(c) < (a)I(b+ k) wk
R +k I Ie I . 20

(b ;;, o+ k) 2a@tkbiciriz)y (20

7,77€R, 17,1/>0, ¢’#0,—-1-2,..., Ww|+z|]<1

F:"(a,a’b,b;c;w,z) =

I'(c) (@) J(b+7k) wk
R AN +k A 721

(b kEO o+ k) 2al@bictariz) - (21)

,77€R, 7,t/>0, c+7tk #0,—-1,-2,...,

Wwi<1 [z]<1

3. Representacion integral

de las funciones de Appell

generalizadas en términos
de la funcion ,R{(z)

En esta seccion se obtiene la representa-
cion integral de tipo Mellin-Barnes de la generali-
zacion t de la funcién hipergeométrica de Gauss
,R{(z2), lacual se usara para establecer represen-

taciones integrales de las funciones de Appell ge-
neralizadas.

Es bien conocido que [12, p. 19, No.
(2.6.11)]

(1-a;,a;),..

Hpa| =(04), (0 ~by., ). .

p,q+l[

o [(alval) s@pap); :|

L(l-ay,ap) 3
(@=bg,By)|

q (b1' ﬁl (bq7ﬂq

donde H[x]es la funcion H de Fox definida por

il

1 y+io

27r|

(a;,ay), .. (ap,ap):|

bl'ﬁl q ﬁq)
]'[r bj —b;s)]

l-a;+aps)

12 S

x°ds. (23)
yoe HF(l b, +b;s) ﬂr(a )

j=m+1 j=n+1

Por otro lado,

(a;1),(a,1);_| _ <@, +n)l(a,+wm)z"
zlpl[ (bl,r)z; Z} ‘20 1r(b1+r?1) n!
r N
= %1(;12) Ri(ag,a,;b;;7:2),
(24)
luego de (22)-(24):

,R,(a,b;c;1;2) =
I'(c) V}w I'(-s)['(a + s)['(b + rs)
I(@)r(b)2zi , = I'(c + 7s)

—z)°ds, (25)

>0, —Re(@)<y<0, —-Re(b)<r1y, [z|<l

De (19) y usando (25) se obtiene

F " (a,b,bc;w,z) =

I(c) i (), w*
M@)y(b)2ri = k!
y+fi°° [(-s)[(b'+ s)[(a + 7k + 7's)
I'(c+ 7k +7's)

(=z)°ds

y—ie
F(C) y+|oo <
= a2 | f wr(b +S)[(=s)(—z)® x

i [(a+tk + 7's) wh
K=0 kr(C+Tk+‘L'S)k
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donde hemos intercambiado el orden de la inte-
gral y la suma, con base en la convergencia abso-
luta. Luego de (1)

F/"(a,b,bc;w,z) =

F(C) y+ico

[(a)r(b)2i %, frb +s)I (—s)(—z)sm

T'(c +7's)
,Ri(b,a + 7's;c + 7's; 7;w)ds

esto es,

F/"(a,b,b;c;w,z) =

) "™ [a+tsb+s—s
I(@)r(b)2xi V_fiw(_z) r[ ctrs ]

oRy(b,a + 7's;c + 7's;7;w)ds (26)
7,77>0, —Re(b)<y <0, —Re(@)<ry,
wi<1 z|]<1

Similarmente,

F;"(a,b,bsc,chw,z) =

I'(c) V}w(_ [a+s b’ +rs—s]
F(@)r(b)2zi ., c'+r1's
,R;(a+s,b;c;t;w)ds (27)
7,7/>0, —Re(@a)<y <0, —Re)<r1Yy,

wl+z| <1

F;"(a,a,b,b;c;w,z) =

F(C y}'m(_ [a +sb+rs—s}
'@’ i c+71's
,Ri(a,b;c + v's; T;w)ds (28)
7,7/>0, —Re(@)<y<0, —Re)< 1y,
wl<1 lz]<1

4. Relaciones de recurrencia
para las funciones de Appell
generalizadas

A continuacion se establecen algunas rela-
ciones de recurrencia para las funciones de
Appell generalizadas.

Para simplificar la escritura se usara la si-
guiente notacion:

Fi7 (b + DAFS " (@,b,b'+ Liciw, 2)

con un significado analogo para los otros para-
metros, y las otras funciones de Appell generali-
zadas.

4.1. Relaciones de recurrencia
para F;" (a,b,b’;c;w,z)

SiR = _R,(b,a + 7k;c + tk;7’;z) en (6) se tie-
ne

_ (c+tk =DR(b,a+ tk;c+ 7k =1;7;2)
B c-a-1 a
(a+ k)R(b,a+tk +Lc+ tk;1;2)
c—a-1

7,77>0, c—a =1l

Sustituyendo R en (19) y separando las series,

—— I'(c) ) I(a+ k)
F7 = cca - 2 >0 ‘ T(c —1+ 7K)
Wk
R(b,a+7k;c+ 7k =17 Z)W_
I'(c) i «J(@+1+ k)
(c—a-1r(@a) s, TI(c+rk)

k

w
R(b,a+ 1+ tk;c+ rk;r’;z)ﬁ .

Usando (19) se obtiene

(c—a-1F " =(Cc—-YF; " (c-D) —aF “(a+1

(29)
c—a=#1l c+7k #10,-1,-2,...

De (7) y (8) usando un procedimiento simi-
lar se obtuvieron las siguientes relaciones de re-
currencia:

CFf " =(c—a)Ff " (c+D+
aF/"(a+1b,bsc+1Lw,z) (30)
c+tk #0,-1,-2,...

T(@)l(c + 1)F; " =T@)r(c+ r)F " (b'+1) -
zl(c)(a + 7)Fy " (a+1,b,b’+ L c + 7; W, 2).
(31)
c+tk, c+tk+7#0,-1,-2,...
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De acuerdo con (19)

F(c = (b), (@ + 7K)
20 Tc+ k)

Frr(b'+1) =

k
2Rl(b’+:l,a+rk;c+rk;r’;z)% (32)

7,7'>0, Ww|<1 [z|<1
De (4) se tiene

bR(b +1) — (b —ar)R

R(a+1) = ar

De este resultado conR = ,R,(b’,a + rk;c +
1K;152)

(a+7k)R(a+tk +1) 3

b’
(a+ 7k —b7)R(b,a + 7k;c + 7k;1";2)
ok 4

R(b'+1) =

, b'=0.

Usando (1)

T(c + 7k)
br' [(a T @+ tk + 1)

R(b'+1) =

i (b)yT@+rk+r1+12z |
s T(e+tk+ 1) 1!

I(c + k)
I(a + 7k)

e ,[(a+ tk —b7))

z(b),r(a+rk+r’l)2
& Te+tk+7l) It

,77€R, 7,t/>0, b'#0, c+7k #0,-1,-2,...,

lzl<1
Desarrollando,

1 T(c+ 7k)

RO+D = kg ok @ 7K
E(b),F(a+rk+t’I)Z 1T(c+7k)
& T+ Tk + 1) b'T(a + 7k)

z(b),F(a+rk+r’I) z
& Tc+tk+tl) (I-1)!
1 T(c+ k)
b7 T(a + k)

(a+ k) x

2(b),1‘(a+rk+t’l)2 I'(c + 7k)
= T(e+tk+ 1) I'(a + 7k)
2(b),I‘(a+rk+r’I)Z
5 Te+tk+7l) 117
simplificando,
1 T(c + 7k) < I'a+tk + 1)
R(b'+ 1)
B+ D = o Ta+ ), E c+rk+r’|)
z' I(c + k)

(I —1)! " T(a+ k)

E (b)T'(a+ 7k + 1) z'
& Te+rk+7l) 117

Haciendo un cambio de indice en la primera
suma y usando el conocido resultado

(D +n = (A (A +m),

se obtiene

c+rk) z b'+1)I(a + 1’ +rk+r’|)><

Rb'+1)=
a +1k) 5 Ic+7' +1k +71)

i+ I(c + k) i(b’),l‘(a+rk+r’l)i
' Ta+7k)& Tc+rk+7l) 11°

(33)
Sustituyendo (33) en (32)

Fro(b+1) =

F(c & (b) (b'+ 1), T(@+ 7+ 7k + 71) z'wk
2 > e
K=o I'c+ '+ tk + 1) k!

I(c) i (b), (b) (@ + 7k + 71) z'w*
Tc+rk+71)  11k!

y usando (16) se tiene

I(@)l(c + r)F " (b'+1) =
I(c)l(a+ 7)zF " (a+t,b,b’+ ¢+ v;w,z)+
I(a)(c + v)F; ™ (34)

b'#0, c+7k, c+tk+7#0,—-1,-2...

Analogamente de (5) y (10) se deducen las
siguientes relaciones de recurrencia:
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brT(@)l(c + 7)F; " (b'+1) =

(c —pr@)r(c+ r)Fy "' (c —=1) —(c —br' —1r(a) x
I'(c+7)F" —brwI(c)[(a + 7)F/ " (a+ 7,b+ 1 b’
c+nw,z) (35)
b'#0, c+7k, c+tk+7#0,-1-2,...

r@)I(c+2+7)c+2+)F " (c+1 =
T@)I(c+2+7)I(c+2+)F " (c+2)+

rbwI'(c + )(c + 2+ )[(a + 7)F "' (a + r,b + L, b
c+2+;w,z)+ tbzll(c +Pli(a + 7') x
I(c+2+1)F " (a+17,b,b'+Lc+2+1;w,z) (36)
c+tk+r,c+tk+7 #-2-3,—4,...

c+tk #-1,-2,...,

En los resultados (29)-(31), (34)-(36) 7,7’ €
R, 7,7>0, Wwl<1 [z[<1

4.2. Relaciones de recurrencia
para F;" (a,b,b’;c,c’;w,z)

De (20) aplicando las férmulas (4)-(10) obte-
nemos:
(b’ —ar)[(b)[(c+ 7)F; " =
bT(b)I(c + 7)F; " (b'+ 1) + wr'al(c)[(b + 7) x
F:"(@a+1b+1t,b;c+7,chw,z)—
arT(b)[(c + 7)F; " (a+1) (37)
b'#0, ¢ #0,-1-2,...

I(b)(c + 7)(c’' —DFL " (c'—1) =

(c'—ar' —=Yr(b)(c + 7)F;" —ar'wl(c)[(b + 7) x
F,(@+Lb+1,b5c+7,ciw,z)+

arT(b)T(c + T)FZ " (a +1) (38)
c'#10,—-1-2,...

€' =b'-)F; " =@c'-1)F; " c'-1)-bFI " (b'+1) (39)
c'—=b'#1 c¢=#10-1-2...

cFl™ =’ —-b)FI 7 (c'+ D+

bF; " (a,b,b’+Lc,c'+Lw,z) (40)
c'#0,—-1-2,...

[(b)I(c + 7)[(b)(c'+ 7)F L (@ +1) =

D(b)I(b)I(c + 7)I(c'+ T)FL ™ +WI(b)I(c'+ 1) X
Ic)l(b+ 7)F; " (@a+Lb+7,b;c+7,ciw,z)+
[(b)I(c + 7)I(c)T(b'+ ')z x
F;7(@+1b,b'+7;c,c'+ 75w,2) (41)

c, ¢+1#0,—-1,-2...

I(b'+)I(c'+ T)FL ™ (b'+1) =
I'(b'+)C(c'+ )F; " + ar'zl(c\[(b'+ 7') x
F;7(@a+1b,b'+7;c,c'+ 75w,2) (42)

c, c+1v#0,-1-2,...

T\ +2+ ) F2 7 (c'+1) - F27 ' (c'+2)] =
ar'zl(c'+ )b’ + )F " (a + Lb,b' + 7/,

c,C'+ 2+ 15w,2) (43)
c'#-1-2,..., c+1v#-2-3,—4,...

En los resultados (37)-(43) t,77€ R,
7,7'>0, Wwl+z|<1
4.3. Relaciones de recurrencia

para F; " (a,a’,b,b’;c;w,z)

Usando (21) y los resultados (4)-(8) y (10) se
obtienen respectivamente:

(b'—at)F; " =bF{ " (b'+1) —arF; 7 (a'+1) (44)
b'#at, c+7k #0,—-1-2,...

(¢ —)I(b)I(c + 1)FZ ™' (c —1) =

(c =Yr(b)(c + 7)F5" + rwal'(c)[(b + 7) x
F;"(a+1a.,b+17bic+rw,z) —T(b)x
I(c+t)arF; " +T(b)I(c+r)arFi " (@'+1)  (45)
c+tk #10,-1,-2,..., c+tk+7=#0,-1-2,...

(c —=)0(b)I(c + 7)FI " (c —1) =

[(c =) (b)I(c + 7) —bT(b)I(c + 7)]FI™ +
rwal(c)[(b+ 7)F; " (a+La.b+r,bjc+r;w,z)+
bT(b)l(c + 7)FI "™ (b'+1) (46)

c+tk #10,-1,-2,..., c+1k+7#0,—-1-2,...
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c[(b)I(c+1+7)F; " = i INa+tk)L(b'+n) ,._, N
T,7' k: C + Tk) F(b’)
cI'(b)I'(c +1+ 7)F; " (c +1) + rwal'(c + DI'(b + 7) X 0
k
F;"(a+lab+r,bic+1+7,w,2) - R,(b'+n,a+ rk;c + rk;r’;z)%
bT(b)(c+1+ 7)F; " (c+1+
bT(b)[(c +1+ 7)F; " (a,a’b,b’+Lc+Lw,z) (47) " [z°*"'Ff 7 (a,b, bW, z)] =
d n 1 1 M 1V ’
c+tk #0,-1,-2,..., c+tk+r#-1-2,... F(Zb’+n)
| Wzb‘lﬁ” (a,b,b’+n;c;w,z) (50)
[(b)l(c + 7)Fg" = 7,77>0, c+7k #0,~1,-2-3,..., Ww|<1, |zZ[<1
I'(b[(c + t)F; " (a'+ 1) —zI(c)I(b'+ 1) X
donde hemos usado nuevamente (19).
Fi"(a,a’+1Lb,b'+;c+1;wW,2z) (48)
c+tk, c+tk+7t#0,—-1-2,... b) d S [Fl”'(a,b,b’;c;w,z)] =
, r(c) & (b) I(a + k) wk
T(b)(b)T(C + 2+ 7)I(C + 2+ T)F " (c +1) = @) 2 ot k) KT
T(b)I(b)(c + 2+ 7)I(c + 2+ T)F " (c + 2) + q .
——[,Ry(b"a + tk;c + 7k;32)]
rwal(b)[(c + 2+ 7)[(c + (b + 7) x dz
Fi"(@a+la,b+r,bic+2+7,w,z)+ en virtud de (13)
T'(b)(c+ 2+ 7)['(b’'+ )[(c + Dar'z x
FI7(a,a’+1b,b'+75c+ 2+ 7;,w,2). (49) (a,b,bic;w,z)] =
c+tk+r,c+rk+ 1 #-2-3,—4,... i (b), I(b'+ n) I (@ + 7k + 7'n)
c+tk #-1-2,..., )& T(b) I'(c + 7k + 7'n)
k
w
En los resultados (44)-(49) 7,77€ R, R,(b’+n,a+ 7k +tn;c + tk + r’n;r’;z)ﬁ,
7,7'>0, Ww[<l [z[<1l
Otras relaciones de recurrencia para y de (19)
F77'(i =123) estan disponibles en [13].
d" .
. i L n[Fl” (a,b,b’;c;w,z)]=
5. Férmulas de diferenciacion dz
para las funciones de Appell I'(c) I'b’+ n) I'(a + v'n)
generalizadas Ta) I()  T(c+en)
F/"(@+tn,b,b’+n;c+1n;w,z) (51)
a) De acuerdo con (19):
7,7/>0, c+tk+71n#0,-1-2-3,..., Wwl<1]

dn

g |

F(C < I'a+ k) w
20 Tc+k) k!

zb'+n71|:""(a,b,b’;C;W:Z)] =

n

d ,
d?[zb -t UR,(bha + tk;c + 7K; r';z)]

aplicando (15) se tiene

n

(;j?[szn—lFlr,t’(a' b, b’;C;W,Z)] _

lz|<1

d 7,7’ In A p—
C) (za+b)F:L (a,b,bc;w,z) =

I(c) ib)k (a+rk)w
r@),%, I(c+rk) K!

d
(z E+ b’) JRi(bha+tk;c + 1k;152)

entonces de (14)
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d 7,7’ 1
(z d—z+ b’)Fl’ (a,b,b;c;w,z) =

S: (b) I'(a + k)
o T(c+ k)

Wk
Ri(b'+La+k;c+ rk;r’;z)ﬁ,

y de (19)

dz
bF; " (a,b,b’'+1c;w,2z) (52)
7,7'7>0, c+7k #0,-1-2-3,...; Ww|<1 lz|]<1

d ,
(z —+ b’)Fl’” (a,b,b;c;w,z) =

Aplicando un procedimiento anélogo se es-
tablecen los siguientes resultados:

n

dz"
I'(c)I(b’+tn) I'(a+n)
I'a) TI(b) T(c'+7zn)

F;7(@a+n,b,b'+7n;c’'+'n;w,z) (53)

Wwl+z| <1

[F;"(a,b,b’;c,c’;w,z)] =

7,7/7>0, ¢'+1tn #0,-1,-2,-3,..;

d )
(Z az " a)Fz” (a,b,b’c,chw,z) =
aF;"'(a+1b,b;c,ciw,z) -

)b +1)
I(b)I(c + 1)

¢’ #0,-1,-2-3,..;

FI7(@+Lb+7,bc+r,c5w,z) (54)

7,7'> 0, Wwl+z| <1

dz"
I'(c) I'(b'+ v'n) T'(a’+ n)
I'(@) TI(b) TI(c+17n)

Fi;"(a,a’+n,b,b’+7n;c+tNn;w,z) (55)

[F;"'(a,a’,b,b’;c;w,z)] =

7,77>0, c+tk+7n #0,-1-2-3,...; |w|<1]
Izl <1

dn
dz"
I'a’+n)
r'@’
7,7'7>0, c+1k #0,—-1-2,-3,...; Ww|<1 lz|]<1

[za’+n—1F§'t’(a,a’,b,b';C;W'Z)] -

z¥'F}"(a,a'+n,b,b’c;w,z) (56)

d 7,7 ’ U
(zd7+a’)F3' (a,a,b,biciw,z) =

aF;"(a,a’+1b,b;c;w,z) (57)
7,7'>0, c+1k #0,—-1-2,-3,...; Ww|<1 lz|]<1

6. Aplicacion

A continuacioén se usaran algunas de las re-
laciones de recurrencia obtenidas en la seccion 4,
a fin de desarrollar varias series finitas que invo-
lucran a las funciones de Appell generalizadas.

1) De (29) se tiene:
CF/ " - —DF; 7 (€ ) =(a +DF; " —aF; " (a +1)
luego,

CF, " —(c-DF{"(c-) _FT FT(@+))
a(@a+1) T a a+1

(58)
a=0,1.

Introduciendo el parametro j en (58) se ob-
tiene:

oFf"(a+j-1bbicw,z)
(@+j-La+j)

(c-)F "(a+j—-1bbic-Lw,z)
(a+j-D@a+j

F/"(@+j-1b,bic;w,z) F/"(@+jb,b’c;w,2)
a+j-1 a+]

(59)
a#z—j—j+1

Sumando sobre j en ambos lados de (59) se
tiene:

< F”(a+J—1,bb’cwz)
5

Sl @+i-ha+))

(c —1)F"(@a+ j—1b,b%c —xw,z)] _
(@a+j-D@+j)

i[F” (a+j-Lbbiciw,z)

j=1 a+j-1

F”(a+Jbbcwz)
a+j
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Desarrollando la serie de la derecha se ob-
tiene:

i cF/"(a+ j —1b,b cw,z)
= (@a+j-D@+j)
(c—)F/"(a+ j—Lb,bsc —Lw,z)
(a+j-DY@a+j
Y Fi(a+1)  Fir(a+1)

a a+1l a+1
Fl”'(a+2)+ N F/"(@a+n-1) F " (a+n)
a+2 a+n-1 a+n

simplificando,

i cF/ " (a+ j —1b, biciw,z)
=1 (@a+j-D@+j
(c-DF"(a+ j—Lb,bjc —Lw,z)
(@a+j-Dha+j)

iFl”'(a) - F/ " (@+n) (60)

(a+n)
c—-a#l c+7tk#10,-1-2,..;
a=#0-1-2..—1n; Wwl<1 z|l<1

Usando un procedimiento analogo se obtu-
vieron, entre otros, los siguientes resultados:

2) En virtud de (34)

rc)M(a+ ')z E F/"(@+7,b,b'+ j;c+7iw,z) =
=1

r@)r(c+ o)[F " (o'+n) - F'] (61)
b=#0, c+7k, c+tk+7#0,-1,-2,.., w/<]
lzl<1

3) De (30)

LIF T (@a+ j—1b,bcw,z)
C - —
g’l (a+j-1

F/"(@a+ j—1b,bsc+2Lw,z)
(a+j-1

F/"(@a+n,b,bsc+Lw,z)—F " (a,b,bjc+1Lw,z)

(62)
c+tk #0,-1,-2,..., a=#0,-1,-2..,—n+1
wi<1 lzl<1

4) De (30)

LIF T (@a+Lb,bie+ j;w,z
az 1 i )

=1 c+j-1 )
Fy"(a,b,bic+ j;w,2)
(c+j-1
F/" —F " (a,b,b;c+n;w,z) (63)

c+tk #0,-1,-2,..., ¢#0,-1-2..,—n+1
wi<1 zl<l

5) De acuerdo con (31)

T(c)(a+r)

()F(c+r) ZF (@a+7,b,b+ jc+r;w,z)=
Foo(b'+n)—F>" (64)

c+tk, c+tk+7t#20,-1-2,..., Wwl<1l [z|<1

De los resultados (37)-(40), (42), (44)-(46) y
(48) pueden establecerse series finitas que invo-
lucran a las funciones F}*" y F3'" [13].

7. Casos particulares

Para r = v’ =1 se obtienen resultados para
las funciones F,(w,z), i =123 como se indica
en la Tabla 1.

Tabla 1
Tipos de Formulas de Reduccion

N° de la ecuaciéon

Tipo de caso particular

Referencia

(26)-(28)

(

(29-(31), (34)-(49)

(50)-(57)
~(

Representaciones integrales

[14, p.332. Nos.(7)-(9)]

Relaciones de recurrencia
Férmulas de diferenciacion

Series finitas
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