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Abstract

This research presents a mathematical model of the classic system of beam and sphere using pneu-
matic actuator. In the work, models are developed for the plant, a pneumatic double effect cylinder and its
proportional valve. These models are obtained from the equations of Lagrange, kinematics of mecha-
nisms, the law for the ideal gas, energy equation for an open system, equation of continuity for the mass
flow rate, and equation of the nozzle. The non linear effects produced by the compressed air flow dynamics
and the friction between the piston and the cylinder walls are considered to develop the model equations.
The model is validated by means of simulation in Matlab Simulink.

Key words: Beam and sphere system, pneumatic double effect cylinder, proportional valve,
dynamic mathematical model.

Modelacion dinamica y simulacion del sistema clasico
de viga y esfera mediante accionamiento neumatico

Resumen

Esta investigacion presenta un modelo matematico dinamico del sistema clasico de viga y esfera uti-
lizando un actuador neumético. En este trabajo se desarrollan modelos tanto para la planta como para el
cilindro neumatico de doble efecto y su valvula proporcional. Estos modelos son obtenidos a partir de las
ecuaciones de Lagrange, cinematica de mecanismos, ley del gas ideal, ecuacion de energia para un siste-
ma abierto, ecuacion de continuidad para el flujo masico y ecuacion de la tobera. Para desarrollar las
ecuaciones se toman en cuenta los efectos no lineales producidos por la dindmica del flujo de aire compri-
mido y la friccion existente entre el piston y las paredes del cilindro. El modelo es validado mediante simu-
lacién en Matlab Simulink.

Palabras clave: Sistema viga y esfera, cilindro neumatico de doble efecto, valvula proporcional,
modelo matemético dinamico.

1. Introduccién

Durante muchos afos se ha utilizado el sis-
tema de viga y esfera como ejemplo de un sistema
inestable [1]. Por ejemplo, en la Universidad de
Michigan se ha estudiado su dindmica, cuando el
accionamiento empleado es un motor eléctrico

DC con acoplamiento directo [2]. Por otra parte,
la modelacioén de los sistemas con accionamiento
neumatico ha sido tema de numerosos trabajos
durante los Ultimos quince afios. Con la simplifi-
cacidon en mente, los diversos modelos propues-
tos han considerado un comportamiento lineal
[3-6]; sin embargo, en esta investigacion se ha to-
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mado en cuenta la alta no linealidad existente en
los elementos neumaticos, ocasionada por la di-
namica propia del aire comprimido y la friccion
en el interior del cilindro.

2. Sistema de viga y esfera
usando accionamiento neumatico

El sistema basico consta de una esfera colo-
cada sobre una viga, a uno de cuyos extremos se
fija un actuador, mientras el otro actiia como pi-
vote, tal como se observa en la Figura.1l. Cuando
la viga cambia su posicion en un angulo 6, debido
ala accién del actuador, la esfera rueda sin desli-
zar, estabilizandose en una posicion r, diferente
de la que tenia inicialmente.

3. Modelo matematico
de la planta

El modelo matematico de la planta esta
constituido por dos elementos: el sistema de viga
y esferay el mecanismo de deslizador y manivela.

3.1. Sistema de viga y esfera

A partir de la ecuacion de la energia cinética
de una particula y de la ecuacién de Lagrange
para dicha energia, se logra relacionar la posicién
de laesfera (r) con la posicion angular de la viga (6).
En coordenadas polares, estas ecuaciones son:

E. =%mesf [r2(6)? + (r)?] (1)
E[GEC}_E =F 2
dt| or a @)

Sustituyendo la ecuacién (1) en la ecuacion
(2) y desarrollando las derivadas respectivas, se
obtiene:
M et r— rT‘lesfr(O)2 =F . 3

En el diagrama de cuerpo libre de la esfera
(Figura 2.a), al realizar la sumatoria de fuerzas en
direcciéon de r, resulta:

k= _fre —Mesr 9 seno . (4)

Al sustituir (4) en (3) se obtiene:
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Figura 1. Sistema de viga y esfera
con accionamiento neumatico.

Mgt r _rnesfr(é)2 = _fre —Mg g Sen 0. (5)

La sumatoria de torques en la esfera (Figu-
ra 2.b), produce:

f.R = Ja. 6)

Las ecuaciones (7) y (8) proporcionan las
expresiones para la aceleracién angular («) y el
momento de inercia con respecto al centro C (J):

==. 7

a=g (7)
2

J =gmeszZ. (8)

Sustituyendo las ecuaciones (7) y (8) en la
ecuacion (4) y despejando fr,, se obtiene:

2 .
re =7rnesfr . (9)

fe =5
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Sustituyendo la ecuacién (9) en la ecuacion
(5) y simplificando, queda finalmente:

7 .
gr"+g sen @ —r(6)? =0. (10)

3.2. Mecanismo de deslizador
y manivela

El mecanismo de deslizador y manivela,
que se observa en la Figura 3.a, es el encargado
de transmitir el movimiento o desplazamiento del
cilindro neumatico a la viga. El modelo matema-
tico que se obtiene del anélisis de este mecanis-
mo permite obtener una expresion para la posi-

cién angular de la viga (6) en funcion de la posi-
cion del vastago del cilindro (y,, ).

Ubicando a los vectores del mecanismo de
deslizador y manivela (Figura 3.b) en el plano com-
plejo, y con el fin de hallar el desplazamiento y, se
escribe la ecuacion vectorial correspondiente [8]:

Le” +be¥ +ye” =0. (11)

Usando la identidad de Euler en la ecuaciéon
anterior, resulta:

y(cos¢p + j sen¢p)+ L(cos6 + j senh) —
b(cos f+ j sen ) =0. (22)

N

m_ ;g senf

(a)

Figura 2. (a) Diagrama de cuerpo libre de la esfera. (b) Sumatoria de torques aplicados a la esfera.

Figura 3. (a) Mecanismo de deslizador y manivela. (b) Vectores en el mecanismo de deslizador y manivela.
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Separando la expresion anterior en parte
real e imaginaria, con ¢ = 90, se obtienen:

L cosh =bcosj

y+ L senf =b sen . a3)

Elevando al cuadrado las expresiones ante-
riores, sumandolas, relacionando el desplaza-
miento del punto B (y) con respecto a la posicion
del piston (y,) a través de la expresion y = 0.500 -
Y, » se obtiene finalmente la siguiente ecuacion:

|p?=L%=(05-y,)?
2L(05 -y,)

0 =sen” (24)

Otra expresion que se obtiene del analisis
del mecanismo de deslizador y manivela es la
fuerza que ejerce la carga de la planta sobre el
vastago del cilindro (F_ ). Para ello se toma como
referencia la posicion del mecanismo mostrada
en la Figura 3.a y se aplica el método de fuerza
equivalente [8] en el punto A de la viga OA. Este
procedimiento se repite para el punto B de la ma-
nivela AB y relacionando 6 con respecto a 3, me-

L
diante la expresion g = cos‘l(Ecos 6) resulta:

m,; r
F = {[ 2“' + (1—L)mesf]cos(9

L
sen [cos‘l( cos 0) - 0] +

b

L L
m,,, sen [cosl(b cos Gﬂ}g sen [cosl(b cos 0)]

(15)

4. Modelo mateméatico dinamico
del cilindro neumatico
de doble efecto

4.1. Camaras del cilindro

El cilindro de doble efecto posee dos cama-
ras separadas. A continuacion, se desarrolla un
modelo matematico dinamico para cada una de
ellas, vinculando el cambio de presion con la tasa
de flujo masico y la velocidad de traslacién del
pistén. En algunos trabajos previos [9-11], al
igual que en éste, las ecuaciones se derivan bajo
las siguientes consideraciones:

El aire comprimido es un gas perfecto.

2. La presion de alimentacion se considera
constante.

3. La presion y la temperatura dentro de las
camaras son homogéneas.

4.  El proceso se considera isotérmico.

5.  Sedesprecian las energias cinética y poten-
cial.

6. Los procesos de carga y descarga son adia-
baticos.

7. No se consideran escapes de aire en las ca-
maras.

El modelo mas general para un volumen de
gas consta de tres ecuaciones [12] - [13]: la ecua-
cion de estado (ley del gas ideal), la ecuacion de la
conservacion de la masa (ley de continuidad) y la
ecuacion de la energia. Las ecuaciones se aplican
a cada camara, considerando los volimenes de
control V,; y V, (Figura 4.a). El analisis se hace
para una camara (la otra tiene una expresion
analoga).

El flujo masico se define como en [14]:

d
m =—pV. 16
ac? (16)
La ecuacién de continuidad para la tasa de
flujo masico [14] es:

Mene _msal = pV + pV (17)

La ecuacion de la energia para un sistema
abierto [14] es:

: . . - dE
Q + (Mepheny —Mgghgy) —W = E (18)

Con las siguientes expresiones:

dE .
a9t =U (Se han despreciado Ec y Ep) (19)
h =kC,T (Proceso isotérmico) (20)

Q =0¢yt —0Osy =0 (Proceso adiabatico) (21)

W =PV (Por definicion) (22)

Introduciendo las ecuaciones (19-22) en la
ecuacion (18), queda:
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Figura 4. (a) Volimenes de control para las camaras del cilindro.
(b) Diagrama de cuerpo libre del émbolo.

KC, (Mg T =M, T) =PV =U (23)

También se aplican las siguientes ecuacio-
nes [15]:

P = pRT (Ley del gas ideal) (24)
. VP +PV o
U=s—-—7-— (Energia interna) (25)
K-1
C, = P (C, del gas ideal) (26)
SR H

Introduciendo las ecuaciones (24-26) en la
ecuacion (23) y despejando P:
_ RTk kP

V; (ment _msal)+7v' (27)

B

Debido a que la transferencia de calor en el
proceso de entrada y salida es diferente, se susti-
tuye la relacion de calor especifico (k) por un coe-
ficiente de caracteristica térmica () [16] en el se-
gundo término de la ecuacion (27):

. RTk . . aP .

P =7V (mem —msa,)+7V. (28)
Si se escoge el origen del desplazamiento

del pistdén en la mitad de la carrera del vastago, el

volumen de cada camara viene dado por la si-
guiente ecuacion:

1
V, =V0i+Ai(§Lciyp). (29)

Despejando\/ en la ecuacion (22) y sustitu-
yendo W por PAjy,, queda:

W PAY,

5 S =AY, (30)

Sustituyendo las ecuaciones (29) y (30) en
la ecuacion (28) y considerando ademas que en el
proceso de carga de la camara del cilindro los flu-
jos masicos estan dados por:m,, =m,; ymg, =0,
y que en el proceso de descarga de la camara, los
flujos vienen dados por: m,,, =0y m,, =m;, se
obtienen las ecuaciones que describen el com-
portamiento de las camaras del cilindro:

RTkm, —aP,A,Y,

1 .
V,, t+ Al(* Lc + yp)

(31)

1

2

RTkm, —aP,A,Y,

2

(32)

1 .
Vg, t+ AZ(E Lc + yp)
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4.2. Embolo del cilindro

El comportamiento del émbolo del cilindro
puede ser modelado usando la segunda ley de
Newton. En la Figura 4.b se muestra su diagrama
de cuerpo libre, del cual resulta (F; es la fuerza de
friccion):

PA; —P,A, —Mg —F, —sign(y,)F; = My,. (33)

FLp =F_+m,g,
(F_es el mismo de la ecuacion (15)) (34)

Sustituyendo la ecuacion (34) en la (33) se
obtiene:

PA —P,A; —Mg —F_ —m,,g —sign(y,)F; =My,
(39)

Lafuerzade friccion presenta un comporta-
miento impredecible, originado por diversos fac-
tores, como son: la condicion de lubricacion del
aire, las condiciones de operacion vy, principal-
mente, de la velocidad. Esta fuerza de friccion ha
sido objeto de estudio por algunos investigadores
con el fin de obtener su modelo matematico dina-
mico [17]y [18]. Con estos modelos se ha desarro-
llado una descripciény representacion mas deta-
lladay precisa del comportamiento de la friccion.
Estos van desde los mas simples, pasando por
otros mas complejos como el modelo de la fuerza
de friccion de Coulomb y el modelo de friccién vis-
cosa, hasta los mas elaborados, como lo es el mo-
delo de LugGre, propuesto en [17], donde la fuer-
za de friccion puede expresarse como la sumato-
ria de una fuerza de friccion de Coulomb y otra
viscosa:

F, =F. +F,. (36)

El modelo de fuerza de friccion de Coulomb
ha sido validado en [19-21], con la validacién ex-
perimental de Kang [22]; por consiguiente, éste
es el modelo utilizado en este trabajo.

La fuerza de friccion de Coulomb (F.)vy la
fuerza de friccion viscosa (Fv) se expresan como:

Fe ={1-[sion(y,?]}Fec +sion(y,)Fee. 37

F, =9Y,. (38)

Sustituyendo las ecuaciones (37) y (38) en
la ecuacion (36), se obtiene la siguiente expre-
sion:

Fo ={1-[sion(y,)?]}Fec +sion(y, Fec +9¥,.
(39)

5. Modelo matematico dinamico
de la valvula reguladora
de caudal

En este sistema se utiliza una servovalvula
de cinco vias y tres posiciones (ver simbolo en la
Figura 5), la cual se caracteriza por ser de posi-
cionamiento continuo entre sus dos ubicaciones
extremas.

A continuacion se desarrolla un modelo del
flujo de aire que se desplaza a través de un orificio
de area variable de una valvula proporcional, en
funcion de las presiones de las camaras (P, P,) y
de la presion de alimentacion (P, ) y sin tomar en
cuenta los escapes de aire. Para este propésito se
utiliza como ecuacion basica la formula de la tobe-
ra [23], la cual expresa el flujo masico ideal isentré-
pico (para un solo orificio) de la siguiente manera:

P
rhn = Aef PuC(RiTli k)wT (Pd

u

) . (40)

CR.T. K) = 2k I:Z]k+1
R.Tyk) = RT(k+1|k+1

(C es una funcion constante) (41)

4 —

Figura 5. Servovalvula de cinco vias
y tres posiciones (5/3).
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Con respecto al area efectiva del orificio de
lavalvula, su modelacién se hace con la ayuda de
curvas obtenidas experimentalmente en el traba-
jo de Bashir [24], cuya expresion analitica es:

c D
Ay =Am[(uu_us) —1 +A,. (42)

(o]

Paralafunciony, se identifican dos formas,
cualitativamente iguales, pero cuantitativamen-
te diferentes, las cuales corresponden al proceso
de carga (y.) y descarga (y), respectivamente.
Sus expresiones analiticas se derivan de curvas
obtenidas experimentalmente [24] y son:

eV

Cargay. = {1— [E"] } : (43)
P P,V

Descarga ¢, = —-A, (Pd) + (Pd) +1. (44)

La ecuacion 40 tiene dos expresiones, de-
pendiendo del proceso que se esté realizando, ya
sea de carga de aire del cilindro (m.) o de descarga
de aire al cilindro (M), y las expresiones son:

1
. 2K 2 T (Py
mc - (i)Aef I:)u RT(k + 1) |:k + 1:| 1/’1:( Pu ) (45)

1
S 2k 2 |k+1 Py
md - (—)Aef Pu RT(k + 1) l:k + 1j| wd( =] ) (46)

u

Durante el proceso de carga, la presion de
alimentacion se considera la presion aguas arri-
ba, mientras que la presion en la camara del ci-
lindro es la presiéon aguas abajo; mientras que en
el proceso de descarga, la presién en la camaraes
lapresion aguas arribay la presion de la atmdsfe-
ra es la presién aguas abajo.

6. Simulaciones del modelo
matematico dinamico
del sistema

Con la finalidad de validar el modelo mate-
matico dinamico obtenido, se simulé el mismo en
Matlab Simulink, utilizando tensiones de entra-
da variables para la servovalvula.

En la Figura 6 se resume un primer experi-
mento de simulacion, en donde se presentan
cambios en la tension de alimentacion de la ser-
vovalvula. Como se puede observar, tanto la posi-
cion del piston como la inclinacion de la viga si-
guen los cambios en la tensién de entrada; es de-
cir, cuando en t = 1 seg, la tension de entrada au-
menta de 5V a cerca de 10V, el vastago comienza
a avanzar hacia su posicion de maxima extensién
(0.10 m), alcanzandola justo antes de t = 2 seg. A
esta extension corresponde a la maxima inclina-
cion de laviga (13°). Ent = 2 seg ocurre otro cam-
bio brusco en la tensiéon de entrada, la cual dis-
minuye a 0V, con lo que el vastago retrocede y la
viga se inclina hasta-10.56°, para un tiempo algo
menor a 4 seg.

Una vez en movimiento, la esfera necesita
tiempo para detenerse y cambiar de direccién,
debido a su inercia propia. Esto se observa en la
grafica, ya que, cuando la viga pasa por la posi-
cion de equilibrio (0°), en t = 3 seg, la esfera conti-
nua rodando en direccién ar = 0.5 m, detenién-
dose y cambiando la direccion de movimiento en
t = 3.2 seg, aproximadamente. En cuanto a las
presiones y los flujos masicos, se puede decir
que, cuando el pistéon avanza hacia su extremo,
la presion 1 aumenta y la presion 2 disminuye,
mientras que el flujo masico 1 es positivo y el flujo
masico 2 es negativo.

Cuando se aplica una tension de entrada
que va desde la tension de equilibrio (5 voltios)
hasta un valor cercano al maximo (8 voltios) y
luego se disminuye a un valor inferior al anterior,
pero mayor de 5 voltios (Figura 7), el piston avan-
za al extremo maximo y luego retrocede, suce-
diendo lo mismo con la inclinacion de la viga. La
esfera inicia su movimiento desde el reposo hasta
el extremo fijo de la viga y contintia su recorrido a
pesar de los cambios. Esto se debe a que la incli-
nacion de la viga permanece positiva durante un
largo tiempo, con lo que la esfera se saldria de la
viga.

7. Conclusiones

El modelo mateméatico dinamico del siste-
ma de viga y esfera con accionamiento neumatico
esta constituido por las ecuaciones (10), (14) y
(15) (para la planta), las ecuaciones (31-32), (35)
y (39) (para el cilindro) y las ecuaciones (42-46)
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Figura 6. Simulacion correspondiente al modelo matematico dinamico del sistema de viga y esfera
con accionamiento neumatico, para una tensién de entrada variable entre 0y 8 V.
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Figura 7. Simulacidn correspondiente al modelo matematico dinamico del sistema viga y esfera
con accionamiento neumatico para una tension de entrada variable entre 5y 8 V.
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(paralavalvula). Se pueden hacer modificaciones
al modelo presentado, mediante cambios en al-
gunas de las consideraciones asumidas, convir-
tiéndolo asi en un modelo alin méas complejo,
pero mas exacto. EI modelo desarrollado resulta
ser de una gran utilidad para el analisis y simula-
cién de otros sistemas que incluyan acciona-
mientos neumaticos, porque el mismo ha sido
obtenido tomando en cuenta la no linealidad
existente en los elementos neumaticos, prove-
niente de la dinamica del aire comprimido y la
friccion interna del cilindro. De esta manera, el
modelo puede utilizarse con sistemas automati-
cos de control que incluyan actuadores neumati-
cos, permitiendo el ensayo de técnicas de control
para sistemas no lineales.

Como validacion del modelo obtenido se si-
mulé el sistema completo de viga y esfera em-
pleando diferentes valores de tension de entrada
para la servovalvula. En los dos experimentos
realizados, los resultados fueron totalmente sa-
tisfactorios con respecto al comportamiento es-
perado.

8. Lista de términos

J, R, mg; : Momento de inercia para una
esfera maciza, radio y masa de la
esfera.

r, g: Posicion de la esfera y aceleracion
de gravedad, respectivamente.

q, L: Angulo de inclinacién de la viga 'y

longitud de la viga,
respectivamente.

d: Angulo que forma un extremo del
brazo de palanca con la horizontal.

Ec, fre : Energia cinética de la particula y
fuerza de roce entre la esfera y la
viga.

r,r: Velocidad y aceleracion de la
esfera

6,0 =a Velocidad y aceleracion angular de
la viga (OA)

b: Angulo formado entre la manivela
y la horizontal

y, b: Desplazamiento del punto B y

longitud de la manivela,
respectivamente.

FL, my;,
M5

m, r, V:

ment ’ msal :

V,F,Q:

h! henti hsaI:
E,W:
k, C,:

T, P,
Oent:Osal-

U,R:

P,a:

M. ¥
Yo :Yp> D:
Fe o Fip it

mvavdva:
FC1 FsCi FdC

Fy,j:

Py Pg:

Aeﬁ Pcrit:

Fuerza de carga en el punto B,
masa de la viga (OA) y de la
manivela (AB).

Flujo masico, densidad y volumen.

Flujo masico de entrada y de
salida de la cAmara del cilindro.

Derivada con respecto al tiempo
del volumen, de la densidad y del
calor.

Entalpia, entalpia de entrada y de
salida de la camara.

Energia total en la camara y tasa
de cambio del trabajo realizado.
Relacion de calor especifico y calor
especifico a volumen constante.

Temperatura, presion, calor que
entra y calor que sale de la
camara.

Cambio de la energia interna y
constante del gas ideal.

Derivada de la presion y
coeficiente de caracteristica
térmica.

Volumen de la camara i y volumen
muerto de la camara i.

Area efectiva de la camara iy
carrera maxima del vastago.

Sumatoria de todas las fuerzas
aplicada al émbolo en el eje y.

Masa, desplazamiento, velocidad,
aceleracion y diametro del émbolo.

Fuerza de friccién, fuerza de carga
sobre el pistén y namero de la
camara del cilindro (1,2).

Masa y diametro del vastago.

Fuerza de friccién de Coulomb,
estatica de Coulomb y dinamica de
Coulomb.

Fuerza de friccién viscosa y
coeficiente de friccion viscosa.

Presién absoluta aguas arriba del
orificio y aguas abajo del orificio,
respectivamente.

Area efectiva del flujo del orificio y
relacion de presion critica (P =
0.528 = b).
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k, Y Constante isentrdpica, funcion 7.
factor de flujo de aire.
T Temperatura absoluta aguas
arriba. 8.
A, C, D, e, Constantes.
g Ao
u: Voltaje de mando de la valvula
proporcional. 9.
Us. Voltajes de la valvula proporcional
correspondiente a A, = 0.
Uo: Voltajes de la zona muerta de la

valvula proporcional.
10.
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