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Abstract

The steady state u of the Fokker-Planck Equation associated to a vector field X on a compact, ori-

Jau
entable and without boundary Riemannian manifold M fulfils the boundary condition e@ —(X-qu =0

in an arbitrary domain Q if X is a gradient vector field. In some non-gradient cases we give domains Q in

which u even fulfils that condition.
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Una ecuacion de Fokker-Planck con una condiciéon
de frontera

Resumen

La solucidn estacionaria u de la Ecuacion de Fokker-Planck relativa a un campo de vectores X, en
una variedad de Riemann, compacta, orientable y sin borde M, satisface la condicién de frontera

ou

— —(X n)u =0enundominio arbitrario Q si X es un campo gradiente. En el caso de algunos campos no

P
an

gradientes, determinamos dominios 2 para los cuales, la solucidon u satisface todavia la condicion de fron-

tera citada.
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1. Introduccién

Consideraremos un campo X definido sobre
una variedad de Riemann M, compacta, orienta-
ble, sin borde y usando el operador de Laplace-
Beltrami y el de la divergencia sobre la variedad,
definiremos la ecuacion de Fokker-Planck sobre
M. A partir de condiciones sobre la descomposi-
cion de Hodge de X obtenemos relaciones entre la
solucién estacionaria global [1] de la ecuacion de
Fokker-Planck:

d
a—l: = eAu —div(uX) 1)

y las soluciones del problema con condicion de
frontera:

eAu —div(uX) =0 en Q.

ea,fu—(X-n)u =0 en o (2)
on
donde Q es un dominio de M cuya frontera es 02y
n es la normal adQ. En el teorema 3, para el caso
de un campo X en el toro T, probamos que cuan-
do la solucion estacionaria del problema (1) re-
suelve el problema (2), entonces X es un gradien-
te. En la seccién 2, nosotros describimos el ope-
rador de Fokker-Planck en una variedad com-
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pacta y damos algunos ejemplos de calculo espe-
cifico. En la seccion 3, hacemos algunas observa-
ciones necesarias sobre la descomposicion de
Hodge de un campo X. Finalmente en la sec-
cién 4, estudiamos casos no gradientes en los
cuales la solucion global satisface la condicion de
frontera para un cierto dominio Q y proporciona-
mos algunos ejemplos.

2. El operador de Fokker-Planck

En lo que sigue M serd una variedad de Rie-
mann orientable, compacta y sin borde. En estas
circunstancias M posee en el espacio tangente,
un producto escalar

T (M)X T (M)—/8—R
(a,b)———>a-b 3)

que depende diferenciablemente del punto x. De
este modo, si f es una funcién diferenciable en M
y X es un campo, la funcién df(X) que da en cada
punto x la derivada de f en la direccion X(x), esta
bien determinada y el gradiente Vf, de f en M,
gqueda definido por el inico campo que verifica:

(VE)(X) - X(x) =df (X )(x), X € M. (4)

La eleccion de un sistema (X4, ..., X, ) de co-

ordenadas, en un abierto U de M, permite definir
J .
campos de vectores V(x;) = Pl i=12,...,n. En-
i
tonces un campo X de clase C* se puede expresar
como:

X() = X0 (x),  x €U (5)

donde los X; tienen la misma clase de diferencia-
bilidad de X. Por otra parte, las formas diferen-
ciales (dx; ) permiten expresar, en U, cualquier
forma diferencial de grado 1 como:

o = Y wdx; (6)

y dado que (dx,, ...,dx,) constituyen un sistema
de generadores para el algebra exterior de formas
diferenciales, entonces:

o = Y oydxy
H

donde

dxy =dx; A AdX; ,  (ig,...,0k) = H.
En particular, en U, se considera
w, =dx; A... Adx,

forma de grado n, que tiene la propiedad de que
cualquier otra forma de grado n es un multiplo de
ella. Asi:

w = fdx; A...Adx, enq.

Si X es un campo de vectores, entonces

@ = 2 (= 1'd(X;)Adx; A... Adx;_ Adx;,q A Adx,

e

es una forma de grado n que permite definir:
o =div(X)w, enU.

Esta posibilidad de definir la div(X) para
cualquier campo de clase C”, no depende de la
eleccion del abierto U.

Ahora podemos definir un operador asocia-
do al campo X de clase C*:

Ly :C*(M) = C*(M)

Ly (u) =div(eVu —uX) = ¢Au —div(uX) (7)
donde
A(u) = div(Vu) (8)

es el operador de Laplace-Beltrami. La ecuacién
diferencial

(;—l: = e¢Au —div(uX) (9)

es la ecuacion de Fokker-Planck, para la conve-
xion Xy el coeficiente de difusién ¢.

Ejemplos

1. Sea M un abierto de R"y parax € M con-
sideremos el producto escalar de R" identificado
con T,(M). Consideremos un campo de vectores

n

X = Y X;&, entonces la ecuacion de Fokker-
i=1

Planck correspondiente es:
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u
Jat

n 22 n
=e[26”2)—26(uxi> (10)

i=10X; i=10%;

2. Si M =T"es el toro n-dimensional de pe-
riodo 1 con la estructura riemanniana usual; en-
tonces, cuando se representan las funciones de
T" como funciones de R", periddicas en todas las
variables, la ecuacion de Fokker-Planck toma la
forma anterior (10).

3. En la esfera n-dimensional S" de radio 1
podemos considerar funciones de clase C* como
restricciones de funciones de clase C* en R™*. A
condicién de que el campo X sea tangente a todas
las esferas vecinas de S", la ecuacion de Fokker-
Planck que corresponde a la estructura de Rie-
mann inducida por lade R™?, es la siguiente [2]:

au nl 0% 0% ndl o gu
—=e| DA-x7)—5 23 XX - i
ot i1 X i<j 9X;0X i1 0X;
n+1 9
->—(uX;) (11)
i=19X;

3. Descomposicion de Hodge
de un campo de vectores

Sea f una funcién de clase C® tal que
J,, T =0. Entonces la ecuacion de Poisson:

Au = f(x)

tiene una solucién Gnica salvo una constante.
Consecuentemente, si X es un campo de vectores
C”en M,

J(divX) =0
y X se puede expresar de manera Unica como:
X =Vf +W (12)

donde f verifica Af =divX y puesto que M tiene
borde vacio, entonces W es un campo de diver-
gencia nula.

Ejemplos

1. Sea X = (sen (27(x + y)),cos(Sny)), con-
siderado como campo en el toro T2. Entonces

divX = 2ncos(2n(x + y)) —3nsen (3wy) 13)

y por lo tanto, Af =divX implica:

27 1 3
f = ) Ecos(Zn(x +y))+ (3;)2 sen (3wy) ,
(14)
con lo cual

vf = (%sen (27(x +y)), %sen (27(x +y)) + cos(3ny))

(15)
1 1
W = (Esen(Zn(x + y)),—Esen (2n(x + y))) (16)

y asi:
X =Vf+W. a7
2. Consideremos

X = X(O,Z,—y) + y(y,—x,O) = (y2, XZ — Xy,—Xy)
(18)

como un campo tangente a la esfera S?. Entonces
div(X) = —x (19)

y usando (11), se tiene:
f==x (20)
y siguiendo [2]:

vf =(x2+y2+22)(%,0,0)—%(x,y,2) (21)

(L2, L 1 )
—(Z(y +2z9), 2xy, 2xz

1 1 1
y? —=z2% xz —Exy,—xy+§xz). (22)

W[y

1
2
4. Soluciones globales

que verifican una condicion
de frontera

Teorema 1

Sea X un campo gradiente en M. Entonces la
solucién estacionaria de (1) es también solucion de
(2) para cualquier dominio .
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Prueba: En efecto si X =Vf entonces

f
u= exp(%) y la condicién de frontera en (2)

implica:
f
oS- 0 =expl )T -

=uvf -p —(X-q)u =0

Observacion: Si la descomposicion de Ho-
dge: X = Vf + W, estal queW =0, las soluciones
globales no estan, en general, obligadas a satisfa-
cer una tal condicién de frontera, no obstante es
posible exhibir ejemplos en dicha direccién.

Teorema 2

Si X es un campo Fokker-Planck Integrable,
es decir, la descomposicion de Hodge X = Vf + W
verifica Vf (x) - W(x) = 0, para todo punto x de M,
si © es una region y si 9Q estd incluida en una
union de superficies de nivel de f, entonces la solu-
cion estacionaria de (1) es también solucion de (2).

Prueba: En efecto (ver [1], [3]), la solucién

. . f
estacionaria de (1) toma la forma u = exp - Y,

por lo tanto, se puede escribir:

e——(X-nu =£(@u)-17—((V(f)+W)-17)u =
o e

=) (¥

ya que 5 es un multiplo de V(f)en los puntos de
la frontera.

) 1) )u -W -5 =0

Teorema 3

Sea X un campo del toro T* y sea Q@ # T2. Si
la solucion estacionaria de (1) es también solucion
de (2), entonces X es un campo gradiente.

Prueba: Para toda regién Q tal que Q@ = T1,
el campo puede ser considerado como un campo

(f )+ Wx)
en Ry por el Teorema 1,u =ex
una solucién de (2). De otra parte si Ia solucién
f(x)—f(x+z)-Wz
(x) ( - ) (ver [4])

global v = [texp

verifica (2), entonces existe un punto x, € T* tal
que ev(Xg) =(f’(xo)+W)v(x0). pero esta rela-

cién implica W=0.

Ejemplos

1. Consideremos la funcién
f(Xx,y) = sen(4nx)sen (4xy) definida sobre el toro
T2 de periodo 1y la regién Q determinada por

1 < X< 31 <y< § La frontera de esta region

4 4’ 4 4

esta contenida en conjuntos de nivel de f. Cual-

quiera sea la funcion diferenciable o( f ), si deno-

tamos (Vf)L = (—af, af), entonces el campo
ay ’ ax

X = Vf + of f)(Vf)L es Fokker-Planck Integrable

f
y u =exp|— | es una solucion de (1) que cumple
&

las condiciones de frontera en (2).

2. En la esfera S? de radio 1, consideremos
la funcion f(x,y,z) =(z —b)g(x,y,z) y la region
Q determinada por 0 < b < z <1 La frontera de
esta region esta contenida en conjuntos de nivel
de f. Entonces, cualquiera que sea la funcion di-
ferenciable o f ), elcampo X = Vf + o f )(Vf)Les

f
Fokker-Planck Integrable en S* y u = exp(;) es

una solucion de (1) que cumple las condiciones
de frontera en (2).
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