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Abstract

This work shows the development of a method to analyze the robustness of a controller based on the
establishment of stability regions. Based on computer simulations a data set is obtained for a wide range
of modeling parameter variations. On each case, controller parameters are adjusted up to reach the stabil-
ity limit. The resulting data is used to obtain boundary equations that establish the stability regions. The
proposed method was used to study a sliding mode controller robustness based on a first order plus dead-
time model of the process (POMTM). This model represents most of the overdamped processes such as
chemical processes.
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Metodologia para el establecimiento de regiones
de estabilidad para desempeio de controladores.
Caso de estudio: Controladores por modo
deslizante

Resumen

Este trabajo presenta el desarrollo de un método para el analisis de robustez de un controlador ba-
sado en el establecimiento de regiones de estabilidad. Un conjunto de datos es obtenido mediante simula-
ciones, para un amplio rango de variacion en los parametros de un modelo. En cada caso, los parametros
del controlador son ajustados hasta alcanzar el limite de estabilidad. Los datos resultantes son usados
para obtener las ecuaciones limite que establecen las regiones de estabilidad. El método propuesto fue
usado para estudiar la robustez de un controlador por modo deslizante basado en un modelo del proceso
de primer orden mas tiempo muerto (POMTM). Este modelo representa la mayoria de los procesos con res-
puesta de tipo sobreamortiguada, tales como los procesos quimicos.
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1. Introduccioén portancia de desarrollar controladores robustos,
) L asi como conocer la tolerancia de estos ante la es-
El comportamiento dinamico de los proce- timacion de los parametros del modelo.

sos es afectado significativamente por errores de
modelado, cometidos en la estimacién del orden
del modelo 6 en la determinacién correcta de los
parametros, al no tomar en cuenta no linealida-
des y/o errores de medicién. Esto sugiere, la im-

Este articulo presenta a partir del control
por modo deslizante, desarrollado por Camachoy
Smith [1], una propuesta para determinar regio-
nes de estabilidad, mediante las cuales se pueda
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determinar el error de modelado tolerable por
este controlador, cuando los procesos han sido
aproximados por modelos de primer orden mas
tiempo muerto. Aunque, el método propuesto es
explicado sobre este caso de estudio, su aplica-
cion es directamente extensible a otros controla-
dores usando también otros modelos del proceso.

Este articulo presenta en forma organiza-
da, el controlador analizado (Seccién 2), las pre-
misas mediante las cuales se realiz6 el estudio
(Seccion 3), el desarrollo del analisis de robustez
(Seccion 4), el analisis de los datos recolectados y
determinaciéon de las regiones de inestabilidad
(Seccion 5). Posteriormente, se muestra una apli-
cacion practica de las ecuaciones, para un siste-
ma representable mediante un modelo de primer
orden mas tiempo muerto (Seccién 6). Finalmen-
te, se presentan las conclusiones (Seccion 7).

2. Control por Modo Deslizante
Basado en un Modelo POMTM

Esta seccion presenta en forma general al
controlador por modo deslizante, para aplicacio-
nes de control en procesos quimicos auto-regula-
bles [1]. La ley de control del mismo puede ser re-
presentada por las ecuaciones siguientes:

R e

> ®

con:

X(t)
dt

S(t) = signo(K)[—OI + Ae(t) + /lotfe(t)dt} (2)
0

donde U(t), ley de control, esta compuesta por un
primer término continuo obtenido mediante el
método de control equivalente [2] y un segundo
término que garantiza la alcanzabilidad de la
superficie de deslizamiento S(t) [3, 4], con mini-
mo “chattering” [5]. La ecuacién (2) considera el
signo de la ganancia estatica del proceso, sig-
no(K), sélo para elegir la correcta accion del con-
trolador (directa o inversa), y por esta razén
nunca conmuta.

Para este controlador las ecuaciones de sin-
tonizacion son las siguientes [1]:

— Para el control y la superficie de desliza-
miento.

4y =" [ [tiempoy™ 3)
2
Ao < % [=] [tiempo] 2 (4)

— Para la alcanzabilidad y disminucion del

“chattering”.
051 0,76
0 = m = sC] )
d =0,68+0,12(|K|Kp4,) [=] [ST/tiempo] 6)

donde SC es la salida del controlador y ST es la
salida del transmisor respectivamente. Las ecua-
ciones (5) y (6) son usadas cuando las sefiales del
transmisor y controlador estan en fracciones (0 a
1). Cuando estas sefiales estan en porcentajes
del rango (0 a 100%), los valores de y debe ser
multiplicados por 100.

3. Premisas del Estudio
Realizado

El estudio se realiz6 de manera generaliza-
da para procesos representables mediante un
modelo POMTM, ecuacioén (7). Por tanto, este mé-
todo es valido para cualquier proceso no lineal de
orden superior que pueda ser representado por
un modelo POMTM.

X(s) Ke™®
U(s) rs+1

(7)

Los parametros objeto de estudio corres-
ponden a los obtenidos a partir de la técnica de
identificacion “Método de la Curva de Reaccién”
[1]: A. Ganancia estatica del proceso (K), B. Cons-
tante de tiempo del proceso (r), C. Tiempo de re-
tardo o Tiempo muerto (t, ).

En este estudio los errores de modelado
fueron expresados en porcentaje para cada varia-
ble involucrada en el proceso. Ejemplo: A. un pa-
rametro sin errores de modelado corresponde al
100% del valor nominal, B. un parametro con un
error de modelado del -30% (error de estimaciéon
por defecto), corresponde al 70% del valor nomi-
nal. C. un pardmetro con un error de modelado
del +30% (error de estimacion por exceso), co-
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rresponde al 130% del valor nominal. Estos erro-
res se pueden producir por varias causas, como
son: por la exactitud de la instrumentacién utili-
zada, por despreciar las dinamicas de orden su-
perior no consideradas en el modelo usado para
el disefio del controlador, por efecto de envejeci-
miento de los elementos de la planta que cambien
los parametros nominales de la misma, etc.

Aunque en la industria, normalmente los
errores en la estimacion de parametros no son
considerablemente grandes (menores de +30%
del valor nominal), a fin de garantizar robustez,
este estudio comprende errores en un rango de
hasta £70%.

Otra caracteristica fundamental de los pro-
cesos, tomada en cuenta en este estudio, es lare-
lacion de controlabilidad (r), la cual es entendida,
como la relacidn existente entre el tiempo muerto
t,, y la constante de tiempo 7, ecuacion (8), la cual
es factor determinante para la seleccion de la es-
tructura del controlador a utilizar.

r=— (8)

Se conoce que el control por modo deslizante
en estudio presenta un mejor desempefio que las
técnicas tradicionales de control [1], cuando la ra-
z6n de controlabilidad se encuentra entre 1 y 3.

4. Analisis de Robustez

Con el fin de analizar la robustez, se us6 el
siguiente procedimiento (en Matlab®-Simulink®):

1. Se implementdé un modelo general de pri-
mer orden mas tiempo muerto de parame-
tros K, 7, to, para simular el proceso real.

2.  Se implemento el controlador SMCr en es-
tudio, considerando como variables: (Kw)
Ganancia estéatica estimada del proceso,
(zm) Constante de tiempo estimada del pro-
ceso, (tom) Tiempo muerto estimado del pro-
ceso y los parametros de sintonizacion (o,
A1, Kp, 8) a partir de los valores nominales
del modelo del proceso (Ku, v Y tom).

3.  Se elabor6 un programa que realiza las si-
guientes funciones:

3.1. Genera todas las combinaciones posi-
bles de los valores estimados de los para-

metros caracteristicos, implicando los posi-
bles errores de modelado.

Ky €{0.3,04,--,1,11,1.2, - 1.6, 1.7p*K
(Errores entre —70% a +70%)

7y {0.3,04, ,1,1.1,1.2, - 1.6, 1.7}«
(Errores entre —-70% a +70%)

tom {0.3,0.4, .- ,1,1.1,1.2, -t 1.6, 1.7Pt,
(Errores entre —-70% a +70%)

3.2. Aplica la combinacién de errores de
modelado a procesos cuya constante de
tiempo dominante oscila entre 0.25y 12, 7
€{0.25,0.5,0.75,1, 2, -+ 10, 11, 12} uni-
dades de tiempo. Para cada valor de calcula
el valor de t,, tal que cumpla con el conjunto
predeterminado de razones de controlabili-
dad {2, 2.5, 3, 3.5, 4}, generando asi el con-
junto de combinaciones de modelos a estu-
diar; lo cual abarca una gran diversidad de
procesos que pueden presentarse en apli-
caciones industriales. En otras palabras, se
fija el valor de los parametros del proceso
controlado y se varian los parametros del
controlador, para determinar cuanto es la
maxima desviacion que se puede tolerar
manteniendo el sistema (controlador-pro-
ceso) estable, en funcion de los errores de
modelado.

3.3. Determina si el resultado de una simu-
lacién se comporta de una manera estable o
no. El desempefio del sistema es probado en
cada simulacion mediante una perturba-
cién aditiva tipo escalon de amplitud 20% de
lavariable controlada. El criterio utilizado es
determinar si la respuesta del sistema con-
tiene oscilaciones crecientes, en este caso se
considera inestable, cuantificandolo me-
diante los maximos absolutos en el periodo
estudiado. En caso contrario, al obtener os-
cilaciones decrecientes el sistema es consi-
derado estable. El criterio utilizado para este
fin se expresa en la Figura 1.

3.4. Agrupa el conjunto de resultados de
cada modelo y lo expresa de forma grafica:
La Figura 2 muestra el nimero de simula-
ciones con comportamientos inestables,
es decir simulaciones inestables nume-
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Figura 1. Comportamiento de un sistema: (a) Estable, (b) Inestable.

ro, en el eje de las abscisas y en el eje de las
ordenadas se representa el error de estima-
cion cometido para cada simulacion, en
cada uno de los tres parametros del mode-
lo. Se decididé presentar las simulaciones
con comportamientos inestables, dado a
que su numero es menor que las simulacio-
nes con comportamientos estables. ex re-
presenta variaciones en la ganancia estati-
ca estimada Ku. e; representa variaciones
en la constante de tiempo 7. e representa
variaciones en el tiempo muerto tom. Todas
estas variaciones van desde 30% hasta
170% del valor nominal, lo cual implica que
para la sintonizacion del controlador se
realizaron simulaciones desde 0.3 hasta un
méaximo de 1.7 veces el valor nominal del
parametro en cuestién.

La manera de interpretar estos datos se re-
sume en el siguiente ejemplo:

Se quiere saber si para el proceso cuyos pa-
rametros nominalesson K=-1,7=3yt,=9, las
cuales aparecen en la grafica como K, Ty To. El
sistema en lazo cerrado es inestable cuando se
han cometido errores de modelado de -50% en K,
-30% en 7y +30% en t, (Figura 2). Es conveniente
destacar que este ejemplo representa un caso
desfavorable para el sistema controlado por el
SMCr, dado que el nUmero de simulaciones ines-
table es mayor cuando se tienen simultaneamen-
te errores de estimacion por defecto en Ky ry por
exceso en t,.

Para ubicar este caso en la grafica, primero
se debe expresar los errores de estimacion en

porcentajes del valor nominal, es decir: -50% co-
rresponde a 50%K, -30% corresponde a 70%r y
+30% corresponde a 130%t,. Luego, se procede a
buscar estos valores alineados de manera verti-
cal sobre la figura y si esta marcado (*), se dice
que el comportamiento del sistema es inestable,
de lo contrario es estable. Es decir se ubica pri-
mero el error en ganancia estética, e, = 50, luego
sobre todo el rango de simulaciones en que coin-
cide este valor se ubica el error en constante de
tiempo, e, = 70, finalmente para todos los pares
coincidentes se revisa el grafico del error en tiem-
po muerto y si se encuentran puntos para los
cuales e, = 130, se considera que para este caso
el sistema se hace inestable. Para este ejemplo, se
identifica una simulacién con un comportamien-
to inestable, por lo que se encuentran puntos con
estas tres coordenadas (Figura 3).

5. Analisis de Datos

En esta seccion, se relacionan los datos re-
colectados con el objetivo de generar un conjunto
de ecuaciones, que generalicen los casos posibles
que se encuentre dentro de los limites de estabili-
dad en estudio. Esto permite lograr el analisis de
robustez del SMCr mediante el uso de funciones
que se evalian en puntos especificos de opera-
cion para obtener asi resultados concretos, y no
mediante el analisis de grafico, cuya manipula-
cién trae como consecuencia un trabajo arduo,
dado que no es facil agrupar todas las variables
involucradas dentro de una misma figura, y en
caso de que se desarrollen dichas graficas seria
necesario realizar una grafica para cada proceso.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 26, No. 3, 2003



Regiones de estabilidad para controladores por modo deslizante

177

Paramelros del prsceso K= -1 T=35 To= B
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Figura 2. Resultados para un modelo con K=-1,7 =3, to = 9.

Paramatros dal proceso K=-1T=3Te=9
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Figura 3. Metodologia para la interpretacion de los datos recopilados.
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Figura 4. Ajuste de curva &, sobre los valores maximos de e,.

Estas funciones se obtuvieron mediante el
siguiente procedimiento:

Primero se obtuvo un rango preliminar de
error en la constante de tiempo e, en funcién del
error de estimacion en la ganancia estaticae,y la
razon de controlabilidad r. Para esto, dado que to-
das las gréficas tienen una tendencia similar, se
logré relacionar el decremento que presenta el
error de estimacion en la constante de tiempo a
medida que incrementa el error de la ganancia
estatica mediante una funcién exponencial de-
creciente (€,), como se muestraen laFigura 4. Los
coeficientes de esta funcion, ecuacion (9), estan
determinados por e, y r. Es de hacer notar, que
esta funcién establece un limite superior, cota,
dentro de la cual no se garantiza por completo la
estabilidad del sistema.

& = A(re B 9)

Este resultado fue refinado utilizando téc-
nicas de interpolacién con funciones exponen-
ciales, ademas de funciones polinomiales de se-
gundo orden. La ecuacidn (10) muestra las expre-

siones obtenidas para los coeficientes A(r) y B(r,
e,), respectivamente:

A(r) = 0.5005r + 0.1906
B(r,ey) = (-0.0673r2 + 0.3381r + 0.3075)

100 —ey
( 100 ) (10)

Debido a la necesidad de definir alin més la
region de inestabilidad, de manera grafica se es-
tablecen curvas mas cercanas a los limites de las
regiones en estudio, con el fin de encontrar rela-
ciones entre las variables involucradas (Figu-
ra b).

Para acotar estas regiones inestables del
sistema controlado, se procede a determinar de
manera matematica una funcién que represente
cada unade las trayectorias de la nueva curva de
ajuste, como se procedid a ajustar la primera cur-
va. El comportamiento de cada una de estas tra-
yectorias tiende a semejarse en muchos de los ca-
sos estudiados, tendencia que se toma en cuenta
para determinar la trayectoria, asi como también
asociar la funcion anteriormente encontrada con
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Figura 5. Delimitacion de la regién inestable a partir de las curvas de ajuste.

el inicio de la nueva funcién de ajuste. Esta cur-
vatura es sustituida por una recta donde su pen-
diente varia a medida que cambia la razén de
controlabilidad del proceso. Para minimizar el
error entre la trayectoria de la inestabilidad y la
recta, se utilizé una funcion de costos, encon-
trandose asi una funcién, ecuacion (11), que re-
presenta dicha trayectoria.

€.(é,,r,e,0) =[100 - (100 - & - (0.1629r° —
0.8071r + 1.4583) -

(70 — e))] (11)

6. Aplicacion Practica

Se tiene un proceso industrial, cuya dina-
mica puede ser representada por un modelo de
primer orden mas tiempo muerto con los siguien-
tes parametros: (K=-2 ST/SC, t,=8.3s,7=2.1s),
parametros que deben ser conocidos claramente
para poder establecer una referencia cuando se
evalUa al controlador, en la cuantificacién de su
robustez. Ademas, se conoce que en la obtencién
de estos parametros se pueden cometer errores

para la ganancia estatica y el tiempo muerto de
10% y 20%, respectivamente. Esclarecer bajo
gque condiciones de error en la constante de tiem-
po el sistema controlado por el SMCr tendra un
comportamiento estable.

Aplicando la ecuacion (9), con los coeficien-
tes dados en la ecuacion (10), se obtiene €, €, =
1.2463). Seguidamente, se procede a determinar
€,, mediante la ecuacioén (11):

€,(1.2463,3.95,20) = [100 — 100 - 1.2463 -

(0.1629 - 3.95%2-0.8071 -
3395 + 1.4583) - (70 - 20)]
12
€,(12463,3,95,20) =1593 (13)
Analizando el valor de €, = 15.93%, se ten-
dra una region estable si se cometen errores de
estimacion en la constante de tiempo menores al
+15.93%, tomando en consideracion que se esti-

man errores en la ganancia estatica de 10%, y del
20% en el tiempo muerto.
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Figura 6. Respuesta del sistema controlado ante errores de modelado
(a) Sistema inestable, (b) Sistema estable.

Analizando un poco mas el valor resultante
de, es de hacer notar que dado a la no-linealidad
de las regiones de estabilidad, el error en la esti-
macién de la constante de tiempo puede ser co-
metido en un rango mayor si el sentido del error
de los parametros restantes no es el mas desfavo-
rable. Este resultado es comprobado mediante
una simulacién, donde se incluyen errores de
modelado cercanos al limite calculado. En la Fi-
gura 6(a) se puede observar, como al aplicar un
error de 20% por defecto en la constante de tiem-
po, el sistema en lazo cerrado presenta un com-
portamiento inestable. Esto es consistente con
los calculos, dado que el error de estimacién con-
siderado es mayor que el valor maximo permitido
(15.93%). De manera contraria, en la Figura 6(b)
se logra observar, como al aplicar un error de
10% por defecto en la constante de tiempo, el sis-
temaen lazo cerrado presenta un comportamien-
to estable. Esto demuestra la confiabilidad del re-
sultado arrojado por la funciéne,, para discrimi-
nar ante errores cometidos en la constante de
tiempo.

7. Conclusiones

El procedimiento propuesto permitié iden-
tificar patrones de comportamiento mediante los
cuales se pudieron crear relaciones para la deter-
minacién de las regiones de estabilidad. Estas
mostraron ser de gran utilidad y de facil manejo

Los errores de estimacién de laganancia in-
fluyen directamente sobre la estabilidad del pro-

ceso. Para errores de estimacion por exceso, el
controlador responde lentamente y por ende el
sistema controlado tiende a ser menos agresivoy
estable. En el caso contrario, para errores por de-
fecto, el controlador aumenta su agresividad y
tiende a ser inestable.

Los errores en la constante de tiempo y/o el
tiempo muerto, influyen en el desempefio del
controlador, este desempefio se ve mayormente
afectado cuando se comete una estimacién por
defecto en la constante de tiempo y al mismo
tiempo una estimacién por exceso en tiempo
muerto. Lo cual demuestra que se pierde robus-
tez a medida que se produce un aumento de lara-
z6n de controlabilidad.

Se comprobd que hasta un 15% de error de
modelado en cada una de las variables, se garan-
tiza la estabilidad del sistema, sin embargo,
cuando los errores de modelado cometidos en la
ganancia estatica oscilan entre un 15% y 25% no
es posible garantizar la estabilidad. Esta conclu-
sion no es extensible a los parametros restantes,
constante de tiempo y tiempo muerto.
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