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Abstract

The structural response to three seismic translational components that can form any angle with the
directions of structural axes is investigated in this paper. The systems are elastic and the seismic motion
is described in terms of a response spectrum for each component, which have identical shapes but differ-
ent intensities. The GCQC3 method for combining responses to multicomponent seismic motion is pro-
posed, which is a generalization of the well-known CQC3 method that restricts a principal seismic compo-
nent along the vertical direction. The proposed method allows studying the variability of the response with
the direction of the three principal seismic components.

Key words: Seismic components, inclination, CQC3, response spectrum analysis, seismic
response.

Generalizacion del criterio CQC3 para incluir tres
componentes sismicas en cualquier direccion

Resumen

En este articulo se estudia la respuesta estructural ante tres componentes sismicas traslacionales
que puedan incidir con cualquier angulo con respecto a las direcciones de referencia de la estructura. Se
supone conducta elastica de las estructuras y la accién del sismo se especifica mediante espectros de res-
puesta de cada componente, proporcionales entre si. Se propone el método GCQC3 para combinar las res-
puestas ante varias componentes sismicas, el cual es una generalizacion del conocido método CQC3 que
considera que una componente sismica principal debe mantenerse segiin la direccion vertical. El método
propuesto permite estudiar la variabilidad de la respuesta con la direccion de las tres componentes sismi-
cas principales.

Palabras clave: Componentes sismicas, inclinacion, CQC3, analisis espectral, respuesta sismica.

Introduccion ciones principales es casi horizontal y esta dirigi-

da hacia el epicentro, la segunda es también casi

La excitacién sismica en un punto dado horizontal y perpendicular a la primera y la tlti-

ocurre como traslacion y rotacion generalizadas
en el espacio. Podemos descomponer cada una
de ellas segun tres ejes ortogonales cualesquiera
y en general las componentes estaran correlacio-
nadas entre si. Un estudio ya clasico [1], encontro
que existen tres direcciones, llamadas principa-
les, casi constantes durante la fase fuerte del sis-
mo, segun las cuales las componentes traslacio-
nales no estan correlacionadas. Una de las direc-

ma es cercana al eje vertical. Sin embargo, algu-
nos estudios hallan cierta correlacién entre la
componente vertical y las ¢ omponentedorizon-
tales 2], lo cual equivale a que la direccion princi-
pal no sea exactamente vertical, sino que esta
algo desviada al respecto. La desviacion puede
ser significativa en algunos casos. Por ejemplo,
los registros de la estacion 095 del sismo de Kern
County, 1952, citados en Hadjian [2] y procesa-
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dos de acuerdo con la National Geophysical Data
Center [3] conducen a una inclinacién promedio
de unos 17° para una componente principal.
Algunos trabajos [4], también conducen a pensar
en la posibilidad de que una topografia irregular
afecte la inclinacion de las ondas incidentes.

Recientemente se ha impulsado el analisis
conjunto de las llamnadas componentes horizon-
tales [5], pero solo excepcionalmente se exige la
adicion de la llamada componente vertical, mien-
tras que la influencia de las componentes rota-
cionales se analiza separadamente. Sin embargo,
sismos recientes como los de Northridge (1994) y
Kobe (1995) sugieren la necesidad de incorporar
las tres componentes traslacionales de la excita-
cién sismica actuando simultaneamente. Puede
estimarse, en general, que el grado de influencia
de la componente quasi-vertical en el valor total
de una cierta respuesta, en comparacion con la
influencia de las componentes quasi-horizonta-
les, depende del sistema estructural, de la res-
puesta en estudio y de la cercania o no del epicen-
tro, que condiciona el contenido de frecuencias y
la intensidad de dicha componente. En edificios
aporticados la fuerza axial en las columnas pue-
de ser sensible a la misma, mientras que otras
solicitaciones lo son menos.

Hasta ahora se han presentado en la litera-
tura técnica herramientas que permiten una es-
timacién relativamente sencilla de la respuesta
elastica a dos componentes horizontales que
pueden incidir con cualquier angulo con respecto
a los ejes principales de la estructura, mas una
componente de direccion vertical fija, segun el
método denominado Complete Quadratic Combi-
nation extended to 3 Components (CQC3), [6-9].
Este trabajo se sita en la perspectiva de ampliar
este procedimiento de analisis de respuesta para
cubrir la posibilidad de que las tres componentes
sismicas principales actien segun direcciones
arbitrarias en el espacio y disponer asi de una he-
rramienta de analisis. Quedan pendientes poste-
riores verificaciones con analisis temporales y
acelerogramas reales.

Combinacién de respuestas
a varias componentes sismicas

Sea un sistema estructural con mmodos de
vibracion. Estudiamos una respuesta r que pue-

da expresarse estaticamente como combinacion
lineal de los desplazamientos generalizados del
sistema estructural: desplazamiento, fuerza, mo-
mento o esfuerzo (segiin una determinada direc-
cion), en un elemento estructural. Definimos la
respuesta cuadratica a la componente sismica k
de direccion arbitraria, r,?, como el cuadrado de la
respuesta probable (llamada a veces “maxima” o
“pico”) que cumpla con cierta probabilidad de ex-
cedencia prefijada. En todo el desarrollo que si-
gue partimos de las respuestas modales (“maxi-
mas") que deben establecerse con la misma pro-
babilidad de excedencia porque el sismo se idea-
liza como un proceso estocastico gaussiano,
como es practica usual.

En esta seccion repasamos en primer lugar
la respuesta estructural a la accion de una
componente sismica y luego a varias componen-
tes sismicas actuando simultdneamente, para
las cuales supondremos dos casos, uno con co-
rrelacion nula entre las componentes y otro con
correlacion total entre ellas. Las expresiones ob-
tenidas nos serviran de base para deducir formu-
laciones ante la accion de tres componentes sis-
micas traslacionales, no-correlacionadas, en
funcion de su direccion.

Caso de una componente sismica

En caso de que la estructura esté sometida
a la accion de una tinica componente sismica k
actuando en cualquier direccion disponemos de
la formulacién denominada Combinacién Cua-
dratica Completa, Complete Quadratic Combi-
nation (CQC), [10]. Las mrespuestas modales ry;
(i = 1, m) ante una componente sismica k estan
correlacionadas entre si mediante el coeficiente
de correlacion modal Py [10]. Su valor, depende
del cociente de las frecuencias modales iy j, acer-
candose a 1 para frecuencias cercanas entre siy
a 0 para frecuencias alejadas entre si. Formulas
para calcularlo se encuentran en [10], en textos
[11]y enlas normas; en general: 0 <py<1,p = 1.
Tenemos:

rk2 = ;;pgﬁqrxy (1)

donde debe destacarse que las respuestas moda-
les r; se toman con el signo que les corresponda.
Los valores de p; garantizan que el resultado de la
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doble sumatoria es > 0. La formulacion CQC debe
utilizarse siempre que existan modos con fre-
cuencias cercanas entre si, y asi lo especifican las
normas.

Caso de varias componentes sismicas
no correlacionadas

Si acttan simultaneamente n componentes
sismicas que no estan correlacionadas entre si,
(p. €j.: cuando las componentes sismicas actian
segun las direcciones principales del sismo) po-
demos estimar la respuesta cuadratica conjunta
* simplemente sumando las respuestas cuadra-
ticas correspondientes a cada componente sismi-
ca k (k= 1, n). Se deriva de la suposicion de que
estamos ante procesos estocasticos gaussianos
independientes [11]. Suele llamarse la regla de la
raiz cuadrada de la suma de los cuadrados,
square-root-of-sum-of-squares (SRSS). Asi pues,
usando (1):

2

-t 2
re=,nl=

(2)

rM:
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)
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Caso de varias componentes sismicas
totalmente correlacionadas

Cuando actian simultaneamente n compo-
nentes sismicas, las cuales puedan suponerse
que estan totalmente correlacionadas, el proble-
ma equivale al de un solo sismo que se presenta
descompuesto en esas n componentes. Es el
caso, por ejemplo en que se quiera calcular la res-
puesta a una componente sismica actuando en
una direccién inclinada del espacio lo cual equi-
vale al problema de calcular la respuesta a la ac-
cion de sus tres componentes ortogonales, que
por tanto tienen correlacion total entre ellas.
Para cada modo i la respuesta modal total es la
suma algebraica de las n respuestas modales a
cada componente sismica:

=20 (i=1,m) (3)

H‘M:

luego combinamos las diferentes respuestas mo-
dales totales mediante el criterio CQC (1) para
obtener la respuesta cuadratica global:

m m m m n n n nmm
o> TUE IS I S
t

4

Si ahora definimos la correlacion de res-
puestas a las componentes sismicas k & [ total-
mente correlacionadas como:

Ty =T = §§pgrur i (5)

podemos expresar la respuesta cuadratica glo-
bal, reemplazando (5) en (4):

Pi=

wM:

"; T (6)

Obsérvese que la respuesta cuadratica a
una sola componente sismica r,f (1), es un caso
particular de la correlacion de respuestas (5):

= Pyl =N (7)

HME
L‘MS

Utilizando (7) la expresion (6) puede escri-
birse también como:

23

rzzirk2+i2
3 i

=k

; (8)

E‘I

Es importante diferenciar entre la correla-
cién de las respuestas (r,,) y la correlacion de las
componentes sismicas. Aunque estas taltimas es-
tén totalmente correlacionadas, la correlacion de
las respuestas puede ser pequena o incluso nula.
En el caso de 3 componentes sismicas u, v& wto-
talmente correlacionadas, la expresion (8) queda
como:
r=r, +r, +r, +2r +2r +2r. (9)

uu v

Respuesta a Tres Componentes
Sismicas en Cualquier Direccién

Pasemos ahora a estudiar una determina-
da respuesta a la accién de un sismo con tres
componentes ortogonales principales que pue-
dan tomar cualquier direccién en el espacio, las
cuales denominaremos U, U, y Uj (Figura 1a).
Nuestro objetivo, por motivos de su convenien-
cia en la practica profesional, sera el de expre-
sarla en términos de las respuestas parciales
calculadas segun las direcciones de referencia
de la estructura que llamamos X, Y y Z (Figu-
ra la).
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Figura 1. Direcciones principales de la estructura y de las componentes sismicas espaciales
no correlacionadas; a) caso general; b) caso con una componente principal en direccion vertical.

Como simplificacion, suponemos que en
cada direccion principal la accioén sismica se pue-
de representar mediante un espectro proporcio-
nal al espectro de una accion sismica patron,
siendo v,, v, ¥ 15 las respectivas intensidades es-
pectrales respecto a dicho espectro patrén.

Los resultados obtenidos son validos inde-
pendientemente de que se impongan o no limita-
ciones a la direccién o intensidad de alguna com-
ponente sismica. Sin embargo, veremos que el ya
conocido problema de la respuesta a 3 compo-
nentes sismicas con la imposicién de una compo-
nente vertical (Figura 1b), es un caso particular
relativamente mas sencillo.

Combinacién cuadratica completa
generalizada con 3 componentes
(GCQC3)

En primer lugar consideremos la accion sis-
mica dada por el espectro patrén actuando alter-
nativamente segiin cada direccion de referencia
(%, y, 2) de 1a estructura (Figura 2). Obtenemos las
respuestas cuadraticas para cada direccion de
aplicacion, ..y, . Tz, , ¥ 1as respectivas correla-
ciones, ry, . 1.,y I, dadas por:

a) Sismo X

b) Sismo Y

Figura 2. llustracién de r,, r,, r,como respuestas ante la componente patrén de espectro A.
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m
PyTalys Ty =Ty 221: Pyl

<Pz

PyTalys 11)

donde r;, r; ¥ I, son los valores de las respues-
tas parciales en el modo i ante el espectro patrén
aplicado separadamente en las direcciones (x, y,
z), respectivamente (Figura 2).

Veamos ahora que la respuesta a cada com-
ponente sismica principal obrando en cualquier
direccion puede calcularse a partir estos parame-
tros de respuesta referencial. Luego, podemos
obtener la respuesta cuadratica global a las 3
componentes principales actuando simultanea-
mente, las cuales por definicion no estan correla-
cionadas entre si. Sean u; = (u;,, u;,. u,)"
Uy = (Upy s Uy s Un, )"y Ug = (Ugy. Uy . Ug, ) loS vec-
tores directores unitarios segin las direcciones
principales del sismo. La accion segun cada una
de las componentes principales equivale a la ac-
tuacién de tres sub-componentes ortogonales se-
gun X, Yy Z, totalmente correlacionadas pero de
intensidades diferentes. La accion segin wu
equivale a y, ., veces la accién sismica patron
segun el eje X, mas vy, veces la accion sismica
patron segun el eje Y, junto con y, 1, veces la ac-
cion sismica patrén segun el eje Z. Multiplicando
estas intensidades por las respuestas (a espectro
patron) de las formulas (10) y (11) y sustituyendo
los resultados en la expresion (9), asignando u, v
y w a cada sub-componente, obtenemos:

e = VRlUaT + WaT, + UST, + 20 U r +

2y, + 20 u ) k= 1,2, 3] (12)

Y dado que las tres componentes segun U; y
U, y Uz no estan correlacionadas entre si,
podemos aplicar (2) para obtener la respuesta
cuadratica global bajo la accién conjunta de di-
chas componentes, es decir: r> =r> + r2 + 7, re-
sultando:

r? =r lyful +yaug, + yius )+
ra v, + vauld + yaul 1+

Talyius + yaus, + yiul,)+

2, (i, + you, 4 YU, U )+

2r,, (Yiu l, + Y3, M, + ViU, Uy, )+

2rn(ylzulzu1x = yzuﬂzuﬂx i yzuaxuﬁx) (13)

A la expresion (13) podemos denominarla
Combinacién Cuadritica Completa Generali-
zada con 3 Componentes (GCQC3 por sus si-
glas en inglés), pues representa una generaliza-
cion de la CQC3 [7, 9]; la GCQC3 considera las
tres componentes actuando en cualquier direc-
cion espacial mientras que la CQC3 considera
una componente fija en la direccién vertical. Esto
ultimo corresponde a tomar el tercer vector direc-
tor fijo como 1z = (0, 0, % por tanto, los otros dos
vectores son horizontales: u; = (u,, u,. 0)",
Uy = (uy,, Upy s 0)‘, los cuales pueden variar de di-
reccién, pero manteniéndose en el plano horizon-
tal. En ese caso no necesitamos suponer que el
espectro vertical sea proporcional al espectro pa-
trén, sino simplemente que la respuesta vertical
es r, bajo su espectro. Entonces con esos tres
vectores directores la expresion (13) se reduce a:

r =yl + YRl + viud )+

o ylu , + yau, u, )+ 1k (14)

Para comprobar que la expresion (14) es
equivalente a la formula conocida de la CQC3 (7,
9], consideremos los vectores u,; y u, situados en
el plano horizontal (Figura 1b) formando un an-
gulo 6 con los ejes de referencia X y Y. Entonces
u; = (cos, send, 0)', u, = (-send, cosh, 0)'y susti-
tuyéndolos en (14) queda como expresion para la
respuesta cuadratica global con sismo vertical:

r? =r_ [y} cos® 0 + y2sen®0)+
rvy(;vfsen’Q + y2cos® 0)+
ol -vylsen20 417, (15)

la cual es idéntica a la formula CQCS3 presentada
en las referencias antedichas cuando y; = 1.

La Ec. (15) describe la variacién de la res-
puesta cuadratica con la orientacion (0) de las
componentes horizontales del sismo. En las Ref.
[9]y [12] se presenta una formula explicita que da
el valor de las respuestas criticas, maxima y mi-
nima, para el conjunto de valores del angulo 0.
Analogamente, en relacion con la GCQC3 (13), en
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Hernandezy Lopez [13] se demuestra que las res-
puestas criticas ante tres componentes sismicas
pueden ser obtenidas a partir de los autovalores
de la matriz de respuesta R que se define mas
adelante,

Ejemplo ilustrativo

A continuacién ilustramos las expresiones
obtenidas con un caso sencillo pero de caracte-
risticas reales. Sea una plataforma cuadrada de
un piso formada por una losa apoyada en cuatro
vigas que a su vez apoyan en cuatro columnas
(Figura 3). El material de los elementos estructu-
rales es concreto armado con f, = 27.5 MPa. La
distancia entre columnas es de 6 metros y su al-
tura 4 metros. El espesor de la losa es 0.15m, la
seccion de las vigas 0.40 m X 0.65 m y las colum-
nas son de 0.60 m x 0.60 m. La plataforma se di-
sena para soportar equipos con una carga distri-
buida de 4.9 l«:N/m2 en el area de la losa y una
carga concentrada de 106 kN en el centro de la
misma.

Consideramos la estructura sometida a un
sismo con tres componentes que pueden obrar
segun cualquier direccion en el espacio. La com-
ponente U tiene un espectro de diseno elastico
en términos de pseudoaceleracion (Figura 4) defi-
nido para la aceleracion, velocidad y desplaza-
mientos picos del terreno iguales a 0.5 g,
61 cm/segy 45.7 cm respectivamente, percentile
de 84.1% y coeficiente de amortignamiento de
5%. Las componentes sismicas U, y U tienen es-
pectros iguales a 0.65y 0.50 veces el espectro an-
terior, respectivamente, valores justificados en
estadisticas de espectros [14, 15]. Entonces y; =1,
Yo =0.65y y3 = 0.5.

El sistema estructural se model6 en forma
simplificada mediante el programa de computa-
cion SAP90 [16], tomando 9 nodos desplazables
de una malla de 2 X 2 metros en la losa, para un
total de 27 grados de libertad, con elementos fini-
tos planos para la losa y elementos lineales para
las vigas y columnas. La respuesta r a estudiar
consiste en la fuerza axial de la columna inferior
izquierda (Figura 3). En la Tabla 1 se exponen los
periodos propios que resultan significativos para
los movimientos traslacionales del terreno (X, Y,
Z) con sus respectivas masas participativas y las
fuerzas axiales ry. en cada modo i en respuesta a

‘ Unidades: metroa

Figura 3. Planta de plataforma de un piso.

Alg
1.5

1.0 -

0.5 -

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
(seg)

Figura 4. Espectro elastico de
pseudoaceleraciones.

cada componente sismica k (X, Y, Z) bajo el es-
pectro de la Figura 4.

Con los valores modales, aplicando las Ecs.
(10) y (11) calculamos las respuestas referencia-
les ante una componente sismica y las correla-
ciones entre esas respuestas;

r,=105.8 kN, r,=105.8 kN, r,=87.1kN;

Mg = Ty = 7908 KN%; 1, = 7589 kKN?, (16)

yz T2z

Obtengamos ahora las respuestas a la com-
ponente sismica patrén, segun las diferentes
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Tabla 1
Valores modales

Modo (i) T, Masas participativas (%) Respuestas a la componente sismica
(seg) patron segin X, Yy Z (kN)
Dir. X Dir. Y Dir. Z Ty T, Ty
1 0.176 92.2 0 0] 105.6 0 0
2 0.176 0 92.2 0] 0 105.6 0
3 0.174 0 0 34.5 0 0 75.6
6 0.073 7.8 0 0 6.2 0 0
7 0.073 0 7.8 0 0 6.2 0
11 0.045 0 0 34.1 0 0 34.8
19 0.0102 0 0 2.0 0 0 1.6
23 0.0098 0 0 29.4 0 0 239
kN
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Figura 5. Respuesta segnn direccion {6, ¢} de aplicacién de una componente sismica.

direcciones del espacio, mediante el vector unita-
rio u,;, expresado mediante dos angulos (Figu-
ra la): 6 = angulo entre el eje X y su proyeccion en
el plano XY; ¢ = angulo entre el vector u, y el pla-
no XY:
u = (cos 0 cos p;sen B cos p; sen ¢7). (17)
Por simetria podemos limitarnos a analizar
la variacién ¢ ¢ [0°, 90°] junto con 6 £ [0°, 360°].
Sustituyendo (17) y (16) en (12) obtenemos la
fuerza axial en funcién de 8 y ¢, la cual se presen-
ta en la Figura 5, para incrementos discretos de
15° en el valor de ¢. El caso ¢ = 0° corresponde a
las componentes horizontales, siendo 6 = 45° la
que conduce a la mayor respuesta r= 149.62 kN

entre ellas. Del conjunto de casos de u, inclina-
dos en el espacio, la mayor respuesta graficada
estd en ¢ =30°y 0 =45° con el valor r=168.44 kN,
un 12.6% mayor que la maxima a componente
horizontal.

Consideremos ahora la acciéon de 3 compo-
nentes sismicas ortogonales simultaneas. La po-
sicion de los vectores directores unitarios en el
espacio puede expresarse mediante los 3 angulos
{0. ¢, v} indicados en la Figura la, siendo y = an-
gulo entre el vector u, y el eje vertical. El vector u,
se indicé en (17) y los otros vectores son:

u, =(-sen 0 sec ¢ cosy —Acos @ sen ¢;cos 0 sec ¢

cos iy — Asen 6 sen ¢;+ A cos @), (18)
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Figura 6. Respuesta segun direccién {6, ¢, y} de aplicacion de tres componentes sismicas,
cony,=1,v,=0.65yy,=0.5.

u, =(—cosftanpcosy + Asen f/;—sen ftan ¢
cos y — Acos §;cos ), donde (19)
A =xcosy.tan®y —tan® ¢ (20)

En la expresion (20) se observa el requisito
de que debe serjtan y| = fran ¢| .

Por simetrias basta con analizar los rangos
0 ¢ [0°, 360°], ¢ € [0°, 90°] y vy ¢ [0° 90°]. Sus-
tituyendo (17), (19), (20) y (21) en (14) obtenemos
las respuestas mediante la GCQC3 en funcién de
los tres angulos. En la Figura 6 se presentan las
mismas incrementando ¢ y y en tramos discretos
de 15° y 30°, respectivamente. La Figura 6a,
¢ =y =0°, corresponde a la situacion de la tercera
componente sismica vertical, o sea, es el casodela

CQC3. Para €l la respuesta maxima es r= 155.83
kN cuando 6 = 45°. Cuando las tres componentes
sismicas varian en todo el espacio (Figura 6b a
6d) la maxima respuesta es r= 170.44 kN cuando
v=90° ¢=30°y 0 =45°y la minima r=88.19 kN
cuando y = 60°, ¢ = 0° y 6 = 135°. La respuesta
maxima es poco mayor que la obtenida con una
sola componente sismica inclinada. Notese que,
para la respuesta maxima, la componente menos
intensa (3) queda horizontal, segun la direccion
en que la respuesta a una componente es nula

(Figura 5).

Expresiones matriciales de las
respuestas y sus correlaciones
Definimos R como matriz de respuestasa la

componente sismica patrén actuando alter-
nadamente segun los ejes X, Yy Z:
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(21)

Sea cualquier vector unitario en el espacio
us=(uy, u, w)’, a lo largo del cual actia una
componente sismica de intensidad espectral vy,
respecto a la patrén. Por analogia con (12):

e =yiulr, +ujr, +ulr, + 2uur, +
2uu,r, + 2u,u,r, )=y u'Ru. (22)

Sea otro vector unitario v = (v, , Uy uz]t se-
gun el cual actia una accién sismica de intensi-
dad v, respecto a la patrén, totalmente correla-
cionada con la de la direccion u. La correlacion
r,, vViene a ser:

m m XYUZXYZ m m
Tw =T = ;szgfmfuj =YuVo ; ;”kvxtzd?pyrmry
=7.7,u'Ru. (23)

Veamos ahora como se abrevian las expre-
siones de la respuesta cuadratica global a 3
componentes sismicas principales. La expresion
(12) viene a ser mediante (22) y (23):

2 =yt Ry, , {k=1,2, 3. (24)

Y, por tanto, la formula (13) se puede escri-
bir simplemente como: :

r =

M

yiul Ry, . (GCQC3) (25)

k

Conclusiones

Se ha desarrollado una férmula explicita
para el calculo de la respuesta estructural ante
las tres componentes principales del sismo, las
cuales puedan tener cualquier orientacion con
respecto a las direcciones de referencia de la es-
tructura. Esta formula, llamada GCQC3, consti-
tuye una extension del conocido criterio de la
Combinacion Cuadratica Completa con 3 Com-
ponentes (CQC3), y permite la incorporacion de
la posibilidad de que las componentes sismicas
principales no estén situadas exactamente en el
plano horizontal y el eje vertical, sino que sean
quasi-horizontales y quasi-vertical.

Se presenté un ejemplo de la influencia de
la desviaciéon de una componente sismica princi-
pal respecto a la vertical en la respuesta de una
estructura algo sensible a la misma.

Se desarrollaron expresiones matriciales
compactas de las respuestas a una y a tres com-
ponentes sismicas actuando en cualquier direc-
cion.
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