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Abstract

The aim of this work is to develop a method for trajectory generation of nonlinear control systems
with the property of differential flatness. This property allows to reduce the problem of generating dynami-
cally constrained trajectories in the state space, into the simpler problem of constructing curves con-
strained to satisfy some determined boundary conditions in the flat output space, The general problem
have been restricted to the case of systems that can be transformed into a linear controllable system, via
state feedback, as these systems enjoy a differential flatness property of O order and may be suitably han-
dled by using well known algorithms.
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Generacion de trayectorias en sistemas
diferencialmente planos

Resumen

El objeto de este trabajo es desarrollar un método para generar trayectorias en sistemas de control
no lineales que tengan la propiedad de planitud diferencial. Esta propiedad permite trasladar el problema
de generar trayectorias sujetas a las dindmicas definidas en el espacio de estados, al problema mas simple
de construir curvas en el espacio de salidas planas, constrenidas tan sélo a satisfacer determinadas con-
diciones de borde. Se ha restringido el estudio al caso de los sistemas linealizables por realimentacion es-
tatica, ya que éstos poseen la ventaja de exhibir planitud diferencial de orden 0, y se dispone ademas, de
criterios algoritmicos para su manejo.

Palabras clave: Planitud diferencial, generacion de trayectorias, linealizacion exacta por
realimentacion, sistemas de control no lineales.

Introduccién neal con un sistema lineal, especialmente vincu-
lado a las denominaciones linealizaciones por
Los sistemas de control que gozan de la pro- realimentacién estatica y dinamica, Sin embar-

piedad de planitud, llamados también sistemas

go, muy pronto, basandose en la estrecha rela-
diferencialmente planos, fueron introducidos por

cién con el problema de planeamiento de trayec-
M.Flies y sus colaboradores en el contexto del al- torias, algunos autores lograron desarrollar

gebra diferencial [1]. Posteriormente, los mismos aplicaciones interesante a los sistemas mecani-
autores desarrollaron un enfoque en términos de cos [3, 4].
transformaciones de Lie-Backlund y distribucio-

nes de Cartan [2], (lo que se conoce como “prolon- La planitud diferencial de un sistema no li-

gaciones infinitas”), neal involucra la existencia de un conjunto de sa-
lidas diferencialmente independientes, en nume-

En principio, el concepto surgi6 asociado al ro igual a la dimensién del espacio de entradas,
problema de la equivalencia de un sistema no li- de tal suerte que todas las variables del sistema
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(estados y entradas) pueden expresarse como
funciones de estas salidas y de un numero finito
de su derivada. Estas relacién es invertible, de
modo que, a su vez, las salidas planas pueden ex-
presarse como funciones del estado, las entra-
das, y un namero finitos de sus derivadas.

En este escenario, problema tipicos de con-
trol, tales como estabilizacion asintética hacia un
punto de equilibrio, transicion entre dos puntos
estacionarios, seguimiento de trayectorias, y
otros, se trasladan al espacio de salidas planas,
donde, por no estar estas salidas sujetas a dina-
mica alguna, son teéricamente mas faciles de re-
solver, Estas soluciones se proyectan finalmente
desde el espacio de salidas hacia el espacio de es-
tados y de entradas, a fin de obtener la solucién,
en las variables originales, del problema de con-
trol planteado.

El objetivo del presente trabajo consiste en
desarrollar un método para generar trayectorias
que conecten dos puntos estacionarios de un sis-
tema diferencialmente plano, restringido al caso
de la clase sistemas linealizables por realimenta-
cion estatica. Una justificaciéon para esta limita-
cién es que para estos sistemas se dispone de cri-
terios algoritmicos para su manejo, y, adicional-
mente, constituyen el caso mas simple de plani-
tud diferencial, razén por la cual su estudio se fa-
cilita considerablemente.

Planitud Diferencial

Considérese el sistema no lineal:

X = flx)+ glxu
= flo+ gg,.(x)u,.
z = h{x) (1)

donde x € R*,u = [uv...um] e ", fig.i=1,....m,

son campos vectoriales de clase C* definidos en
un abierto U C R", y h: U > HR* es una funcion de
clase C”.

Supéngase que el sistema (1) posee la pro-
piedad de planitud diferencial (o, en términos si-
milares, que es diferencialmente plano). En este
caso la propiedad que distingue a (1) (Fliess [1]) es
la existencia de un conjunto diferencialmente in-

dependiente (esto es, sin dinamica) de salidas
y= [y,. ym]T. igual en namero a la dimension
del espacio de entradas, y funciones A, B, C de

clase C” tales que:

y=Axut..u?) x=Blyuy.. 4"

u =0y, i... v (2)

cona < ® <o

Notas

() Decir que las salidas y, ..., y,, (es decir, las
salidas planas) son diferencialmente inde-
pendientes, significa que no satisfacen
ecuacion diferencial alguna.

(ii) No se establece la unicidad de las salidas
planas, lo cual conduce a una gran libertad
en su escogencia, aunque hay situaciones
donde conviene elegirlas de modo que ten-
gan un significado fisico asociado al proble-
ma.

(iii) No se dispone de un criterio algoritmico ge-
neral para determinar la planitud diferen-
cial de un sistema dado; sin embargo, la
clase de sistemas diferencialmente plano es
bastante amplia [(4-6].

Interpretacion Geométrica

Una interpretacion geométrica del concepto
de planitud diferencial, adecuada al objetivo de
generar trayectorias para los sistemas es la si-
guiente: las funciones A, By C, de las relaciones
(2), constituyen un difeomofismo local entre el
espacio de estados y de entradas por un lado, y el
espacio de salidas planas por otro. En este difeo-
morfismo se establece una correspondencia en-
tre curvas (x(t). u(t)) que constituyen trayectorias
del sistema y curvas arbitrarias y(t) en el espacio
de menor dimension de las salidas planas (Figu-
ra 1).

Las condiciones iniciales establecidas para
las trayectorias (x{t). u[t]) conducen a condicio-
nes de bordes que deben ser satisfechas por las
curvas y(t). En el espacio de salidas planas el pro-
blema de encontrar estas curvas y(t) es teorica-
mente facil de resolver, por lo que, una vez para-
metrizadas estas y(t) de alguna manera, bastara
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01 0———-0 0
|X1 0 0 1====0 0
ESPACIO DE 00 0——-0 0

) ESTADOS Y A=l 1 g b= ()
ENTRADAS 8 O D=—==]i i
0 0 0----0 1

I

y SALIDAS PLANAS

Figura 1. Correspondencia entre trayectorias y
curvas arbitrarias.

proyectarlas hacia el espacio de estados y de en-
tradas para obtener las trayectorias (x(t). u(t))

deseadas.

Planitud Diferencial de Sistemas
Linealizables por Realimentacion
Estatica

Considerese el sistema (1) conm=L k=1
es decir:

x = f(x)+ glxju

z = h(x) (3)

El sistema (3) se dice linealizable por reali-
mentacion estatica alrededor el punto x, si enun
entorno U de x, existen:

(1) una transformacion de coordenadas de
Ry = P(x),
(i) wuna realimentacion estatica u =a(x)+

Blxy, donde v € R™ es una nueva variable
de entrada,

de tal forma que en las nuevas coodernadas
y = ®(x), el sistema que le corresponde en lazo
cerrado es lineal y controlable. Mas precisamen-
te, el sistema aludido es de la forma:

y=Ay+bv

con

y rango [b Ab A%b... A'b) = n.

Una nocion esirechamente ligada al con-
cepto de linalizacion es la de grado relativo. Espe-
cificamente, un entero ¢ es el grado relativo del
sistema (3) si en un entorno de x,

o =inf{k / LI (h) = O} (5)

donde L[( ) Lg( ), denotan las derivadas de Lie con
respecto a los campos vectoriales f, g, respectiva-
mente.

La condicion de tener grado relativo igual a
la dimension del espacio de estados para el siste-
ma (3) es necesaria y suficiente para que el siste-
ma sea linealizable por realimentacion estatica
[7]. Esta condicién no provee, sin embargo, un
criterio algoritmico, mientras que si lo hace el
teorema siguiente, cuya demostracion puede ver-
se en Marino y Tomei [8].

Teorema 1

El sistema (3) es linealizable por realimen-
tacién estatica si y sélo si se satisfacen las dos
condiciones siguientes:

0  1a matriz [g(x)ad,g(x) ..ad; *g(x)ad} g(x)]

posee rango n en un entorno de x,,

(i) 1adistribucién D = span{g ad,g,... ad]’.“zg}

en involutiva en un entorno de x,, donde

ad,g es el corchete de Lie [f.gl. y adjg =

[f.ad;7gl.

Comentarios sobre la demostracién: La
demostracion del teorema anterior, es construc-
tiva, por lo que permite determinar un sistema de
coordenadas y = ®(x), con:

y = (Y Yoo ) = (400, LA, .. L74(0)

= ®(x) (6)
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donde A(x) es una funcién definida en un entorno
de x, que satisfacen el siguiente sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales:

(< di.g > < di,ad,g>,..< di,ad;%g >) =0

< di.adg>#0 (7)

donde <dA.ad&}g> denota la derivada en la direc-

cion del campo vectorial adfg de la funcién A. De

tal manea que, en la construccion del sistema de
coordenadas @, las dificultades se reducen al cal-
culo de A(x). ®

La siguiente proposicion establece la cone-
xion entre planitud diferencial y linealizacion es-
tatica.

Proposicioén 1

Si el sistema (3) es linealizable por reali-
mentacion estatica en x,, entonces es diferencial-
mente plano en un entorno de x,.

Demostracién: Sea A(x) la funciéon que en

las demostracion del teorema 1 satisface las
ecuaciones (7). De acuerdo al mismo teorema, la
transformacion:

y = Ax)
Y, = 4 = LAlx)
Uy =Y, = § = Lilx) (8)

= G = o = L)

define una trasformacién de coordenada de R, y
por lo tanto es un difeomofismo alrededor de x,.
Esto significa que es posible invertir localmente
las relaciones (8) para obtener x, x,, ..., X, como
funciones de y,y.....4"". Adicionalmente,
puesto que el sistema (3), con salida y = A(x), po-
see grado relativo igual a nen x,,

Y™ = LA+ LI Axu ©)

con LQL’}“A(x) # 0 en un entorno de x,.

En consecuencia, las relaciones (8) y su in-
versa constituyen las funciones Ay Bde las rela-
ciones (2), mientras que, despejando u de (9), se
obtiene la funcién C de las relaciones (2). Por lo
tanto, el sistema (3) es diferencialmente plano
con salida plana y = i(x). ®

Observaciones:

() En un sistema linealizable por realimenta-
cion estatica se requieren (n —1) derivadas
de la salida plana y, para obtener las varia-
bles de estado, y n derivadas de y, para ex-
presar las variables de control u.

(il Lanounicidad de las soluciones de la ecua-
ciones en derivadas parciales (7) implica la
no unicidad de las salidas planas, y

(iii) La planitud diferencial de un sistema linea-
lizable por realimentacion estatica es de or-
den 0, en el sentido que la funciéon

y = Alx,u,u,..., u')

de las relaciones (2) sélo depende de x, y no de-
pende de uy sus derivadas. Asi que se trata del
caso mas simple de planitud. B

Transicion entre dos Puntos
Criticos de un Sistema

Considérese nuevamente el sistema (3), el
cual se supone linealizable por realimentacién
estatica, y denoétese y = A(x)a la salida plana es-
tablecida en la demostracion del teorema 2.

Sean p,gq puntos criticos del sistema (3),
esto es:

f(p)+glpu =0

fl@)+glghu =0

y supongase que se desea transferir el sistema
desde phasta gen un lapso de tiempo prefijado T.
Es decir, el objetivo planteado es determinar una
trayectoria del sistema ( x(t), u(t)) tal que:

(x0).u0) = p, (MT).uT) =q (10)

Expresando las relaciones (8) y (9) en fun-
cion de ¢, se tiene:

i) = A(x(t))
i) = LA(x(t)

¥ = £ 4t)
y'(t) = BA(x(t) + L, L A(xdt)u

(11)

Rev. Téc. Ing, Univ. Zulia. Vol. 24, No. 2, 2001



Generacion de trayectorias

103

Usando (10) para calcular las expresiones
de la izquierda de (13) ent =0y t = T, resulta:

y(0) = Up) y(T) = Alg)

~L.'g(O) =0 yr)=0

Ey(0)=o Sy(T):o (13}
y"0) =0 Yy NT)=0

y"(0)=0 y(T)=0

donde la anulacion de todos los renglones es de-
bida a que todas las derivadas contienen el factor
nulo x{t)ent = 0 o t = T, en todos sus términos.

La transicion planteada entre py g puede
alcanzarse construyendo una curva parametri-
zada arbitraria t » y(t)con t € [0, T] sin mas res-
tricciones que las condiciones (12). Una via para
lograrlo es recurriendo a los llamados polinomios
spline. En este caso se requiere una funcion y(t)
que satisfaga

O, parat= 0
y(t) = {polinomio en t, para 0<t <1 (13)
1, parat=1

y tal que:
y(0) =(0) =...=y™(0) =0 (14)
P(T)=y(T)=..=y"(T)=0 (15)

Sea p(t) el polinomio de la definicién (13),
entonces las condiciones (14) implican que p(t)es
de la forma:

plt) = at™ + a,t"*+.. +aq t"** (16)

mientras que para poder plantear un sistema li-
neal cuadrado debemos elegir:

pit) = at™ + at"*+.. +a,  t*". (17)

Derivando p(t) n veces y exigiendo que
p) =1, p(l) =..= p"'(1) = O, se obtiene el sistema
lineal:

a +ta,t. . ta,,, =1
(n+Dag+......... +2n +1ja,,, =0

nn+lag+......... +2n(2n +la,,, =0

12.3...n(n + Ya+...+n + 2)(n + 3)...2n(2n +1)a,,, =0
(18)

La independencia lineal de los polinomios
plt), plt),..., p"(t)implica la existencia de una so-
lucién Gnicaq, a,, ..., q,,, . Con lo cual se comple-
ta la definicion de y(t).

Finalmente puede definirse la parametriza-
cion:

ylt) = A(p)+ (Alg) - Mp))y(%) (19)

y un calculo directo permite dilucidar que y{t) asi
definida satisface las condiciones (12) requeridas.

Ejemplo

Considérese el sistema con 3 estados y un
control

X =X, — XU
X, =-x,tu (20)
Xy =X, — X+ 2x,(u — x,)

Un féacil calculo muestra que la funcion:
1 2
y=1(x1.x2,x3)=xl+§x2 (21)

satisface las ecuaciones (7) y por la proposicion 1
es una salida plana en un entorno del origen.

Las correspondientes relaciones (11) son en
este caso:

1 2
?=n+5%
y=x,-x (22)
y=x,—x

Y =—x, + 1+ x,u—x,

Ya se sabe que las relaciones (22) constitu-
yen un difeomofismo, cuya inversa, facilmente
puede verse, viene dada por:

x =—1+§+ 1+ 2(y+Y)
X ==1+1+2(y+9)
x; =g+ (—1+ 1+ 20y+ y))2
Y+ g+ (-1+ 72+ 9) " +(~1+ I+ 2y + D)
W=

JI+2(y+ )

(23)

Se eligio el signo positivo de la raiz a fin de
optar por el valor mas grande de x,; mientras que
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se advierte que el término 1+ 2(y + y)debe mante-
nerse mayor a 0.

Volviendo al sistema (20), se observa que
sus puntos criticos, es decir las soluciones de las
ecuaciones algebraicas

X, —x,u=0
—x,+u=0 (24)
X, —x+ 2x,(u—x,)=0

estan dados en forma paramétricas, con parame-
tro u € R, mediante

X = X =, X =u’ (25)

Sean p =(a,a,a’)y q = (b, b, b*) los puntos
criticos del sistema correspondientes a los valo-
resu = a,u = b,y sea Tunvalor para el tiempo t.

Un calculo directo muestra que los valores
de la salida plana y sus derivadasent =0yt =T
son:

y(0) = Alp) =a+ % yT) = Ag)=b+ %

y0) =0 yT)=0 (26)
70) =0 {T)=0

y¥0) =0 yIT)=0

el polinomio p(f} de la férmula (17) viene dado en
este caso por:

pit) = at* + a,t° + a;t® + a t’ (27)
y el sistema corresponde al sistema (18) es:

gt+a,+a,+a,=1

4a + 5a, + 6a, + 7a, = 0

34q + 45a, + 56a, + 67a, = 0 (28)
2.34a + 34.5a, + 456a, + 567a, = 0

cuya solucion es:

q =235 a=-84 a, =70 a,=-20

Por lo tanto la funcion y(t) de la definicion
(13) resulta ser:

0 sit=<0
y(t) = {35t — 84t + 70t® —20t", siO< t <1 (29)
1, parat =1

Y la parametrizacion y(t) en términos de y(t)
viene dada por:

2 2 2
ut) =(a+ %)+ (b+%—a—%}y(%) (30)

En este caso el tiempo T debe escogerse su-
ficientemente grande para garantizar:

1+ Ay + §) =

1 b a’) (t
—1+2[y+F(b+E—a—7)y(T):|> 0

Finalmente, empleado las relaciones (23),
que no son otra cosa sino las funciones By Cde
las relaciones (2), se obtiene la trayectoria
(x(t), u(t)) deseada.

Aplicacion a un Convertidor de
Potencia CD a CD

Laregulacion CD a CD es el modo de opera-
cion mas comun de los convertidores conmuta-
dos de potencia, los cuales se alimentan con ten-
sion no regulada a la entrada del convertidor y
producen una tensién continua prefijada en su
salida. Existen diversos métodos de control para
lograr la regulacion deseada, destacandose, por
su importancia, el método de control mediante
modulaciones de anchura de pulso (FWM).

La Figura 2 muestra un esquema que per-
mite obtener un modelo dinamico del comporta-
miento de un circuito convertidor de potencia
modulado por anchura de pulso, el cual puede
expresarse mediante las ecuaciones [9]:

1 E
e
1
X, —wcl+ix (31)
Y - RC ™
z=Xx

donde x es la corriente inductora promedio, x, es
el voltaje promedio de salida del capacitor y u es
la funcién de razén de trabajo, la cual toma valo-
res en el intervalo [0,1], y actiia como una varia-
ble de control de entrada. Los parametros E, L, R
y Crepresentan el voltaje, la inductancia, la re-
sistencia y la capacitancia del circuito.
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Figura 2. Circuito CD a CD.
Si denotamos o =R % Lx? +% e
E R T 1 1 77 ' 52
f(-’d?—[z.—zxz] ; g[x)=[—zx2,6xl] , y:Exl——Rz- (32)
2 . E' (B xx
el sistema (31) se reduce a la unica ecuacion y= RrRC x i~ %L Xy ¥ RC P

x = f(x)+ g(xju. Mediante un facil calculo se ob-

tiene ad.g(x) = _%'[%iﬁ R):l?z ] mientras que
la matriz:
-1 %
™ IrC
[gx)ad,gtx)] =
1 E X
c*% 1c' R

posee rango 2 siy solo si x, # 0. Adicionalmente,
la distribucién 3 = span{g} es involutiva por ser
de dimensioén 1. Por lo tanto, de acuerdo al Teore-
ma 1, el sistema (31) es linealizable por realimen-
tacion estatica alrededor de cualquier punto
(%, x,) € R? tal que x, = 0.

Una solucion de las ecuaciones (7) asocia-
das a este sistema viene dada por la funcion

1 1
y=Ax) = 5 Lx? + 5 Cx]. Esta funcién posee un

significado fisico importante: representa la ener-
gia promedio almacenada por el circuito durante
el proceso de conversion de potencia.

Usando la proposicion 1 se obtiene que una
salida plana del sistema (31), junto con sus deri-
vadas respecto al tiempo, viene dada por:

Puesto que el sistema en cuestion es dife-
rencialmente plano, las relaciones (32) constitu-
yen un difeomorfismo local, cuya inversa viene
dada por:

N

~ EZRLC A [( E;Lc)"’ N ( 2y+LRcy)]

2,52 2 22 2
x, =| -y~ F°CE +[(ERC) L RE ]

2y+ RCy
oL T L (2y y)

e LRC E? L 2 (Y 9~ 1
" [2Lx(y, )+ ERClx(y, )| 2« R 2 YTY
(33)

para determinar la cual se ha utilizado el signo
positivo de las variables x, y x,, y donde las expre-
siones x(y, y), x,(y, y) denotan la dependencia
funcional de estas variables respecto de y, y.
Los puntos de equilibrio x, =0, x, = 0 con-

2

E X
d I laci =— =-2d 9
ucen a las relaciones u - y X RE e ma

nera que en un punto de equilibrio (x, X,) donde
X, =V, se obtendran también las relaciones:

o V2 _ 1 (w2 1
[xl,x2)=(E“.Vd); y=§L(—E,] +§CV,,2;
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=0 i=CGu= (34)

|

El objetivo de control planteado, que con-
siste en transferir el voltaje de salida x, desde un
valor de equilibrio x,(T)) = X,(T}) = V, , hasta un
segundo valor de equilibrio X,(T,) =V, , en un
lapso de tiempo AT = T, — T, puede ser reducido
a la transferencia correspondiente de la salida
planay desde el valor de equilibrio y(T;) = y hacia
el valor de equilibrio y(T,) = y,, donde:

o1 (R
um =i =2 % + Loy
2
1 (v 1
yT,)=7, =51,( ; +§cvjz (35)

Un calculo directo muestra que el
polinomio y(t) de 1a formula (13) es:

O parat=< T
y(t) =410t> —15t* + 6t°, para T, < t < T,
L, parat = T,

por lo que la parametrizacion deseada, de acuer-
do a la formula (16), es:

t—1T
y(t)=§+(§2—§h’[T _’T) (36)
2 1

Conclusiones y Recomendaciones

Se ha desarrollado en este trabajo una téc-
nica para generar trayectorias en sistemas de
control no lineales con la propiedades de plani-
tud diferencial. El procedimiento utilizado, de ca-
racter algebraico, es teéricamente simple, aun-
que en la practica los calculos pueden resultar
bastante engorrosos. Se mostré que el procedi-
miento funciona adecuadamente en el caso de
sistemas linealizables por realimentacion estati-
ca con una sola entrada, por lo tanto un paso si-
guiente puede ser extenderlo al caso de los siste-
mas con multiples entradas y salidas. Adicional-
mente, dado que los sistemas linealizables por
realimentaciéon dinamica son también diferen-
cialmente planos [7], ha de ser posible aplicar la
técnica desarrollada a este caso mas general.

El problema de generar trayectorias en pre-
sencia de obstaculos, y un disefio que permita
evitarlos, amerita atencién, pero es de mayor
complejidad, por lo que constituye un excelente
tema para un nuevo articulo.
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