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Abstract

In this paper we present a generalization of modified Bourget's functions and important properties of
themselves, such as: generating function and recurrence relations. Further a differential equation of
fourth order satisfied by the modified Bourget's functions in generalized way is built. The results given by
N. Hayek and E. R. Negrin in 1989 are particular cases of these here obtained.
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Una generalizacion de las funciones modificadas
de Bourget

Resumen

En este trabajo se presenta una generalizacion de las funciones modificadas de Bourget y se mues-
tran propiedades importantes de las mismas, como lo son: la funcién generadora y varias relaciones de re-
currencia. Ademas se construye una ecuacion diferencial de cuarto orden la cual es satisfecha por las fun-
ciones modificadas de Bourget generalizadas También se demuestra que las funciones modificadas de
Bourget, dadas por N. Hayek y E.R. Negrin en 1989, se obtienen como caso particular de esta generaliza-
cion.
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0 1 :
Introduccion J @)= = J52cos 6) cos(nf — zsend)ds, (2)
Las funciones modificadas de Bourget, son
generalizacién de las funciones de Bessel pero W »
con argumento imaginario, las cuales tienen E (2= ——I[?; T] exp(t+ i)t“"—-ldt ”
i

aplicaciones en problemas de astronomia y en
problemas de tipo fisico-matematico [1]. Dichas
funciones fueron definidas en 1989 por N. Hayek
y E.R. Negrin [2], mediante las siguientes expre-

= z 21, ,(22)

siones,

1 t i\ z 1\ - n .
Ld=g-f [z*z) e"p{a (”z)]t dt= 1kl

(1)

donde C es cualquier circulo centrado en el ori-
geny

La notacion utilizada para la funcién modi-
ficada de Bourget, I, (z), esta relacionada con la
que originalmente se establecié para las funcio-
nes de Bessel con argumento imaginario, I,(z) [3].
En este trabajo se presenta una generalizacion de
las funciones modificadas de Bourget y se mues-
tran propiedades importantes de las mismas,
como lo son: la funcion generadora y varias rela-
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ciones de recurrencia. Ademas se construye una
ecuacion diferencial de cuarto orden la cual es
satisfecha por las funciones modificadas de
Bourget generalizadas.

También se demuestra que las funciones
modificadas de Bourget, dadas por N. Hayek y
E.R. Negrin en 1989, se obtienen como caso par-
ticular de esta generalizacion.

Generalizacion de las Funciones
Modificadas de Bourget

La expresion

65 (T ozl -] - 5 eme

cont#0,neZy hlkmeN, eslafuncion genera-
dora de I} 7" ().

como [+ iz 7 (5]

analitica en todo su dominio, en el cual t# 0, en-
tonces por el Teorema de Laurent tenemos:

st ] esl2 (T - (]

£ de, (5)

Tomando a C como la circunferencia:
Ho) = ie'e, 6 € [0.27], después de utilizar la identi-
dad de Euler

i

" [ 12 cos(hd)]*[cos(nd — izsen(mB)) —
isen(nf — izsen(md))dd

Ly =

dada la simetria del integrando alrededor del eje
X,

"tz = ‘7 [312 cos(h)]¥[cos(nd — izsen(md))|dh
(6)
eslo es,

7@ = i™"Jh (i) (7)

donde

1
Jm(z) = - J312 cos(h8)]“[cos(ng — zsen(mh)))do (8)
es una generalizacion de la funcién de Bourget
J, «(z) dada en (2).

Relaciones de Recurrencia para
I'"(2)

e

Si en la expresion (5) se aplica la Regla de
Leibniz [4, p.503] para derivar con respecto de z,
se separa en dos integrales y se utiliza de nuevo
(5), se obtiene

2A17) @ = "L A - TR ). ©)

Si la funcion generadora de I" . (2) se deriva
con respecto de {y se aplica nuevamente (4), que-
da

[k s l)h|: i I:{: (Z] tn+h—1 + (_ l)h—i X

o
i s

+ 0

ZIm ~
3 I,'l‘j,’("fz)t""”“]+ ———[ > It 4+

m=1
n=-w 21 ne-w
+o0

o S 1:,'L"+1lz)t"'"‘"]= 2 "' @), (10)

n=—e n=-=

Identificando coeficientes con potencias de
", resulta

(k+ DA[17 @)+ (1 1 )] +

n+h .k

1 y
i mz[“‘”‘“lfr':;?n @+ =17 (i .kﬂ(z)] 3

2
i"n I (2). (11)
De (5),
k+1
-l ] ol -7
lien @ zvzifc[i My P21 [\t i %
t et (12)

la cual puede ser separada en dos integrales, y en
ambas se puede aplicar nuevamente (5), llegando
a la siguiente relacion de recurrencia

4 g g B o g (13)

Cambiando k pork +ly z por z + wen (9), se
tiene
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e =gt (] + ] .
ol T[]
ezl (] e

Utilizando (4) en esta expresion, intercam-
biando el orden entre la integral y la sumatoria,
en base a la convergencia uniforme de la serie [5,
Teorema 14-31, pag. 430], yaplicando (5), queda

Loz +w) = § NI (w). (15)

n~r.l

Desarrollo en serie para I (z)

K

Se puede obtener unarepresentacién en se-
rie de I,'}:,f‘ (2) escribiendo su representacion inte-

gral (5), en la forma
nngy = I (] exol 2 ()
hicte) = Zwifc[(i) +(r)] exP{zi(tj }x
e _‘i _tm T e §
(,X‘[l{ 21_({) :l £t (16)

Ahora bien, utilizando el desarrollo del bi-
nomio y el desarrollo en serie de la exponencial,
(16) se transforma en

e
rre=33 e x

s=0l s!
1

t m
ﬁfc exp[_%(z) ]t"“""’”“*""m*”dt(l7)

donde hemos intercambiado el orden de la inte-
graly las sumatorias [5, Teorema 14-31, p. 430].

Al efectuar en la integral un cambio de va-
riable y en virtud del resultado conocido [6]

1 X 4.
T~ mileet dt hB)

se tiene entonces

3 2hl-hk-n 2hl—hk-n
@ X chi-s(kY 25 i 2n-2s-n
T I
s=01=0
(Z]zs¢hk+::n—2m 1 (19)
2 ms]ff{eeiasgl .. 1)7

m

la cual es el desarrollo en serie para I} " (z).

Otra Representacion de I (z)

Si en el resultado (5) se sustituye la expo-
nencial por su desarrollo en serie, entonces

N AR L 'Zi:"””'_[‘("‘ ‘{"
T R e

y=0

(20)

Tomando C como el circulo de radio 1,
o) = ie®, se obtiene

© 2A+v—l L 1 v v
L@ = Zo» -[,—;r_:v,] (g) [& cos*(h8) sen’(mb)
[cos(nf) — isen(nd)]do, (21)

Generalizacion de la Funcion
Modificada de Bourget E  (z)

La expresion

T el 47T

+w

S Erm()en (22)

ne-e

paratz0yz+0,dondeneZyhkmeN,esla
funcién generadora de E!' [ (2).

Por el Teorema de Laurent tenemos:
Kk
1 t f i'v'; 4
E'M@)= — =| +|—=] | x
nk @) 2nifC|:(iv"z) [ t J
t " (wz)
exp{i«/_z_{(_—ﬁ) —[“—] H (ldt. (23)
iz t

Al hacer en esta integral el cambio de varia-
ble t = iv/ze'®, y por un proceso similar al de la ob-

m

tencion de I'7 (2), se tiene
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"
—n,_ ",

n.m l Z
El(z) =

[3[2cos(hd)]* x
cos(nf — 2ivzsen(md)) d 6. (24)

Relacionando esta expresion con (7) y (8) se
obtiene

Bre) = 2N penE) = 2 0P es).  (25)

Al hacer h=m= 1 en cada una de estas ex-
presiones, se obtienen los resultados dados por
Hayek y Negrin [2].

Ecuacion Diferencial satisfecha
por I'7(2)

De (8)

Jhro(2) = % Jol2cos(hf)]*"? cos(nd — zsen(mf))d 6,

(26)

derivando este resultado dos veces con respecto
de z [4, p. 503], y aplicando (26), se obtiene

W) (2) = —Jdy i ,(2) + Fl2) (27)
donde

F(z) = %fg[2 cos(h9)]*2 cos®(mb) x
cos(nf — zsen(mb)) d 6. (28)

Al aplicar el operador diferencial V_ [1, p.
39]

2

V. =2z?

i d?2+zd—z+zz—nz (29)

a (8) se obtiene

V, i@+ ntdpie) =

n-nk

-

% [al2 cos(hB)]* cos(nf — zsen(mh)) cos® (mb) d 6 +

; [2[2 cos(hO)]*sen (nf — zsen(mf) sen(mé) d 6. (30)
En virtud de que

g el f (R

o Ji12 cos(ho)) dﬂ[ (m + zcos[mﬁ)) x

2
sen(nd — zsen(md))] do + ~rL2-J,'1",’(" (2) =
B

2
7‘; J212 cos(hd)]* cos(ng — zsen(mB)) cos” (mB) d  +

j—; [Z12.cos(hd)] sen (nh — zsen(md)) sen(mf) d 6. (31)

al comparar (30) y (31), se deduce que

HJ::(Z) +(1--5)n*J @) =
J'r_m fo [2 cos(hB)]* E[_(; +z cos(mB)) X
sen (nf — zsen(mA)) d 6. (32)

Integrando (32) por partes y utilizando la si-
guiente identidad

= fo de[cos[n@ zsen(md))] (2 cos(hd)] “ ' sen(hd) d 6 =

2“"? [Z12.cos(hB)] ' sen (nf - zsen(mb)) senths) d 0+

72;1 z[;[2 cos(hd)] K-lsen (nf — zsen(mé)) sen(hd) cos{mp) db
(33)

después de efectuar algunas operaciones (32) se
transforma en

n~n.k

Vit @+ 01— 5)n’d) " 2 =

ohk .. d

~—— IQ,E [cos (nf — zsen(mh))| X

[2cos(hg)]" 'senthd) d 6 — 2ht z (Jf},ﬂ") (z)—
m

% z[;12 cos(hf)]* " sen (nd — zsen(mf)) x
sen(hf — m) d 6. (34)

Sea

- I
I= pe= fodg[cos(nﬂ zsen(md)))x
[2 cos(hg)]* ' sen(ho) d 6 (35)

integrando por partes se tiene

4k(k — l)h2
sen?(hf) cos (N — zsen(mh)) db —
2h2

J

2 cos[hﬁ)]" 'cos(hg)d @ , (36)

Ja12 cos(h)]* x

> [ocos (nf — zsen(m@)) x

utilizando una identidad trigonométrica elemen-
tal en la primera integral, haciendo algunas sim-
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plificaciones y aplicando (8) la integral Iqueda ex-
presada como

2 2;2
1= HEW e 0- 2o, 37)

n,

sustituyendo (37) en (34), se obtiene

2,2 -
Y. nk(z)-&-—z(J,’l‘,':‘)[)+[hk'*'LG” )x

m

4klk — 1)h2
m

Ji(z)— Glz) = —Jhm (2), (38)

donde

Glz)= - % z[ ;12 cos(h®)]* 'sen (nd — zsen(mh)) x
sen(hf — mo)d O. (39)

2

d
Aplicando (&? + 1) en (38), y desarrollando

todos los términos del primer miembro se obtie-
nen los siguientes resultados

(d‘i n 1)(an3,;“[21) =

22T @) + 52 (7)Y @ + Rz — n? + 4 x

(Tmy(2) + 52U MY (@) + (2° — n® + 2" (2),  (40)

d? 2hk
(dzz + 1) 2T (@) =

2r—z(J""‘"(z)+4 (Y @) + ,_“"" Y (@),

(41)
por lo tanto de (38), (40), (41) y (27), queda
22U + 22+ DY @) +
2
(222 22— "—2) (Y () +
m
2% £ 5Py () + (22 + 152 4 2) g (z) =
2
FE=UR i)+ rta+ G, (42)

Finalmente, de (7) y (42) se obtiene la ecua-
cion diferencial satisfecha por I"'7" (2)

2270 2) + 2(2E + 5) (Y (2) -

2
(222 — 422+ «—) @y -

22+ Y2 + (22 ~ 1520 o)1 () +
[MF iz ]+G”(iZ)+G{rZJ] (43)

donde

G'@=— f [2 cos(h))]*" cos (nf — zsen(mb)} x

sen(hf — mf) sen(mP)d 0 +
4hk ., iy
v z[ 12 cos(h)]* ' sen (N — zsen(md)) x

sen(h® — mb) sen*(mo)d 6. (44)
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