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Abstract

The Saigo fractional operators are defined using the Gauss hypergeometric functions as kernel.
They generalize Riemann-Liouville, Erdélyi-Kober and Weyl operators. In this article, Saigo operators are
applied to the following special functions: Generalized hypergeometric function, generalization of

Hermite's polynomials and Laguerre's polynomials.
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El operador de Saigo aplicado a algunas funciones
especiales

Resumen

Los operadores fraccionarios de Saigo se definen usando la funcion hipergeométrica de Gauss como
nucleo. Estos generalizan los operadores de Riemann-Liouville, Erdélyi-Kober y Weyl.

En este articulo los operadores de Saigo son aplicados a las siguientes funciones especiales:
Funcion hipergeométrica generalizada, generalizacion de los polinomios de Hermite y polinomios de

Laguerre.

Palabras clave: Operadores de diferenciacion e integracion fraccionarios, funcién hipergeomeétrica.

Introduccion

Los operadores de integracion y diferencia-
cién fraccionarios son una generalizacién de los
operadores de diferenciacion e integracion clasi-
cos donde el orden es un ntimero real o complejo.

Los operadores de integracion fraccionarios
desempenan un rol muy importante en el calculo
fraccionario. Son de gran importancia por sus
aplicaciones en la solucién de ecuaciones dife-
renciales, integrales e integro-diferenciales. Los
operadores mas conocidos son los de Riema-
nn-Liouville [1], Weyl [2], Erdélyi [3], Saigo [4.5],
entre otros.

Los operadores de Saigo [4,5] estan defini-
dos por

b i

130 = X

I:(X’ z)"“zﬁ‘l[a + B, ol - i]f(t)dt

Re(a) > 0 (1)
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Re (a) > 0. (2)

Estos operadores utilizan la funcién hiper-
geométrica de Gauss como nucleo y constituyen
una generalizacion de los operadores de Riema-
nn-Liouville y Weyl; ademas, los operadores de
Erdélyi-Kober se pueden expresar como casos
particulares de los mismos.

En el presente trabajo se aplica el operador
de Saigo I3 ?" para calcular la integral fracciona-
ria de algunas funciones especiales tales como:
La funcién hipergeométrica generalizada, los po-
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linomios generalizados de Hermite, los polino-
mios de Laguerre, etc.

Operador de Saigo aplicado a la
funcion hipergeométrica
generalizada
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en donde Re(a) >0, Re(n-B)>-1; p=0,1,2,...;
= 1,2, 0

Alr, p) = Q'_p;l_w” p+r-1
r r r
Demostraciéon
Sea

..b

v

f{x]_-xﬂmar"ﬁ'q";ﬂ

al sustituir en (1), se tiene que:

Usando el desarrollo en serie de la funcion
hipergeomeétrica generalizada e intercambiando
el orden de la integral y de la suma, resulta:
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la cual podemos escribir al comparar con (1)

como:
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en donde Re(a) > 0; Re(n-B) >-1;: p=0. 1, 2, ...;
=g A e

Multiplicando y dividiendo por [(p+1),
MB+n+p+)), T(PB+p+]) TNa+n+p+1),
usando [7, 16(3)] y [7, 17(15)]
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R }
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donde A, [(r; p)] denota

Allr; p)] = (%)k(}M— ]')k-”[p+ r—ljk

r

el cual equivale al resultado (3).

Si en (3) hacemos 3 = —a obtenemos el caso
particular correspondiente al operador de Rie-
mann-Liouville [6, 5(1.5)]

Wiy a.; = [ PR < B4
Ry x° F|* 2 ‘— iy meFJ M} =
o | B b.; o | by .. by
__fp+l ., 2 > APRE aAlrp+1) ix"
Mo+ p+1) T by baAlma+ p+1); |
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en donde Re(a) > 0; Re(n+a) >-1; p=0, 1, 2, ...;
r=1,2,... yAlr,p) denota

+1 +=]
A(r:p)=-$,9~:,...,.p—.

r r

El operador de Saigo aplicado a
una generalizacion de los
polinomios de Hermite

_ i, + sl

1555 B
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¥ m, + L-P+n+m +1 ey
B+, +Loa+n+m,+1

b 2 =
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en donde Re(a) > 0; Re(n—p) > -1, m, m1 y me son
enteros positivos, ma < my Hmmj + mgz, m, v(x) es
la generalizacion de los polinomios de Hermite
definidos por Maya Lahiri[8].

Demostracién
Seaglx) = H

mmy+m, Jn ,v(x)'
En términos de la funcion hipergeométrica

[8,118(4.1)]

glx)

m, ! m,! Alml+ my); m

_ (=1 mm, + m,)vx)™ F{ -m, L [vxﬂ

en donde m, nu y mg son enteros positivos,
mg < I

Al sustituir g(xJ en (1) tenemos que:

_ ()™ (mm, + m,)Iv™? .

a.pmn H
IO.x mm,+m2.m.v( ) m]! n12!
—m vl; VX\m
BLE R 2 gl 5
IO.x )Cm ZF"‘[A{m;l 42 mz):(m) :I [ )

aplicando (3) en (5), y expresando el resultado en
términos de una funcién hipergeométrica, obte-
nemos el resultado (4).

Sim=v=2, my =0y m; =n, tenemos enton-
ces

apnpg af
I3 " Hy () nl B+La+n+1
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(6)
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en donde Re(a) > 0; Re(n—-B) > -1, n es un niumero
entero positivo y Han(x) son los polinomios de
Hermite de grado par.

Si en (4) hacemos f = —o. obtenemos el ope-

rador de Riemann-Liouville [6,5(1.5)] aplicado a
glx

m.memwmz m v(x) = Ig.)‘c_a " Hmmwmg mov (X) =
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en donde Re(a) > 0; Re(n—-B) > -1; m, nu y mg son
enteros positivos.

El operador de Saigo aplicado a
los polinomios generalizados de
Hermite, de Gonzalez y Kalla

2"(=11(2n + r)! r+lL,pf+n+r+1l
I, - 2 R T b :
: G n! |-B+r+La+n+r+1
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B 2 2 2

(7)

en donde Re(a) > 0; Re(n-B) >-1; v>-1, ry nson
numeros enteros positivos.
Demostracion

Seah(x) = H,,,, ,(x)los polinomios generali-
zados de Hermite [9], definidos por:
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(1}‘(211 +r)!

h(x) =
n!

(2x) ®(-n;v + L x?)

al sustituir h(x) tenemos que:

_rensn,

I((JI.A;B bﬂHZw rw (X) n 1

I P @ (v + L x?)

(8)

aplicando (3) en (8) y expresando el resultado en
términos de una funcién hipergeométrica nos
queda la férmula (7).

Sir=0yv=-1/2en (7) obtenemos el opera-
dor de Saigo aplicado al polinomio par de Hermite
Hjy (0 que corresponde al resultado (6).

Sien(7)r=1yv=1/2 se obtiene el operador
de Saigo aplicado a los polinomios de Hermite de
grado impar Hg 41 (0

" -1(2n + ! 2P+n+2
Ig 2" Hy,, | 4 pl) = - ) rl:
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Si en (7) hacemos f =—a resulta el caso par-
ticular aplicando el operador de Riemann-Liou-
ville [6,5(1.5)]

m,xliﬁl?r RY (X] = Ig,)’c_a ‘nllﬁ'wr Y (x) =

_ 2(-12n+r)! Tr+1) -

n! Mo +r+1)
[ r+lr+2
-n, 5 5 " )
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v+ 1 i ;
L 2 2

El operador de Saigo aplicado a
los polinomios de Laguerre

Ig‘)}o'qUI(X)=(v+l)" l“[ LB+l }x’”-

T nt B+La+n+1

f+2a+n+2|

[ -nLB+n+L } 11

'3F3LV+L—B+La+n+1;x

en donde Re(a) > 0; Re(n-B) > -1; v>-1, n esun
entero positivo.

Demostracion

Consideremos los polinomios de Laguerre
[10, 273(9.13.10)]

=(y+l),1

n!

L (%)

®O(-n,v+ L x)

al sustituir L(x) en (1) resulta

b = M g s n,y 1) 12)

Comparando (12) con (3) y expresando en
términos de una funcion hipergeométrica resulta
(11).

Sien (11) hacemos 3 =-co obtenemos el caso

particular aplicando el operador de Riema-
nn-Liouville [6,5(1.5)]

R 7S g

X
niT(a+1) v+l o+l
(13)

en donde Re(a) > 0; Re(n-B) > -1; v>-1, n esun
entero positivo.

El operador de Saigo aplicado a
las integrales de Fresnel
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en donde Re(a) > 0; Re(n-P) > -1; y C(x) es una de
las integrales de Fresnel, y

_ 1 [ 2-B+n+2 ]
17 g _ 1-jt
o A 2(‘r'_—B+2.a+n+ 27"x

1, Pf+n+2 -f+n+3
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en donde Re(a) > 0; Re(n-p) > -1; y S(x es la otra
integral de Fresnel.
Demostracion

Las integrales de Fresnel [10,272(9.13.4)]
estdn dadas por

2 / 12
ctn=Z[of1 27 o181 g
2 22 2 2’2" 2 )|

-2 22 )
S(z=£{m[l.§:m]-¢“,§:—m ” (17)
3 \gg 2y 22 2 )

Sea f{x = C(x).

Al sustituir en (1) resulta,
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Al comparar (18) con (3) y al expresar este
resultado en términos de la funcién hipergeomeé-
trica, nos queda la formula (14).

Un procedimiento analogo sigue para la de-
mostracion del resultado (15).

Si hacemos 3 = -a en (14) y (15) respectiva-
mente, se obtienen los casos particulares apli-

cando el Riemann-Liouville

6,5(1.5)].
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