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Abstract

This paper considers the effects of harvesting on population model described by the Logistic
Differential Equation, in no bisecant cases. Conditions for the existence of two bounded solutions on ‘R are

given.
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Algunos resultados sobre la ecuacion logistica
con cosecha

Resumen

Este trabajo considera los efectos de la cosecha sobre un modelo poblacional descrito por la
ecuacion diferencial logistica, en los casos no bisecantes. Son dadas condiciones para la existencia de

soluciones acotadas sobre R.
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Introduccion

En este trabajo consideramos la ecuacion
diferencial

x'(t) = xt)alt) - bit)xdt)] - hit) (1)

donde a(t), b(t) y h(f) son funciones continuas y
acotadas por encima y por debajo, por constantes
positivas (en este caso diremos que a,by h estan
en C4), Para f e C,, denotamos por:

fo=mf{f():t N}, y f, =sup{f{t):t e}

La ecuacion (1) representa el modelo mate-
matico, donde x{t) es la poblacién en el instante ¢,
alf) es la rata de crecimiento, b(f) el efecto inhibi-
dor y h(f) la rata de cosecha. Denotaremos por I
el intervalo maximal de existencia de una solu-
cion x{f) de una ecuacion diferencial. La ecuacion
(1) en el caso constante ha sido estudiada por va-

rios autores: un analisis del caso autonomo se
puede encontrar en [1, pp. 45-48], asi mismo en
[2] y [8], Ahmad obtiene algunos resultados en el
caso auténomo sin cosecha. Del analisis de ella
se tiene:

A) Si 0 < h < a®/(4b) entonces hay dos pun-
tos de equilibric a; y ag con 0 < ag < aj y €l com-
portamiento cualitativo de la solucion x{t) depen-
de de la condicion inicial.

A.1)Six0) >, entonces I, =(3,x)con <0, y
lim x{t) = +»=, }im x(t) = o,
t " AR

A.2) Si ag < X(0) < oy, entonces I, = N y ade-
mas:

Llim x(t) = o, lm x(t) =
P to4r

A.3) Si x{0) < ag, entonces I, = (-, B)con >0

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 21, No. 2, 1998



132

Montes de Oca y Sarabia

lim x(t) = —x, llirn x(t) = «a,
o -7

B) Si h= a?/(4b), entonces hay un punto de
equilibrio a, y si x{0) > a, entonces x{t) se compor-
ta como en A.1); mientras que si x(0) < a entonces
x{f) se comporta como en A.3).

C)Si h> a2/ (4b), la poblacion se extingue
en un tiempo finito, cualquiera que sea la pobla-
cion inicial, siendo I, = (T},T3) con:

lim x{t) = +=, lim x{t) = -
toTy t Ty

Es importante estudiar la ecuacién (1), por
su aplicabilidad a modelos poblacionales, por
ejemplo humanos, con un proceso emigratorio
positivo, a fin de preveer, inclusive proceso de
disminucion o exterminio de poblaciones. En [2],
Montes de Oca y Sarabia, estudiaron la ecuacién
diferencial (1) bajo la condicién:

P
k,, < e (caso bisecante) (2)
Y 4b,

En dicho trabajo se determino que la pobla-
cion tiene el siguiente comportamiento dinamico:
Existen dos soluciones X;(f) y Xy(t), definidas y
acotadas en W, tales que X;(t) > X5(1), paracada
t € N y existe una constante k > O tal que
dist(X;,X5) > k> 0. Ademas si x(f) es solucion de
(1) bajo la condicion (2), se tiene:

i) Si x{0) > X;(0), entonces I, = (B,») con <0,

lim x(t) = + y lim[x(t)- X, ()] = 0
£t tsen

ii) Si X,(0) < x0) < X;(0), entonces I, = N,

Hm[X,(t)- x(t)] = 0 y lim[x(t)- X,(t)] = O

iii) Si M0)< X5(0), entonces I, = (-, 3) con § >0,

im x{t) = —» y lim[X,{t) - ()] = 0
tes|! fopax

El proposito de este trabajo es el estudio de
(1) bajo otras condiciones:

¢ |, _a
By = , h, < =¥ (tangente-secante) (3)
4bM 4bL

a’ a’

h, >——, h, < (extermo-secante) (4)
ab,, 4b,
@

h, > ; = M (externo-tangente) (5)

M 4bM 4 4‘b,_ g

ay

h, > L (biexterno 6

L P 2 ( ) (6)

L

El caso tangente-secante

En este caso tenemos casi los mismos re-
sultiados expresados en el teorema 3.1 de [5], ex-
cepto que ahora no se puede asegurar que
dist(X;,X5) > 0. En este sentido damos ejemplos
donde dist(X;,X3) = 0, asi mismo establecemos
condiciones suficientes para que dist(X,,X,) > 0.
Definamos las siguientes ecuaciones diferencia-
les de Riccati:

x'= x{a,, - b,x)-h, (superior) (7)
x'= xla, - b, x) - h,, (inferior) (8)

Bajo la condicion (3), tenemos que (7) tiene
dos puntos de equilibrio: o, ya ,,, (conO<a,,, <
< « Ml). mientras que (8) tiene un solo punto de
equilibrio o;.

Ademas: 0 <, <@L < @y .

Los siguientes lemas seran utilizados para
la demostracion de los principales resultados.
Lema 1

Sea x(t) una solucién de (1) tal que x(0) > 0. Si
xu(1) y x () son soluciones de (7) y (8), respectiva-
mente, tales que: x; (0) = x(0) = xp(0). Entonces:

() X0 <xmll end, =I ~I,  ~[0cx)

(1) xg() < ) end, =1 I ~[0,x)

(i) M) < x(d end, =1, : 1 (==,0]

(V) xplt)< dt) enJ,, =1, 01, N (-<,0]
Demostracién: vea [1, p.p. 27-28].
Asi mismo, procediendo en forma similar a

los lemas 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 en [5], tenemos el si-
guiente lema.
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Lema 2
Bajo la condicion (3):

a)  Existe una solucién x;(t) de (1) tal que: ar <
xi(t) < o i definida en todo .

b} Existe una solucion xa(t) de (1) tal que: ., <

xo(l) < oL en N.
c) Six(t) es una solucion de (1) tal que: x(0) >« My
entonces I = (B,%) con f < 0 ylim x{t) = +»
Lt

d) Six{t) es una solucién de (1) tal que: x(0) <o , »
entonces Iy = (-0,8) con > 0 y lim x{t) = —-»
|t

€)  Six(t) es una solucién de (1) tal que: o ,, , <x0)
Sy, entonces o, <x(t)<a, ., para cada
te .
Sean {;n}n:1 y {0}, , sucesiones en ¥ tales
que: ¢, — 0y a, = ug, cuando n— », Considera-
mos la familia de problemas:

x(t) = alt)d(t) - BOPO] - i)+ &0 X0 =@, (9)

x(t) = althdt) - BOPO] —hit);  x0) = o, (10)

En [4, p.p. 39-41] se demuestra el siguiente
lema que relaciona las soluciones de (10) con las
de (9).

Lema 3
Si¢, es la solucionde (9) y ¢ es la solucion de
(10), entonces la sucesion {d)n}nr:l converge unifor-

memente a ¢ en cualquier subintervalo compacto
contenido en .

Teorema 1

Dada la ecuacion (1) bajo la condicion (3),
existen soluciones X(t) y X,(t) definidas y acota-
das en todo N, tales que X,(t) < X,;(t) en R. Ademas
si x{t) es una solucioén de (1) cumpliendo con

a)  x{0) > Xi(0), entonces Ix= (B,), conp <0,

lim x(t) =+« y lim[x{t) - X,©)] = 0

b)  X,(0) < X0) < X,(0), entonces I, = N,

lim[x(t) - X,(0)] = 0 y lim[X,(6) - )] = 0

c)  x0)< X,(0), entonces I, = (-, B) con f >0,

lim x(t) =~y m[X,(t) - x(t)] = 0

Demostracién: Sea (2 el conjunto de las so-
luciones de (1) tales que I, = N. Por el lema 2, te-
nemos que Q# ¢ y Qp = (x{0):x € )} esta acotado
superior e inferiormente. Sean Qg = inf Qq, Qo=
sup Qq, X;(f) 1a solucion de (1) tal que X;(0) = Qg
y X5(8) la solucion de (1) tal que X5(0) = QgL Sea
{xn};1 una sucesion de soluciones en () tales que
X,(0) = Qppp luego por el lema 3, {x;} converge
uniformemente hacia X; en intervalos compactos
de I, y como las x, estan acotadas por a.,,, y &t
entonces es claro que X; esta definida en todo 9.
Luego X; € Qy Qppr €. Similarmente probamos
que Qg €Qq. Ademas por el lema 2, tenemos que:
oy, S Xt <Xt < w, Para cada t € N.

a) Sea x{f) una solucion de (1) con x{0) = a >
Qomy sean xpdt) y x;(f) soluciones de (7) y (8), res-
pectivamente, tales que:

x1[(0)= X{0) = a = xp{0)

Como x; y xy estan definidas sobre [0,%),
también lo estara x{f) y ademas:

x () € xdt) < xpf), Ve [0,m).

Asi mismo, como x{0) > Qg tenemos que
L=(B, +x) con-0<B<O0yyaque: a, h <xfenton-
ces lim x(t) = +o.

i

Si X1(0 y X,(f) son soluciones de la ecuacion
(1) que es de Riccati, entonces cualquier otra so-
lucion f) de (1) se puede escribir asi:

0= = (1

donde of) = kexp [—jo b(s)[Xl(s)—Xz(s)]ds] y

B a—CQqy
a_QOL

Enestecaso 0 < k< 1.
Luego:
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u(t)

A0 - X0 =7 s

[x.0-X,0)] (12)

Si J‘O’ [X,(s)- X,(s)Hs = L < =, entonces:

k " v(t) p L ~ i
I R ST S TR i X,(t)] = 0

Por lo tanto de (12) tenemos:

lim[x(t) - X, ()] = 0

Por otra parte, si jo [Xl(s)—- Xz(s]}is = +o0,

entonces

olt) < kexp‘hwa j; [x.(s)- Xz(s]]ds] — 0, cuando

t—> o
y como: 0 < X1(f) - Xa(f) <« ,,,, de nuevo tenemos:

lim[x(t) - X,(8)] = 0

b) Sea x{t) una solucion de (1) tal que: X5(0)
< x{0) < X;(0). De acuerdo a (11), k< Oy v(f) <O,
luego x(f) esta definida en todo N. Repitiendo €l
razonamiento hecho en (a), tenemos que:

-u(tL

lim[X,0 - Q)] = Jim vlt)

[x.0)-x,0]=0
Para probar que lim [x(t) - X,(t)] = O, obser-
vemos que para t < 0, la solucion x{f) se puede es-

cribir en la forma:

X,(t)+ olt)X (¢)

il 1+ wft)

(13)

donde o(f = Hexp[— flob(sl[X1(5)~X2[s)]ds} y

H = a_Q"L,con H> 0.
oy —E
Por lo tanto:
(D([)
) - X (t) = —— | X, (t) - X,(t 14
x(t) ~ X (t) 1+mm[ () - X,(0)] (14)

Si f [X.(s)- X,(s)Hs = L <, entonces
Lli_rn [Xl[t) - XQ(I]] = 0 y ademas:

O(’._H—. C——(D{t] < H
ML H 1+oft) 1+H

, Vt<O.

Por lo tanto de (14), tenemos:

lim[x(t) - X,(t)] = O

0
Asi mismo si .[ ) [X.(s) - X,(s)]ds = +o, en-

tonces Llim o(t) = Oy por lo tanto de (14) tenemos
que también en este caso resulta que:

lim[x(t) - X,(8)] = 0

c) Sea x(t) una solucién de (1) tal que x{0) <
QoL entonces(-=,0] ¢ I, y como no esta definida

en todo N, concluimos que I, = (—=,B) con p >0.
Ademas x(f) < Oig 5 luego lim x{t) = —=.
L

Finalmente que llim [Xg(t) - x(t)] =0, se
prueba en forma similar a los casos anteriores.
En [2] se probo que d(X;,X5) = o, — o, >0

(caso bisecante), sin embargo bajo la condicion
(3), d(X;.X5) no necesariamente es positiva. En lo
que sigue daremos condiciones suficientes para
que dist(X;,X5) = 0, a pesar de tener Xp(t) < X; (1),
vt € N y condiciones suficientes para que
dist(X;.X5) > 0.

En lo que sigue denotaremos xpy(») =
limsup, , x{t)y x (<) = lim inf, (1)

Teorema 2

Dada la ecuacion (1) bajo la condiciéon (3],
conabhe C,;

tl_irpa[t) = Pm bit) = b, ; llirln, h(t) = h,, .
Entonces para cada x € Q, se cumple
thrn x(t) = o, y dist(X),X5)=0.
Demostracién: Sea x € Q, luego a ,,, < x(t)

< 0y, Vt € N. Ademas como x{f) es diferenciable

en N, por el corolario 1.2 en [6], existen sucesio-
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nes {t,}" 'y {1}, tales que t, > +x, 1, > +x.

x(t,) > 0,x(t,) > x,(x); xlt,)—> 0 ,x1,) > x,(»).
Luego en (1) tenemos:

xdt,) = xdt Jalt,) - bt )dt,)] - hit,) (15)

x(1,) = x(t,)]alt,) - blz,)d1,)] - hlx,) (16)
Haciendo n — « en (15) y (16), resulta:

0= x, (»)a, —byx,(=)]-h, =

r 12

P PR,
by ()= |

M

0 = x,(»)a, - by, x,(x)]-h, =

2
—b,, | x,()- &1

I 2b, |

Por lo tanto:

x, () = x, () = lim x{t) = o, = e

M

En particular, para X; y X, del teorema 1,
tenemos que: lLm[X(t)- X,(t)]= 0, luego
oy
dist(X;.Xp) = 0.
El teorema 2 tiene una version analoga para
t — -, Por ejemplo para:

2% +1

x = x(2-0.5x) - ]

' (17)

se cumple que: llim[Xl () - X,(t)]=0

Teorema 3

Dada la ecuacién (1) bajo la condicién (3),
con a,b,h continuas, T -periédicas y positivas, en-
tonces X, (t) y Xo(t) del teorema 2, son las tinicas
soluciones periodicas de (1) y ademas: dist(X,Xo)
>0

Demostracién: Sea x{1f) una solucion de (1)
tal que x{0) > o . Luego x{§) es acotada en [0,x) y
IL.=(B,+wx) # N, por lo tanto x{f) no es periédica. Por
otra parte, debe tenerse que x{0) > x(T), luego
{x(KT)}: , constituye una sucesién decreciente,

convergiendo a un cierto y € 9.

Ademas x;(t) = Xt + kT') es una solucién de
(1) con I, # N, luego x(kT) > Qop y por lo tanto:

v = Qopm- Si vy > Qop, como xt;0,7) esT-periddica
(Vea teorema 4.11 en [7,p.116], tenddamos una
solucion definida en todo 0t con x{0;0,y) =y > Qoum.
lo cual contradice el teorema 1. Luego y = Qgp, ¥
por lo tanto x{;0,y) = X, (f), ¥t € N. De manera si-
milar demostramos que X;(t) también es T-perio-
dica. Como Xj # X,, de acuerdo al teorema 9.6 en
[7, p.p. 102-103], concluimos que (1) tiene exac-
tamente dos soluciones periédicas, siendo éstas
X,y Xp. Ademas al ser A} = X;([0,T]) y A = X5([0,77)
son compactos disjuntos, luego tenemos que:
d(X1 ,X2) = d{Al,Az) > 0.

Otros casos de la ecuacion
logistica con cosecha

En lo que sigue, consideraremos la ecua-
cion (1) bajo las condiciones (4), (5) o (6)

Lema 4

Consideramos la ecuacion (1), cona, b, h
C,, notodas constantes, Si(1} acepta por lo menos
una solucién acotada, entonces:

Demostracién: Sea x{f) una solucion aco-
tada de (1). Por corolario 1.3 en [6], existe {;};1

en N tal que:lim x{t,) = x,: lim x{t,) = 0. Luego en

n-r

(1), tenemos:
xt,) = xdt)alt,) - bit)xt,)] - hit,)

< xt)a, -bxity)]-h, .

Tomando limite cuando n — «, resulta:

/ \2
0<xy(ay —bx,)—h, =-b|x, -
\ L/

Luego: h, <

&A

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 21, No. 2, 1998


http:dist(XI.X2

136

Montes de Oca y Sarabia

a; a
Si h, = 2, entonces x,, = # Aplicando
L L

de nuevo el corolario 1.3 de [6], existe {Tn}; en
tal que: x(t,) —» x, y x(t,) > O

Repitiendo el razonamiento anterior, tene-
mos que: x, = —2(%': O sea x{t) = %’L YteN.

En consecuencia, tendriamos que a, by h
serian constantes, contrario a lo supuesto. Luego

%

- M
h, £€==

L
Teorema 4

Dada la ecuacion (1), cona, b, c = C, , no to-
das constantes y cumpliendo la condicién (5) o (6],
entonces (1) no acepta soluciones acotadas defini-
das en todo R. Ademas cumpliendo la condicion
(6), para cada solucion x(t) de (1) se tiene que:
I, = (B1,B2) con = <Py <P < +x

Demostracién: La primera parte es inme-
diata del lema 4.

Si se cumple la condicién (6), por el lema 1
tenemos que si x{f) es una solucion de (1), existen
B1,Bo tales que -oo < B} <Pg < +0y I, = (B1,B2).

En lo que sigue daremos una condicién su-
ficiente para asegurar que (1) bajo la condicion (4)
no tenga soluciones acotadas en 9.

Teorema 5

La ecuacion (1) cona,b € Wy h = C, ,h peri6-

dica de periodo T, no tiene soluciones acotadas de-
; ¥ a® ~ 1 g7

finidasentodoN si h > pTS donde h = = _fo h(t) dt

Demostracién: Supongamos que (1) acep-
te una solucion acotada x{f) definida en todo N,

entonces por el teorema 4.11 en [7, p.116], tene-
mos que existe una solucion T-periodica X(f). En

(1) haciendo X{f) = o(f) + %, resulta:

2
alt) = —bo? + % — hit) (18)

Integrando (18) entre O y T, resulta:

o(T) - (0) = 0 = -b j: wXt)dt + % - [ ht)at

0

2
Luego: h < ZB, pues X(f) no es constante.

Por lo tanto, bajo las condiciones impuestas, (1)
no puede tener soluciones acotadas en su inter-
valo maximal de existencia.

Observacion:

En la ecuacién (1) bajo la condicion (4) pue-
den presentarse tres casos, relativo al niamero de
soluciones acotadas en [, = R.

a) Al menos dos soluciones acotadas;
b) Exactamente una solucion acotada; y
c)  Ninguna solucion acotada.

Los siguientes ejemplos ilustran estas si-
tuaciones.

a) La ecuacion:

2

At = 2 genee L L i [
x(t) = ax - bx +b(sen (£)+ 2sen(t:) cos(t) + IGJ T
(19)

con a > 2J2, b > 0 cumple con la condicién (4).

Haciendo z(f) = bx(t) - (a/2) en (19), obtene-
mos:

S 2 2y o L ~ o b
2(t) = -2z°(t) + sen”(t) + 2sen(t] cos(t) + 7 (20)

1
z1(f) = —sen(t) + i es una solucion 2n-perio-

dica de (19).
Otra solucion viene dada por:
1

2o(f) = —sen(t) + LS

4 aft)
donde o(f) es una solucion de

N
o = 2£—sen(t] + L w+ 1. 21)
4

Como: Lz 2( -sen(t) + }J dt # 0, entonces (21)
acepta una solucion 2n-periédica (y solo una), y

por lo tanto z;(t) es 2n-periodica, si tomamos w({)

periodica. De manera que X,(t):%z!(th %.

(i=1,2) son dos soluciones 2r-periodicas de (19).
Finalmente de acuerdo al teorema 9.6 en (7,
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p.97], la ecuacion (19) tiene exactamente dos so-
luciones periédicas, luego tiene por lo menos dos
soluciones acotadas definidas en 9.

b) La ecuacion:

2 2, N
i) - . BT~ O

, 22
4b b —

con b> 0y a>+/5 tiene exactamente una solucion
definida en 9, acotada. En efecto, haciendo

‘/ o)
At) = b| x(t) - g ] en (22), obtenemos:
\ /

At) = —z2(t) + sen?(t) - cos(t) (23)

Una solucion de (22) es: z(f) = -sen(t), evi-
dentemente 2n-periodica (y por lo tanto acotada
en N).

Si Z[{) es solucion de (23) tal que Z0) > 0, en-
tonces de acuerdo a la teoria sobre la ecuacion de
Ricecati, Z(t) = z{t)+ (1/ w(t)) es otra solucion de
(23), donde () es wuna solucion de:

(t) = - oft) + =. 1 >
o'(t) = —2sen(t)o(t) + Ly o(0) Z0) 0.

O sea:

wlt) = e2et Lco(O) + I;e 2°°s“"dsJ.

la cual se anula en un cierto ) < 0, luego Z[t) =

-sen(t) + % tiene asintota vertical en 1, y porlo
@

tanto no es acotada en I.

Lo mismo sucede si Z[0) < 0, o sea existe
Bg > O tal que t = By es asintota vertical de Z[f).
Luego, la tinica solucién acotada definida en N,
de (23) es: Zf = -sen(f), por lo tanto,

x(t) = —%sen(t] + % es la anica solucion de (22),
acotada sobre 9. Obviamente, esto prueba que

(22) tiene una sola solucion periédica, cumplien-
do la condicion (4).

¢) La ecuacion:

1+ sen?(t)

x(t) = x(t) - 2%(t) - —a (24)

por el teorema 5 no tiene soluciones acotadas,
pues:

1 1
Observe que h, = E’v i, = 3

d) La ecuacion:

2
At) = 3xdt) - 2x4(t) - :i‘ 12 (25)

S oh

tampoco tiene soluciones acotadas, inclusive
ninguna solucion tiene Iy = N.
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