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Abstract

In this paper we evaluate some fractional integrals involving the Fox's H-function of different
arguments. To this end we use the multiple Wright-Erdélyi-Kober operators of Riemann-Liouville and
Weyl type, defined and studied by L. Galué, S. L. Kalla and H. M. Srivastava.

These operators are further generalization of the multiple Erdélyi-Kober operators, introduced and
studied by V. Kiryakova and S. Kalla and involving H-functions of same nature as kernel.

Fractional integrals containing the Fox's H-function have been also evaluated by M. Saigo, R. K.
Saxena and J. Ram using the operators defined by M. Saigo.
Key words: Fractional integrals, Fox's H-function, multiple Erdélyi-Kober operators, multiple
Wright-Erdélyi-Kober operators.

Evaluacion de integrales fraccionales que
involucran la Funcion H de Fox

Resumen

En este trabajo evaluamos algunas integrales fraccionales que involucran la funcién H de Fox de
diferentes argumentos. Para este fin usamos los operadores multiples de Wright-Erdélyi-Kober de tipo
Riemann-Liouville y de tipo Weyl, definidos y estudiados por L. Galué, S. L. Kalla y H. M. Srivastava.

Estos operadores son ademas generalizaciones de los operadores multiples de Erdélyi-Kober,
introducidos y estudiados por V. Kiryakova y S. Kalla, los cuales involucran funciones H de la misma
naturaleza como nucleo.

Integrales fraccionales que contienen la funcién H de Fox han sido evaluadas también por M. Saigo,
R. K. Sexena y J. Ram usando los operadores definidos por M. Saigo.

Palabras clave: Integrales fraccionales, funcién H de Fox, operadores miultiples de Erdélyi-Kober,
operadores multiples de Wright-Erdélyi-Kober.

Introduccion d'y

contrar en la literatura la notaciéon ; donde v

El calculo fraccional se refiere a derivadas e
integrales de orden arbitrario, extendiendo asi el

n

d'y

es arbitrario.

Desde sus inicios el cdlculo fraccional ha
. para “n" arbitra- tenido aplicaciéon en muchos campos de las cien-
cias, tal es el caso de la aplicacion que le dio Oli-
ver Heaviside en la teoria de circuitos eléctricos.

significado de la expresion

rio (real o complejo). Por esta razon es usual en-
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El calculo fraccional ha sido aplicado exitosa-
mente en varios campos nuevos tales como: reo-
logia, biologia cuantitativa, electro-quimica, teo-
ria de dispersion, difusion, entre otros [1, 2, 3, 4].
En estos momentos la aplicacion en la ingenieria
se encuentra en etapa de germinacion, sin em-
bargo, se tiene por ejemplo que desempena un
papel importante en la descripcidén empirica de
fenémenos que no son facilmente descritos por la
diferenciacion e integracion tradicional, como
son la viscoelasticidad y la electro-quimica de co-
rrosion, entre otros [5].

Entre los operadores con mayor aplicacion
se encuentran los de Erdélyi-Kober, que junto a
muchas de sus generalizaciones han sido aplica-
dos en diversos campos.

Operadores miltiples de
Wright-Erdélyi-Kober de tipo
Riemann-Liouville
Definicién
Sea m> 1 unentero, B, >0, A >0, 8 2

Yie k= 1,2,...,m nameros reales. Se definen los
operadores multiples de Wright-Erdélyi-Kober de
tipo Riemann-Liouville como [6]:

W) =1G5600 .1 ()=

[yk+5,,+l—~l % L ]
-1LHm0 1 Bk Bk

g B 1 3
et

f(x)sis, =0,A, =B,,k=12,..m (1)
donde H ;%" { E . )Q } es la funcién H de Fox,
k 'k

m

Sahy SWeCiyazmmbag ).

k=) Moy k

con G, = {f(®)=x"F(x)p>a,7 eClo,)} 2)

Entre las propiedades de este operador se
encuentra [6]

VS (at, si i&k >0,
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. F[y,{ +l+{}
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e =11 = ol (3)
kst T(yk+5k+l+ﬁ‘
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Operadores multiples de
Wright-Erdélyi-Kober de tipo
Weyl

Definicién

Sea n >1un entero, g >0 >0.a, 20y
T k= 1,2,...,,n nameros reales. Se definen los
operadores multiples de Wright-Erdélyi-Kober de
tipo Weyl como [6]:

Kf (x)= KEQE) f(x) =

. (tk +o, +— —
x! I H| ' If (@t s 3e, >0

| O
By,
(4)

f(x) sioo, =0, SI:_E.)IU =1

con Z——

1
& kg

=05 (%) EC:. .a'sl’rgi::(ﬁkt,),

- {/(x) =x'g(x);q <a’,g €C(0,m),|g| < A, }

Entre las propiedades de este operador esta

6
(6] .
R Iy Ty -{
Eede) A _ SN "
Keneon® =11 7 6)
knl A
1wy my =—
£y

Practicamente, los operadores generaliza-
dos de integracion fraccional (1) y (4), son modifi-
caciones de los asi llamados “integrales fraccio-
nales generalizadas, u operadores multiples de
Erdélyi-Kober" de tipo Riemann-Liouville y de
tipo Weyl, introducidos en trabajos previos de V.,
Kiryakova [7] y en un trabajo comiin de S. Kallay
V. Kiryakova [8]. Estos operadores, obtenidos de
(1) y (4) cuando B, = A,k = 1,...,m, son represen-
tables no sélo por integrales de la forma (1) y (4),
involucrando funciones H (o funciones G), sino
también como composiciones de operadores de
Erdélyi-Kober de tipo Riemann-Liouville o Weyl,
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respectivamente. Cabe mencionar, que los ope-
radores (1) y (4) son también composiciones de
operadores de integracion fraccional mas sim-
ples ([6],[9]) pero que no son los usualmente lla-
mados operadores de Erdélyi-Kober.

Todas las propiedades de (1) y (4) se dedu-
cen facilmente en la misma forma como para el
caso especial mencionado, desarrollado por Kalla
y Kiryakova [8], Kiryakova [7] y ademas aplicado
a la teoria de las funciones especiales [10]. A sa-
ber, en [10] ha sido demostrado que casi todas las
funciones especiales (incluyendo las funciones

F, y las funciones hipergeométricas generaliza-
das de Wright ,y ) son representables como in-
tegrales fraccionales generalizadas de la forma
(1) de tres funciones elementales basicas.

La Funcién H de Fox

La funcion H de Fox se define en términos
de una integral de tipo Mellin-Barnes en la forma
[11, 12]

A
Hyly' (x)= HYY | x
@/’Bl

Q]J’ j;:|zllulv|i (aI,A,) ...... ,(a,.,AP)}

= ——1— J‘ X(s)x’ds, (7)
2mi

donde i = ¥~1y los polos del integrando, son asu-
midos como simples.

Aqui,
ﬁ[r(b.-a.xflr(l-a +As) i
I:lr(a, As)f]r(i b, +B,s)

donde M, N, Py Q son enteros no negativos tales
que OSN<P 1< M<Q

X(s) =

son numeros complejos tales que
A,(b, +u)# B,(a; -1 —1) para

wk = 012,00k =120 MG =12, N

C es un contorno apropiado separando los
polos de T'(, - B;s), j=1,....M, de los polos de
C(l-a;+4,5),0=1,...N.

La expresion x° = ex]{s{Logxi + iarg(x)}].
Log|x| representa el logaritmo natural de |x] y
arg(x) no es necesariamente el valor principal.

En este trabajo evaluamos algunas integra-
les fraccionales que involucran la funcién H de
Fox de diferentes argumentos. Para tal fin usa-
mos los operadores multiples de Wright-Erdeélyi-
Kober de tipo Riemann-Liouville y de tipo Weyl,
definidos y estudiados por L. Galué, S.L. Kallay
H.M. Srivastava [6].

Integrales fraccionales que contienen la
funcion H de Fox han sido evaluadas también por
M. Saigo, R.K. Saxena y J. Ram [13], usando los
operadores definidos por M. Saigo.

Evaluacion de integrales
fraccionales que involucran la
Funcion H de Fox usando los
operadores miltiples de
Wright-Erdélyi-Kober de tipo
Riemann-Liouville

Si h(t;x)=t"HEY | zt* (x -
1 PQ { ( (b*,B )Q

(a,,A ) }

dondec eC,p,v e R’
de la definicion (1), se tiene que

. OB 3 oy
Ihy(15%) = Lighonym (15 %) =

[Y&*’S +1- l l]

IH,,,O # Ba Bk !
1

+l-—,—

(7* A M].

;oy,:jg[ztv(x i) (a4 )) ]d, 9

(BB,
aplicando la definicién de la funcién H de Fox (7),
se puede escribir

—

[yk+5k+l— : | 1]
9= [Hzs] BB |,

I "
T kk’lk 1
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! . Iy (850) = I 500 (8:3) =
t 51'1:1' IX(.S’) z t”(x*l) ds dl' (10) ) y ( )
% +7
= (+-E2 ) e aiio
intercambiando el orden de integracion, en base x Z SHI g | & ’ G+ )" (15)
a la convergencia uniforme, se tiene - ("V)(b“s‘)'a‘L'Y' e :

oY
<3 "o 1(“+8k+l_’3k"3;l J
IX(S)Z X J-H

11"
] )

(11

Ih(t;x) =

ik (x—t)n dt vds

donde usando el desarrollo del binomio e inter-
cambiando el orden entre la integral que depende
de t y la sumatoria, se tiene

Ih(t;x) = J.X(s)z Z( sv)

[ ;)
x"I:H'"‘o I B, Bi), vy s (12)

ik +1- L |
Y T X

1

de (3) este resultado puede ser escrito como:

g s H)
T, (t;x) = J-X(“) e ;F(r+1)l"(— vs)

- F[yk+1+c—+:s+ }

T F(Yk+8‘. +1+°+;si+r] (13)

k

k
x® " ds.

Intercambiando el orden de la integral y la
sumatoria, y usando (8), se tiene que

i ﬁ['(b,, —B,sﬁl‘(l—a, + A, 5)(r —vs)
Th(t;x) = xz = —
7 271:1 H (-5, +B,s)1_II'(a,k — 4,5)0(=vs)

k=M k=N+l
Hr(h s s }J-\’J
k=1 Ay A‘k kk (xp+vz)‘dg
l—’"l { 5. ¥ us) (14)
Cly,+8, +1+ —+ —+—
k= Bk Bl BA

el cual, al tomar en cuenta la definicion de la fun-
cion H de Fox, equivale a

) ,—[Re[c ] + min [y‘k‘ iy DJ
v [ 1<k <m| In ¥

S5, 20,51 o5 !
k

k= k=1 M &k

con min Re[ b ] > max

,wyveR ,ceC

=
n

donde para establecer estas condiciones se utili-
z6 el comportamiento asintético de la funcion H
de Fox [14].

De manera analoga se pueden obtener los
siguientes resultados:

Si k() =t"HY {zl"‘ (x-)"

(a*‘A‘)lp],

®..B.)°

celC, pveR

entonces
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Pamel Qo) | Z
=0 ! [7k+]+c+r Hj (b,,B )‘ (lv)
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0.0, _>
Z ;lﬂ( Illﬁk

,uyveR+,creC.

Si hy(tx) = t"l{,':fé‘v [zt“ (x

("v t)jl
(b B
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P (a,-1) . (5.5, +1) (c+l) . [b_.\ 1
Si h(1;x) = tsH;.féN zt‘“(x-— {)v (ﬂk ,Ak)| ,’_Zi‘gchi\* 4, ] ﬂi’*’"(‘p:f/] _Rekpu; s Jmin Re 3,) s

Q »
(bk’Bk)|
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() = L0 (66) =

=
- MmN | vy X X
x Z 'Hpmu‘au..l =
o
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(r,v){y,+l+@’ ) Pj (17,(,812
(18)
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m 1 Ll
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Evaluaciéon de Integrales
Fraccionales que Involucran la
Funcion H de Fox Usando los
Operadores Miltiples de
Wright-Erdélyi-Kober de tipo
Weyl

Siguiendo el procedimiento senalado en la
seccion anterior pueden establecerse los siguien-
tes resultados utilizando los operadores multi-
ples de Wright-Erdélyi-Kober de tipo Weyl.

(,,A)}

Si h(t;x)=t"H"Y zt"(t—x
5 PQ ( ) (bkaBk)lQ

ceC, p,veR‘.setieneque

Kh, (£;x) = Z
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[1 vt 1)
< [an Bt B gl | (19)

[ : ljn
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& &),

después de usar (6),
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(e (Ex )
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(-9
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&
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LN

En este ultimo resultado debe tomarse en
cuenta el signo de p-v, para poder aplicar la defi-
nicién de la funcion H de Fox; por lo cual se re-
quiere considerar tres casos:

L-Sip>v

sy = KEED p e
Kh, (1;x) = Koy (%) =
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De igual forma que en (22), se deben consi-
derar tres casos:
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Como casos particulares se tienen los si-
guientes:

— ParaB, =X, k=1...,mse obtienen los re-
sultados correspondientes para los opera-
dores multiples de Erdélyi-Kober (represen-
tando también composiciones de operado-
res de Erdélyi-Kober, en el sentido propio)
de Kiryakova [7].

— Cuando B, =7 =L k=1...,m los resulta-
dos corresponden a los operadores que tie-
nen la funcién G de Meijer como niicleo [7].
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