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Variable structure control with integral action
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Abstract

Variable structure system control is a rapidly developing no-linear controller design method. It
provides attractive features such as fast response and insensitivity to variation in plant parameters. In
this work a new reaching law with constant plus integral rate is used to design a variable structure
controller. This controller was experimentally tested in the digital position control of a DC servomotor.
The addition of integral rate to the reaching law, with the proper selection of its parameters, improves
the tracking accuracy and the robustness of the variable structure controller.
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Control de estructura variable con accion integral

Resumen

Los controladores de estructura variable se han desarrollado rapidamente para control de sistemas.
Estos controladores presentan caracteristicas atractivas tales como respuesta rapida e insensibilidad a
las variaciones de los parametros de la planta. En esta nota se presentan resultados experimentales de
la implementacién de un controlador de estructura variable con una nueva ley de alcance para el control
digital de posicion de un servomotor de corriente continua. Los resultados obtenidos muestran que con
esta ley de alcance y una adecuada seleccion de los parametros, se mejora la exactitud de seguimiento
y la robustez del controlador de estructura variable.

Palabras clave: Control de posicion, control no lineal, control de estructura variable.

planta es el llamado control de estructura varia-
ble o de modo deslizante.

La idea matematica basica en el desarrollo
del control de modo deslizante, se puede derivar
considerando una ecuacion diferencial continua
por partes (lineal o no lineal) con el lado derecho
discontinuo en una hipersuperficie [1-5]. Si las
trayectorias de las ecuaciones diferenciales fuera
de esta superficie, apuntan hacia la superficie de

Introduccion

Los avances en la tecnologia digital y en las
interfaces entrada/salida, hacen posible la im-
plementacion de controiadores robustos de buen
comportamiento, pero que son mas complicados
y/o de mayor orden, y que requieren de una
potencia de computacion adicional y de elevadas
frecuencias de muestreo.

Los conceptos de control y algoritmos antes
estudiados [1-3], para sistemas mecanicos pe-
quenos tales como, €l control de posicion de
actuadores electromecanicos, usando simulacio-
nes digitales pueden ahora probar su verdadero
valor en experimentos de laboratorio. Uno de
estos algoritmos que presenta caracteristicas
atractivas tales como, rapida respuesta e insen-
sibilidad a la variacién de los parametros de la

discontinuidad, se puede demostrar [1,5] que las
trayectorias que empiezan en la superficie de
discontinuidad permanecen en ella (se deslizan).
A esta superficie por lo tanto se le denomina
superficie de deslizamiento.

Una trayectoria de fase de este sistema
consiste de dos partes, representando dos modos
del sistema, el modo de alcance en el cual la
trayectoria, comenzando desde cualquier punto
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en el plano de fase, se mueve hacia al plano de
conmutacion (superficie de deslizamiento) lle-
gando a €l en un tiempo finito, y el modo desli-
zante en el cual la trayectoria tiende asintética-
mente al origen del plano de fase. Durante el
modo deslizante la dinamica del sistema esta
gobernada solamente por los parametros de la
hipersuperficie.

Existen muchos criterios para el disefio de
la superficie de conmutacion que garantizan un
modo deslizante asintoticamente estable [1]. Sin
embargo se ha prestado menos atencion a la
dinamica de la fase de alcance y hasta reciente-
mente se la dejo sin especificar y sin controlar,
interesandose solamente en que las variables de
estado alcanzasen la superficie de conmutacion
en un tiempo finito. Hung y Gao [1] presentan
varias leyes para la dinamica del modo de alcan-
ce, y demuestran que pueden contribuir a mejo-
rar la respuesta del sistema y reducir los proble-
mas de “chattering’.

En el presente trabajo se considera una ley
de alcance de segundo orden para el disenio de
un controlador de estructura variable. Para sis-
temas de una sola entrada y una sola salida el
controlador obtenido, es equivalente al derivado
por Chang [2] usando funciones de Liapunov.

El comportamiento del controlador con esta
nueva ley de alcance se estudia experimental-
mente implementandolo digitalmente para el
control de posicion de un servomotor de corriente
continua. Se observa que el comportamiento del
sistema de control es superior al obtenido usan-
do un controlador de estructura variable sin
accion integral.

Formulacion del problema del
control de estructura variable

Dado el siguiente sistena de control gene-
ral y posiblemente no lineal:

x = Alx,t) + B(x,t)a +d (1)
dimx=nydinu=m

con el origen del plano de fase representando el
estado de equilibrio del sistema y d las perturba-

ciones que lo afectan, el diseno del sisterna de
control de estructura variable consiste de las

siguientes dos etapas: diseno del modo deslizan-
te y del modo de alcance.

Diseno del modo deslizante

Un sistema de control de estructura varia-
ble esta gobernado por el signo de una funcién
del vector de las variables de estado s(x), que se
define como la funciéon de conmutacion. En ge-
neral, esta funcion es lineal y de dimension m
igual a la dimension del vector de acciones de
control.

s(x)=cx (2)

donde s(x) = [81(X) .....Sm(X)] ¥ c=[c] ... el i’

Por lo tanto cada componente de la funcion

(2), si(x) = ¢/ (x) = 0, define una superficie de
conmutacion. Estas superficies representan la
dinamica deseada para el sistema.

La condicion necesaria para que una tra-
yectoria permanezca, una vez alcanzada, sobre
la superficie de conmutaciéon s(x)=0 es que se

cumpla §(x)=0. Esta condicion se utiliza para
encontrar un control equivalente u para el modo
de deslizamiento, Diferenciando s(x) con respec-
to al tiempo a lo largo de la trayectoria dada por
la ecuacion (1) y despejando u se obtiene, para el
caso de usar un modelo aproximado del sistema

dado por B(x,t) y Ax,b), la siguiente ley de con-
trol,

-~ _1 ~
u(x) = —@—: B(x,t)) g—:A(x. t) (3)

siempre y cuando la matriz inversa exista.

Esta ley de control equivalente garantiza la
existencia del modo deslizante en la superficie de
conmutacion y utilizandola en la ecuacion (1)
permiite obtener la dindmica del modo deslizante.
La ecuacion (3) es una ecuacion general tanto
para sistemas lineales como no lineales y de una
ovarias entradas. El analisis del modo deslizante
y la busqueda de superficies de conmutaciéon
estables es, con pocas excepciones, un problema
dificil, especialmente para sistemas no lineales.
El estudio de la estabilidad para sistemas no
lineales en general se efectia usando transfor-
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maciones de estado que llevan al sisterna a una
de las varias formas canonicas posibles.

Diseno de la fase de alcance

El requerimiento principal en el disefo del
modo de alcance es que la ley de control total
debe satisfacer la condicién de alcance que ga-
rantiza que la trayectoria llega a la superficie de
conmutacion, o equivalentemente que s(x) alcan-
zara el valor s(x)=0 en un tiempo finito y desde
cualguier posicion inicial arbitraria.

Requerimientos adicionales tales como ra-
pido alcance y bajo “chattering” pueden ser in-
cluidos en el disefio, usando como leyes de al-
cance para la dinamica de s(x), ecuaciones dife-
renciales asintoticamente estables de la forma,

$=—Ksgn(s) — KIh(s) (4)
donde,

K = diaglk;...kg), k; 0, sgn(s) =
[sgn(sy ).. .sgn(sy)], h(s) = [hy...h]

Distintos valores de los parametros K y Kl
y de la funcién h(s) dan como resultado distintas
caracteristicas dinamicas durante la fase de al-
cance. La ley de control con accién integral usada
en este trabajo, asi como otras leyes propuestas
en literatura, son casos particulares de la ecua-
cion (4). Todas ellas son asintoticamente estables
y garantizan un tiempo finito de alcance cuando
no se usan capas limites para la superficie de
conmutacién. La ley general del control de es-
tructura variable se puede ahora determinar
calculando la derivada de s(x) a lo largo de la
trayectoria del modo de alcance e igualandola a
la ecuacioén (4). De este modo se obtiene,

%" Alx, t)+ %Eﬁ(x,t)u(x) = —Ksgn (8)— KTh(s)(5)

y despejando u se tiene,
~ _1 ~
u= -G—: B(x, t)) % Alx,t)+ Ksgn(s)+ KIh(B)](G)
Se puede demostrar [2,4] que, cuando se
usan modelos aproximados del sistema para el

controlador, la magnitud del parametro K repre-
senta una medida de las perturbaciones y de la

incertidumbre del modelo. Suponiendo que di-
chas incertidumbres y perturbaciones estan aco-
tadas por funciones continuas y conocidas, se
puede estimar una cota inferior para K que
garantice la condicién de alcance.

En sistemas reales es imposible obtener
conmutacion infinitamente rapida como requie-
ren las suposiciones hechas en el diseno del
controlador, por lo que siempre ocurrira “chatte-
ring” en el modo deslizante y en el estado esta-
cionario. Una de las causas del tiempo finito de
conmutacion es el retraso introducido por las
conversiones analogica/digital, digital/analégi-
ca y computacion, cuando se usan sistemas
digitales.

Este problema de “chattering” se puede
eliminar utilizando el método de continuacion
que elimina las discontinuidades de la accién de
control en un entorno de la superficie de conmu-
tacion [6]. Esto se logra reemplazando sgn(s) en
la ecuacion (6) por la funciéon sat(s) dada por,

sgn(s) , si |s]>=w1

sat( s):{ s (7)
w

,sils|l<w |
-

donde W es el ancho de la capa limite.

Control de estructura variable
para sistemas de una sola salida,
una sola entrada

Desarrollo del algoritmo de control

Uno de los modelos mas comuinmente usa-
dos el control de sistemas no lineales de una sola
entrada y una sola salida es de la forma,

Xy =g, .
xg = x%'
. (8)

%, = £(x)+g(x)u+d

y =X1 € R es la salida del sistema. La ley de
control fuerza al vector de estado
X=[x1...X1] =y y ...y('“”] a seguir la trayectoria
Xd = [Xa1 Xd2...Xan] = [yd ¥ ...y ™.

Definiendo el vector error como X = X - X4 la su-
perficie de conmutacion en funcion de este vector
esta dada por s(x) = cx, ca = 1. El estado de

equilibrio del sistema corresponde al origen del
vector error.
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Para el sistema dado por (8), y usando un

modelo aproximado ( f (x), g(x))ylaley de alcan-
ce con accion integral, de la ecuacion (6) se
obtiene el siguiente algoritmo de control,

=
u= é(x)—l{ﬁ + Ksgn(s)+ KIJ‘ s(‘r)d‘t} (9)
0

=1
P a - ) s T, 22,
donde u = -£ (x)-xp —yf,:f1 P Y X = iglcixi
Este Controlador, que incorpora la inte-
gral de la funcion s(x), puede también derivarse
usando la teoria de Liapunov con la funcion

v=1/2s" s+1/2(jsTdt)K1(_[sdt). Chang [2] esta-

blecié una analogia entre la condiciéon de desli-
zamiento V:sT('s+ QJ sdt)( 0 .y la estabilidad

de un sistema masa-resorte-amortiguador don-
de la integral de s(x) se puede considerar como
un desplazamiento equivalente.

La dinamica de s(x) en presencia de pertur-
baciones y el uso de modelos aproximados se
puede obtener sustituyendo la ecuacion (9) en la
(8). Suponiendo que g(x) = g(x) = 1 (sin margen
de ganancia) se tiene,

=i
é=—Ksat(%} KIJ-s(t)d‘c+ (£-£)+a (10)
0

Por lo tanto, de la ecuacion (10), se puede
considerar a la variable s (que es una medida de
la distancia algebraica a la superficie s(x)=0),
como la salida de un filtro estable de segundo
orden cuya dinamica depende solamente de los
parametros K, Wy KI . Las entradas a este filtro
son las perturbaciones y los errores en el modelo
(incertidumbre en la dinamica). De la ecuaciéon
(10) se observa que EI puede ser usada para
limitar el ancho de banda de la dinamica, y W
para controlar el amortiguamiento. Esto elimina
el compromiso entre la exactitud en el segui-
miento y el filtrado de la dinamicas indeseables
presentes.

Determinacion de los parametros
del controlador

Bajo control deslizante, esto es en las pro-
ximidades de s(x) = 0, ¢l sistema descrito por (8)

con la ley de control dada por (9) y en ausencia
de perturbaciones y error en el modelo se puede
reducir a [7],
X, =X,
£y SXg

n-1 (1)

. n—1
%;= X 3% ;.4 +KT glo::iﬂxi +K1/c, %, ar

i=1
Definiendo Z:=) %, 91- y operando algebrai-
camente se obtiene

z, =X,
X, =%,
X, =X, (12)

X, =K z,tc,xi+(c + K 3)?(2+ .....

+ (Cn_2 + KI)(n—l —+ Cn_] Xo
o en forma matricial,

X = AX + BV (13)

V=GX -
donde X=[z, %,..%,] , 8=[00...01]"

y 6=[KIc; KIe, (c; +KIey).uulcy ,+KI) cp_y]

Usando la técnica del regulador éptimo con
el siguiente indice cuadratico,

=%J‘m(_£TQi+VTRV)ir (14)
0

donde @ y R son matrices ponderadoras. Supo-
niendo que en el tiempo t=0 el sistema se en-
cuentra en modo deslizante, la matriz G de ga-
nancia optima esta dada por

G=-R 'B'P (15)

donde P es la solucién de la siguiente ecuacion
de Ricatti,

PA+A P-PBR 'BTP+Q=0 (16)
Una vez determinada G se puede obtener

KI y el vector c.

Resultados experimentales en el
control de posicion en un motor
de corriente continua

Modelo lineal del servomotor

El algoritmmo de control de estructura varia-
ble con laley de alcance propuesta fue implemen-
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convertidor circuito Servo -
/A Op-amp Amplificador
Motor DC
Microprocesador
Tacogenerador
Caja reductora
e ) (1/30)
Contador convertidor p circuito . ok
Arriba/abajo AD i | Op-amp medidora de
oo e posicién

Figura 1. Equipo experimental utilizado.

tado digitalmente y aplicado al control de la
posicion angular de eje de un servomotor de
corriente continua. Los motores de corriente con-
tinua usados en robética y otras aplicaciones
industriales sufren frecuentemente cambios en
el ambiente de trabajo, tales como variaciones en
la inercia y friccién causando variaciones en el
tiempo de los parametros que influyen el com-
portamiento del sistema. Por lo tanto aun cuando
el motor de corriente continua es un sistema
relativamente simple, es un buen equipo para
probar nuevos algoritmos de control en tiempo
real con perturbaciones y carmbios inducidos en
el sistema.

El modelo lineal aproximado para un motor
de corriente continua controlado por armadura
esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones
[6l,

Sl Rl by e 1

Donde x3 es la posicién angular del eje x2 es la
velocidad angular, 1p=JR/(Rfr+Ep Kj) es la
constante de tiempo mecanica y Ep=Ki/(Rfr+Ep
Kj) es la ganancia del proceso. Los dos altimos
parametros dependen de las caracteristicas eléc-
tricas del motor Ki, Eb y R y también del mo-
mento total de inercia J y la friccion reflejados en

el eje del motor. Definiendo X;=x;-x;34 ¥

X, =X, —X,4 donde x4 es la trayectoria de referen-
cia, la superficie de conmutacion es

s(t)=X, +¢;X;. La ecuacion (9), usando una capa

limite de ancho W, da la siguiente ecuacion para
el controlador de estructura variable,

=
T 3 |
u= i{;—:- -c X, - KI‘[](Y:2 + clilﬁ't - Ksat(%)J(lS)

Descripcion del sistema

El motor de corriente continua con magneto
permanente usado en este estudio es del tipo
empleado en posicionadores y aplicaciones de ro-
botica. La velocidad del motor se mide con un
tacogenerador y la posicion del eje de motor se
puede medir con una unidad medidora de posicion
unida al eje de motor a través de una caja reduc-
tora. El controlador de estructura variable se im-
plementé en un computador personal 386 con
tarjetas de conversion analogico-digital y digital-
analogico de 12 bits de resolucién. En la Figura 1
se muestra un esquema del arreglo experimental
usado. El tiempo de muestreo usado en todos los
experimentos fue de 3 mseg. Se encontro que con
esta frecuencia de muestreo, que es relativamente
alta, la version continua del controlador de estruc-
tura variable se puede utilizar.

Las constantes del modelo se determinaron
usando un método de identificacion de parame-
tros basados en el control por relay [8], vy la
determinacion de la ganancia ultima y la fre-
cuencia correspondiente para diferentes valores
de tiempo muerto, agregado via software. Para
simular variaciones en el sistema se introdujeron
cambios en el factor de friccion de Coulomb. Esto
se hizo mediante ¢l cambio de la posicion de un
freno magnético acoplado a un disco metalico
montado en el eje del motor. La identificacion se
realizd para dos valores del coeficiente de fric-
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Tabla 1
Variacion de los parametros del modelo en funcion de la posicion del freno maximo

Freno aplicado (% del total)

Ganancia (grados/volt-seg)

Constante de tiempo (seg)

50% de freno
75% de freno

62.5
27

0.1
0.075

Posicién (grados)
53

O AT

40

a c.5 1 15
Tiempo (seg)

Figura 2. Respuesta del sistema a cambio
escalon en el valor deseado
-w=10, —w=50, KI=40.

cion, correspondientes al 50% y 75% de la posi-
cion de freno maximo. Las variaciones de los
parametros del modelo con estos cambios de
freno se muestran en la Tabla 1. Como puede
observarse los cambios son considerables, este
incremento del freno magnético aplicado, incre-
menta considerablemente el factor de friccion fr
y este incremento, como se puede observar en la
ecuacion (17), afecta los valores de los parame-
tros del modelo.

Los parametros ¢ y KI fueron determinados
resolviendo las ecuaciones (15) y (16) para las
condiciones de 50% freno y sin capa limite (9],
con @ =diag[10° 50 0.1] y R =diag[0.1 0.1 0.1].
La matriz @ penaliza fuertemente las desviacio-
nes de la posicion de referencia y R se eligio de
tal manera de evitar saturacion en el controlador.

Discusion de los resultados

El objetivo de los experimentos realizados
fue estudiar el comportamiento de sistema usan-
do el controlador de estructura variable con ac-
cion integral y compararlo con el controlador de
estructura variable convencional. Este estudio se

Salida de contral (Volts)
10

o | |

0 ] 1
Tiempo (seQ)

15

Figura 3. Respuesta del controlador a
cambio escaldn en el valor deseado
-w=10, — w=50, KI=40.

realizd sometiendo al sistema a cambios en el
valor deseado y en las condiciones del sistema.

Los experimentos consistieron en introdu-
cir cambios escalén y senoidales en la trayectoria
de referencia usando para el controlador los
parametros determinados con la condicion de
medio freno.

Enlas Figuras 2 y 3 semuestra larespuesta
del sistema a un cambio escalén de 45 grados en
el valor deseado para diferentes anchos de la
capa limite. El ancho de la capa tiene una con-
siderable influencia en la respuesta del controla-
dor en relacion al efecto de “chattering”. En la
mayoria de las aplicaciones reales, este parame-
tro se debe determinar experimentalmente me-
diante un compromiso entre la velocidad de res-
puesta en la zona cercana a la superficie de
conmutacion y el problema de oscilacion alrede-
dor de la misma.

En las Figuras 4 y 5 se comparan las res-
puestas obtenidas con el controlador de estruc-
tura variable convencional y el que usa acciéon
integral para cambios senoidales en el valor de-
seado. Las condiciones de los experimentos co-
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Posicidn (grados)
60 T

Fo
1

-20F

—

8

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Tempo (seq)

Figura 4. Respuesta del sistema para
variacion senoidal del valor de referencia.
—Referencia, —KI=40, ---KI=0 50% Freno.

Salida de control (Voits)

fS

i L . s
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Tiempo (seg)

Figura 5. Respuesta del controlador para
variacién senoidal del valor de referencia
—-KI=40, ---KI=0 50% Freno.

S(n
50 e

40+
30
20

10F \

0 - ORI S LTI
Fi " ../v'v ".-r,',/ ("‘- i o \ IH) |
BRI N a4 [ N4
-10} it \' oo r’ R
20k 4
-30 4
-40F
_50 P i N ; " ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3s 4
Tiempo (seg)

Figura 6. s(t) para variacién senoidal del
valor de referencia. 50% Freno
Accion integral, KI=40.

rresponden a 50% de freno. La exactitud del
seguimiento (amplitud y desfasaje} mejora con-
siderablemente con el uso de la accion integral,
Figura 4, con menos oscilaciones en la salida del
controlador, Figura 5. Las Figuras 6 y 7 mues-
tran como varian s(t) con la senal de referencia.
Idealmente en modo deslizante sin capa limite
s(t) deberia ser igual 0 para t > 0. El uso de una
capa limite ademas de la incertidumbre en los
modelos de sistemas reales, hacen practicamen-
te imposible cumplir con esta condicion exacta-
mente. El uso de la accién integral reduce la
amplitud de las variaciones en s(t) y por lo tanto
mejora la aproximacion a las condiciones ideales
de modo deslizante.

Finalmente en las Figuras 8 y 9 se muestra
la respuesta del sistema cuando la condicién de
freno se aumenta de 50% a 75%. El incremento
de la discrepancia entre el modelo y el sistema
tiene un mayor efecto negativo en el lazo de
control usando el controlador de estructura va-
riable estandar.

Conclusiones

Una nueva ley de alcance se aplico para el
disenio de un controlador de estructura variable.
Los resultados experimentales obtenidos en su
aplicacion al control de posiciéon de un servomo-
tor de corriente continua, demuestran que el uso
de esta ley de alcance, con una adecuada selec-
ciénn de sus parametros, mejora las respuestas
de lazo de control para el sistema y su robustez
frente a cambios en el proceso.

s
50I - . : ; - —

40

8

» i 4
30 § \ $ L

40 \'ﬁ, L . 4

0.5 ; 1‘.5 2 2‘.5 le 3i5 ¢|1
Tiempo (seg)
Figura 7. s(t) para variacién senoidal del
valor de referencia. 50% Freno
Sin accién integral, KI=0.

I a—
0

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 20, No. 2, 1997



140

Ramirez, Bastidas y Vinante

Posicién (grados)

60 T T - T T

20 fi

-20

-40

0 i g
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Tiempo (seg)

Figura 8. Respuesta del sistema para

variacion senoidal del valor de referencia

O w

8

e ME<ao R R

— Referencia, —KI=40, ---KI=0
75% Freno.

Nomenclatura

Matriz caracteristica del sistema
Matriz de las acciones de control
Vector de coeficientes de la superficie des-
lizante

Constante del controlador

Constante integral

Superticie deslizante

Vector de las acciones de control
Funcién de Lyapunov

Ancho de la capa limite

Vector de desviacion

Vector de variables de estado

Vector perturbacion

Funcion signo

Constante de la funcion de Lyapunov.
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