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Abstract

Integrals involving hypergeometric functions have diverse applications in analysis, statistics,
physics and engineering.

In this work we avaluate iftegrals involving the generalized hypergeometric function and the

Kamp¢ de Frict function. The results obtained are general and inelude some known Integrals as
particular cases.

Key words: Definite integral, hypergeometric function, Kampé de Fériet function.

Integrales que involucran la funcion
hipergeométrica generalizada y la funcion
Kampé de Fériet
Resumen
Integrales que Involucran funciones hipergeométricas tienen gran varledad de aplicaciones en

analisis, estadistica, fisica e ingenleria.

En este trabajo evaluamos Integrales que contienen la funcién hipergeométrica generalizada y la
funclon Kampé de Férlet. Los resultados obtenidos son generales e Incluyen como casos particulares
algunas integrales conocidas.

Palabras claves: Integral definida, funclén hipergeométrica, funcién Kampé de Fériet.

Introduccién & 63
. it x4 ]
Integrales que Involucran la funcién hiper- 2= F, [;‘1 ;: """ ;” ' } =y ;1 % (1)
geomeétrica de una o mas variables, se encuen- e T 0 gy,
tran naturalmente en una gran variedad de pro- FE
blemas en analisis, estadistica, clenclas fisicas
e ingenteria [1]. donde
De aqui la necesidad de trabajar con inte- (@) = Mok /T (0); B;# 0,-1,-2,...;j=1,2,...q. (Ver
grales de esta clase. 2D
La funct(.)n hlpergeométl'lca genera.".zada lla serie qu converge para
pFgq se representa por:
[Z|<e=sip=<gq,
{|z|<lsip=q+l. )

diverge para todo z=0 sl p>g+1.
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La serie pFy para |z| = 1 es: absolutamente
convergente sl Re(n) < 0, condiclonalmente con-

vergente (z # 1) sl

0<Re(m <1, 3)

divergente si 1 < Re(n), donde

P q
n=Y oY By
h=1

h=1

En 1966 Lucy Slater [3] evalia la integral
con la funcién hipergeométrica pFy [(a); (b); ztl y
los factores ! (1-§4“! sobre [0, 1]. Por otro lado,
en 1970, Saxena [4] calculé algunas integrales
con funciones hipergeométricas entre las cuales
esta:

jl ¢l (l—t)v‘l o Apivi1-4 .
by by ;
224 [Z:d? 2y yt“} dt @

2nB | G A(TEP), A(riv-A—utp) : by, by ;

=LFuon5 [“r A(rsv+p-2), A(Tevp—) : ds, s ; x,y]

T(WT(E)T(p+v-A-p)
Nvp-MT(v+p—)

Re(p), Re(v), Re(p+v—A~)>0, L=

donde A(n.«) denota la secuencia de los n para-
metros

a/n, (e+l)/n,..., (c+n=1)/n, n=1,2,8,... (5)

y Ff;,ﬂ denota la funcién Kampé de Fériet con
Gk=pym=n=5.

Saxena obtuvo los sigulentes casos parti-
culares de (4):

i) Cuando a=y=0

: p-1 v—1
[t a-o0" R v 1-4

]

ﬂF5 (bB: dG; xtn] B’FS‘ [Hﬂ; (fs; y'tni dt (6)

_y g2np | AGR), Aip+v—A—y) = by, by |
- LFor3 [A(n:wv—l). Arivip—) : dgdy; Y

donde Re(p), Re(v), Re(p+v-A—1)>0 .
if) Para p=5=0

b 1 v—1
[ 710" gF Dopividg

oFy lag 6 et at

_ ay, A(rGp), A(mip+v-A—) 5
= Laznbyan ¢, AlrevapR), Atrepav-yr) ; Y @

donde, Re(p), Re(v), Re(p+v-A-1)>0 .

En este trabajo se evaliian integrales con
la funcién hipergeométrica generalizada e inte-
grales que Involucran algunas combinaciones de
esta con la funcién Kampé de Férlet. Como casos
particulares se obtienen algunos resultados ya
conoclidos.

Algunas de estas integrales estan estrecha-
mente relacionadas con operadores de calculo
fracclonal, como por ejemplo con la integral
fraccional generalizada estudiada por Srivastava
and Saigo [5] y la muy conoctda integral fraccio-
nal de Riemann-Liouville de orden v.

Integrales que involucran la
Funcién Hipergeométrica
Generalizada y la Funcién Kampé
de Fériet

Conslderemos las sigulentes integrales:

1
1= j_x 1+0% (1-02" (148

Apeedys (-2 V& me)
ﬁg[m.---.ug:(ntz)" 4= r(e F(MJ e
2 2

1l v vl
Alreres lfﬂ ..... 'L(.—[ ..... —(—;
prv o pive2(]) prvil  pav-142i ¥
Bivesilip'ggees™ g1 v o CTE

donde, ie N, Rep), Rev)>0, w=0-1-2,...,
i=12,....9

= [: X0 Ry ivil- 4

qk (ap):(bq)i(ck)i L
Fﬁ""“[(au):cﬂm):(vn):’“h ye| a- ©
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=D FP"'Z"JCF’:{(aji)vA(’LP)-A(’LV—l-u+p):(bq);(ck); Sl

di2hmn (), ACh, v-heg) A=) B, ity

donde, z, Re(p), Re(v), Re(v-A-utp) > 0, he N,

_TWT Q)T (-hit0) 1
[ (v24p) T (4i4p)

(10)

y A(h,p) como se definio en (5).

Z
Li=] t7z- 0" - wp ™ oF) Dowpiwt] .
o

gk [(@(bi(c s [zt zt
Finun{(ad)i(ﬁm):(’yn): 1-wt 1-wt o

A
N zp+v—1(1 + wz)

Bp,v) .
(1 - w2z’
gy [ V2 (@) vi—i=(Dpi (i 1 .
E |:p+v: Ho Vi Briris o Y& wzJ (1)

z, Re(p), Re(v) > 0, |larg(1-w2)| <r .

I = j_, A+2 (-9 (1+H .

O W
TIHpaby (]+I2)2 v

:q; ke (ap)iqu):(ck) ' N (1_[2)2 ” (l_t2}2 -
dmin| (@Bl i (1-B)2 " (1-B2

i T TV

2 p+v) _(pv+l) ©
(5] ()

| pavi @p)i==iBg)i(cidi (A

F | piv prvel

2" 9 Aot gi= =B )i (1) ()

X, Y, l} (12)

donde,

Re(p), Re(v) >0, i # 0,-1-2,..., i=1,2,...,9.

Demostracién de la igualdad (8)

Sustituyendo la funcién hipergeométrica
generalizada por su expresion en serle e inter-
cambiando el orden de la suma y la Integral,
posible ya que la serie converge uniformemente
en [-1,1] [6, teorema 14-31, p.430], se tiene

S
Il = 2 g_ j—l (1+t2)p+v+2y' dt
<0 1 (’-Lh)_}ﬂ
h=1

evaluando la integral por medio del resultado (7,
(2.2.7.2), p.304]

o1 B-1
C @ (@ L epy22 o B
a (AP b2 5(2’2] 3

a, Re(a), Re(B) > 0
resulta,

5 o
o 0w, 272 + ) T (v + )

hel
L=Y),

g
0 ﬂ(uh)jﬂl“(p+v+2y)
h=1

Re(v), Re(p) >0

usando la formula de duplicacién de la funciéon
gamma [8, (1.2.3), p.3] se obtiene,

Lo TET )
3= -
pHv p+v+1

110, 0y

o= ( )y (V
T Oy @1y (V)

2

0

q
ptv ) (p+v+l
T (g s

aplicando el teorema de multiplicacion de Gauss
[2.11.2.15), p. 17

W =M™ [T [1‘1"%1‘ n=0,12,.. me Z* (14)
Fl

queda,

___AnTTrM™

1= s
pHv p+v+1
(3 5]
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e
Z ; h=l =1

p+v=2+2r ptv—1+2r
s I1 I : !
h=1 h)JH[ 2i 1 [ 2i lj

r=1

de (1):

\fi F(D) )
pTYTl

2

BF

p  priEl v wviel

LT
s2fgn Py pvi2(El) prwrl  prv-1421 A
I s TR TR TR T

Re(p), Re(v) >0, = 0,-1-2,..., i=12,..,9

Demostracion de la igualdad (9)

Expresando la funcién Kampé de Férlet en
términos de su desarrollo en serie e intercam-
biando el orden de la suma y la integral (donde
asumimos que la serie es uniformemente con-
vergente en la region de integracion), resulta

- z
L =Y A, X[ 9 g o R i 1- —tz-]dt
o

rs=o
donde A,  esta dada por

(al)r+s (ap)rﬂ)(bl)r (bq)r(cl) '(Ck)s
R~ (a]_)r+s (ad)r+g(Bl)r (B )r (’Yl) (Yn)s” s!

(15)

A

Evaluando la integral por medio de la for-
mula [9, (2.21.1.11), p.315]

jxa— yt—)c)c"1 oF [a,b'cl— ]dx—

ool T O T () T (c-a—b+a)
[ (c—a+0) T (c-b+x)

(16)

Y, Re(a), Re(c), Re(c-a-b+a) > 0 .

se obtiene,

12 zv+p—l r V—)HHO Z A,—SAIUSZMHS) )

r (v—7~+p) T (v—p+p)
rns=o

(P) h(r+s) (V‘X‘WP)}.(”S)
(V—}\’+p)h(r+$) (V—LH_p)h(H.s)

Z, Re(p), Re(v), Re(v-h—u+p) > 0 .

De(14):

I' (v) T (p) T(v—A-p+p) s
b= T (v—A+p) T (v—utp) Z Ar o th) (yzh )

h . h
I pi-1 I v—x—ufpﬂ—l
&1 h +s &1 t r+s

R o R ;
i (v x+;>l+1— 1 J q [v—wflﬂ—l l
&l s &1 +5

usando (15), (5) y la definicion de la funcién
Kampé de Feriet [2, (1.3.28), p.27]:

2hegi k
=D F:;:Z!‘Lmn

(ap),A(hup), A(h.v—A-p+p):(by): (c);
{(ad),A(h,V—Mp),A(hv—uw):(ﬂm):(vn): ', y2*

z, Re(p), Re(v), Re(v—A-yu+p) > 0, he Ny D como
se definié en (10).

Sigulendo un procedimiento similar y con
la ayuda del resultado [9, (2.21.1.21), p.316] se
demuestra la integral dada por la expresion (11).

Demostracién de la férmula (12)

Sustituyendo la funciéon Kampé de Férlet
por su expresion en serie, e intercamblando el
orden de la suma y la integral (asumiendo la
convergencia uniforme de la serie en la region de
integracion), resulta

1 (1+02p+2(r=+s)—l (1- t)2v+2.(r+s)-1)

14 _z Af JJ I (1+t2)p+v+2(r+s)

rs=o

Moo kg (1-:2)2]
it
JFQ[H].---.W: A+tH?
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Usando el resultado (8) con i=1.

i TETW ZAr XY O)rs M

= - {ﬂ] = (p+v+l) ) (ﬂlimvﬂl
2 2 |72 2

ll....,lf, PHTHS, VHTHS |

F pv +v+1
i P2 s s, B
Hp "’lg' 2 )

1
+1tS;

De (1) y usando (2, (1.2.9), p.17]

O")m+n = (l)m A+ m, (17)
i T@EIrw

14 =0 .
2 [pw) (p+v+l]
BT
2 2

S
n O\-h)j (P)Nsﬂ (V)n-stj

1
¥, Aoy B =
s j=o m ,,)J["“'J (‘”"”)N
k=1 rHstf

De (15) y la definicién de la serie hipergeo-
métrica triple general [2, (1.5.14), p.44], se
tiene

Vi T@ETW

L= : (18)
ptv p+v+l
(55
o] (@i (b §
B B (B iy +

Rep), Re(v) >0, y#0,-1,-2,...,i=12,..,g,

bajo las condiciones requeridas para la conver-
gencia de la funcién hipergeomeétrica generaliza-
da, la funcion Kampé de Férlet y la serie hiper-
geométrica triple general.

Casos Particulares
a) Para =2, g=i=1, la Integral (8) reduce a

(- tz)z]
B2

I (1+z)2**‘(1 p2! (1+P)*‘”2F,{wqul.

i T(ETm AMAgpv
2

aFs| v pivil 11,(19)
r[%)r(”—*‘é”] Mgt 5

Relp), Re(v) >0, p; #0,-1,-2,...

b) De (9) con A=v

J e Fim[(ad)xﬂ,,.):(v,.) | dt=

vip-pi—1 reqk| (@p).AlRLp—p):(byiey) ;
il oo F::h""{(“d) e gy

z, Re(p), Re(v), Re(p-p) >0, he M. (20)

c) De (9) con p=d=o y el resultado [2,
(1.3.31), p. 28], se tiene

Io Yz, R, [x.pw:l— ]qu[ﬂ,. B,: ’Xth]

--v'Yn "

_p p2rak A(h.p), Alh,v=A—pp):(bg)i(cy) 5
2h:miny A(hv=)49),A(h,v—149): (B ): (,)

kF[ e t"]dt— (21)

xzhzf}

z, Re(p), Re(v), Re&(v—A—u+p) > 0, he Ny Dcomo se
definié en (10).

d) De (9) para g=lk=m=n=0 y usando [2,
(1.3.30), p. 28]

j tz-0""5F [Lu:v;l— —;] .

pFa [a N "% (x+y)2"}dt— (22)

_ (@), A(h,p), A(h,v—A~utp) ;
=Dps2n Fasan [(ad).A(h.v—kw) Alhov-pisg) {F97 ]

z, Re(p), Re(v), Re(v-A—i+p) >0, he Ny D como
se definié en (10).

) De (11) con A = p y el resultado [8, (9.14),
p-275)],
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[0

Tk (@)i(bi(cy) i Mz-t) y(z-t) di=
AT (0g):Bri () ¢ (1-wl) * (1-wt)

pr—l(l + wZ)p Bpyy).
(1-wz)
 s(apvi==i(bpi(eiip;
pv: o) wtvi—i— (B (v 12, yz, we) (23)
z, Re(p), Re(v) > 0, |arg(1-wz)| < n .

f) De (11) con p=p [8, (9.14), p.275],
=
| 'z 0wy .

k
qu

men

(@p)i(bgi(c) i xz-t) uzh |, _
() B 5 (1-wh) " (1wt |

el (L + wz)
1 -wz”

F(S) l_. .(ap) Vi-: .(b )'(Ck)'l

Blp,v) .

oy pHvi—i— (B )i (v
z, Re(p), Re(v) > 0, |arg(1-w2)| <« .

Xz, Yz, wz] (24)

g De (12) con =2y g=1,

1 " - A (1-£2)2
| (1+z)”"“( 1—0"“‘(11»12)*“21?1{ 14 (-8 }

My '(l+tz)2 '

ke [(@ibi(e) i x1-2"  y1-£y
Emn | (i Bkt 3 (14622 <1+ﬁ"’

i T@ETW
2 _ (p+v ptv+l )’
(5[5

[p Vi (@i=i=ibgi(c)id Ay 5

|
BS f’”— it B iy Y

Rep), Re(v) >0, p; # 0,-1,-2,..., (25)

Los resultados (4), (6) y (7) dados por Saxe-
na [4] se obtienen haclendo z=1, g=k=p, m=n=8y

h=n en las integrales (9), (21) y (@) reapectiva-

mente.
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