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Abstract 

Integrals Involvtng hypergeometrlc functlons have dlverse appIJcatlons In anaIysls, statlstlcs, 
phystcs and englneerlng. 

In th1~ work we évruUa.té lt\ttgrals Involvlng !he generalJ2ed hypergeometrtc function and the 

Kampé de Férlel functlon. The resuJts obtatned are genemI md tnelude sorne known lnlegrals as 
particular cases. 
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Integrales que involucran la función 
hipergeométrica generalizada y la función 

Kampé de Fériet 
Resumen 

Integrales que involucran funciones hipergeométrtcas tienen gran variedad de apllcaclones en 
análisis, estadistlca, física e Ingenleria. 

En este trabajo evaJuamos Integrales que contienen la función hJpergeométrtca generaliZada y la 
función Kampé de FéTiet. Los resultados obtenidos son generales e Incluyen como casos particulares 
algunas Integrales conocidas. 

Palabras claves: Integral defln1da, función hJpergeométrtca, función Kampé de Fértet. 

Introducción 

Integrales que Involucran la función hiper­
geométrtca de una o más variables, se encuen­
tran naturalmente en una gran variedad de pro­
blemas en análisis, estadística, ciencias físicas 
e ingeniería [IJ. donde 


De aquí la neces idad de trabajar con inte­
 (a.)k = r(a.+k) ¡r(u); ¡lJ ;t 0,-1,-2,,, .; j = 1.2, ... q. (Ver
grales de esta clase. 12D. 

La función hJpergeométrtca generaliZada La serie pFq converge para 
pFq se representa por: 

IZI < 00 sip~ q, 
(2){ Iz I < 1 s i p = qt1, 

dtverge para todo Z ;t O si P > q+ l. 

(1) 
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32 PrIeto y Galué 

La serie pFq para Iz 1;;; 1es: absolutamente 
convergente si Re(11) < o, condlcJonalmente con-

Yergente (lí 1- 1) 51 

o~ Re(n <1. (3) 

divergente si 1 ~ Re(,,), donde 

p q 

11 = L~ - L~h 
h=l h=l 

En 1966 Lucy Slater (3) evalúa la Integral 
con la función hlpergeométrlca pFq [(a); (b); zt) y 
los factores ("1 (l_t)d'c-l sobre (0.11. Por otro lado. 
en 1970. Saxena 141 calculó algunas tntegrales 
con funciones hIpergeométrlcas entre las cuales 
está: 

1 'f tp-l (l_ t)v-l 2F¡[I...J.l.:v; 1- t) 
o 

~.~ [a.x:~; b'1} ; xtn . .PI]dt (4) 
Y.¡; cr~;d¡;: • yL 

~+211,1} [Oa. ~n;p) . .1(n;v- 4+p) : ~.b'~ ; ] 
= L 'f+211,¡; c,. .6.(n; v+j>-A.) • .6.(rtV+p-Il) : ds,d¡; ; x,y 

donde .1(n.a.) denota la secuencIa de los n pará­
metro 

a./n. (Iul)/n..... (a.+n- l)/n. n=1.2.3... . (5) 

y t;.f denota la fimclón Kampé de Fértet con 

q=k=~ym=n= ¡¡. 

Saxena obtuvo los Siguientes casos parti ­
culares de (4): 

J) Cuando a. = y= O 

o 

~F¡; I~; dt;: ~lIl'F¡;. [b'Il; d¡;; yt") dt (6) 

¡¿11,Il [ .6.(n;p) • .6.(n;p+V-A-¡J.): ~.b'Il; ] 
= L 211,¡; .1(n;p+y-A)• .6.(n;v-tp-¡J.) : ~.d¡; ; x,y 

dondeRe(p). Re(v). Re(p+v-l.-¡!){} . 
11) Para p= ~ = o 

11 tp-'l (1_t)Y-l 2Fl (A,!L;V; 1-~ 
o 

aF'Y lela; c.r (x+y)f) dt 

Oa' ;i(n;p), .ó.(n;p+v- A- ,.,..) ; 1 
= La.+2J'-r+2n [ 'r 6(n;v+p-).), 6(n;p+v"il) : x+y (7) 

donde. Re(p), Re(v). Re(p+v-A.-¡J.)>Ü . 
En este trabajo se evalúan Integrales con 

la función hJpergeométrtca generalizada e inte­
grales que Involucran algunas combinaciones de 
esta con la función Kampé de Fértet. Como casos 
particulares se obtienen algunos resultados ya 
conocidos. 

Algunas de estas Integrales están estrecha­
mente relacionadas con operadores de cálculo 
fracciona!. como por ejemplo con Ja integral 
fraccIona! generalizada estudJada por Srtvastava 
and Salgo (51 y la muy conocida Integral fraccio ­
na! de Rlemann-UouvtUe de orden v. 

Integrales que involucran la 
Funci6n Hipergeométrica 

Generalizada y la Funci6n Rampé 
de Fériet 

Consideremos las siguIentes Integrales: 

donde, i E N . Re(p) . Re(v) > O. J.l.t i' 0.- 1.- 2 ..... 
i= 1.2.....g. 

I2 =r tp-\z_Ov- l 2F¡ [A..J.l;V; 1- ~ . 
o 

r] p;.q;~ [(ap>:(b~;(Ck) ; xl' éIt = (9)
d:m;n (CI.ct):(~,..J;('Y,J : .Y 
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Integrales con hipergeométrtca gener:illzada. y la Función Kampé de Férlet S3 

donde, z, Re{p), Re(v), Re(Y-A-¡L+?) >O, h E IV; 

D =r(v) r (p) r (V- l.- IH-P) zvttl-1 (lO)
r (V-Atp) r (viltp) 

y i1(h,p) como se detlnJó en (5) . 

~~kn [~~~~~:~\~~~~:; { )~~t} {)~~tJ] dt 

r+v- 1(l + wz)A. B( )= z p,V 
(1 - wz)P 

J;(3) [1.l+V~ ~(~,v:-;~:~~~ :(C~);A;.. XL:, yz. WZJl (11) 
p+v . . ( ad),I.HV. - ,-.(~.,J, (rJ,-, 

z, Re(p) , Re(v) > 0, lruy( l - wZJI < 1t . 

donde, 

Re(p), Re(v) > O, 11t * 0,- 1.- 2 •... , i= 1.2, ... ,g. 

Demostración de la igualdad (8) 

Sustituyendo la función hipergeométrlca 
generaUzada por su expresión en serte e inter­
cambiando el orden de la suma y la Integral, 
posible ya que la serie converge uniformemente 
en (-1.1) [6, teorema 14-31, p.430J, se tiene 

evaluando la integral por medio del resultado [7, 

(2.2.7.2) , p.3041 

a, Re(a) , Re(~) > O 

resuJta, 

J 
~ n (Ah)J 2p+v+2!f-2r(p + iJ) r (v + y) 

1 = L I-..c-1=-----_g________ 
1 

J=O n (j.l.hlJ11 r(p + v + 2iJ) 

1-..1 


Re(v), Re(p) > O 

usando la fónnuJa de duplicación de la funcJón 
gamma [8, (1.2.3), p.3) se obtiene, 

aplicando el teorema de muJt1pllcación de Gauss 
[2, 0.2.15). p. 17J 

- mnrr 
ffi 

(~l - +(A)mn - m j=l m ' n - 0,1,2 , ... m e Z (14) 

queda, 
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34 Prleto y Galué 

f t p+r- l i v+r- l 
TI (l¡Jj n1 n -l-'I. h=1 1'=1 1'=1 It 

. 9 1 (P+V-2+2rl nI (p+v-1+2rl'
]=0 n (ll fJj n 2 ' 2i J1 

h=l r=1 1 ' 1'=1 . 

de (1): 

1 _ ir[ f(p) r (V) 

1 ­ 3r [~YJr(~11 

F ¡Al..... A.p~ ... .. P+~ l .~ .....V+~l; 11 
J+2 9+2 ~ p+v+2( i--l) E±'::!! p+v-l+2i 


fl¡ ... ·. fl9' 21 .. .. . 2 i ' 2i , . .. , 2i ; 


Re(p}, Re(v} > 0, /lt '" 0,- 1.-2.... , i= 1.2 ..... g. 

Demostración de la igualdad (9) 

Expresando la función Kampé de Fériet en 
téml1nos de su desarrollo en serie e Intercam­
biando el orden de la suma y la Integral (donde 
asumJmos que la serie es unJfonnemente con­
vergente en la reglón de integración), resulta 

, J, ,sfz I»h( r+5)-1 v- l . . 1. dt
lZ =L,.Ar.s x!j i (z- i) 2Fl [A.. Il ,v,1- ~ 

o 
r.s--o 

donde A r•s está dada por 

_ (al}r+s · · (aJr+s(b1 }r" (bq),{c¡ )s'" (ek) s 
sA r. - (a 1}r+s··· (ad}r+s(~ 1}r .. (~m>r .. ('n}s" .(rn)s r1 sI 

(15) 

Evaluando la Integral por medio de la fór ­
mula 19, (2.21.1.11), p.315] 

Jy 0.-1 c-1 [ ,- x] dx 
o x (yo-X) 2Fl a,u,C;l - y = 

CHt- l r (e) r (a ) r (e- a-b+a) 
(l6)

y r (e-ata) r (e-bt-a) 

y. Re(a) , Re(e}. Re(e- a-bta) > ° . 
se obtiene, 

~ 

]. = zv+p--l r (V) r (p) nV-l-¡H~) LA¡. xifl'!-r+S) . 
2 r (V-A+p) r (V-Il+p) .s 

r, S=o 

(p l h(r+s) (v-A.-jl+Plh(r+s) 

(v-A.tj>)h(r+s) (V-Il+P )lXr+s) 

z. Re(p). Ré(V), Re(v-Á-Il+p) > O . 

D@ (l4): 

usando (I 5). (5) Y la deftnlclón de la función 
Kampé de Fértet 12. (1.3.28) . p.27]: 

z, R e(p), Re(v}, Re(v- A.-J.l+p) > 0 , h E IV Y D como 

se definió en (lO). 

SlguJendo un procedJm1ento s lmlJar y con 
la ayuda dd resultado 19, (2.21.1.21), p .316] se 
demuestra la Integral dada por la expres ión (11) . 

Demostración de la fórmula (12) 

Sustltuyendo la función Kampé de Fértet 
por su expresión en serie, e Intercambiando el 
orden de la swna y la integral (asumiendo la 
convergencia unJforme de la serie en la reglón de 
integración), resulta 
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35 Integrales con hipergeométrica generallzada y la Functón Kampé de Fér1et 

Usando el resultado (8) con '=1. 

De (1) Y usando (2. (1.2.9). p.l7) 

(A,) m+n = (I.·)m (A, + m)n 	 (17) 

1 _ ...ji r (p) r (v) 

4 - 2 r (p;vJr (p+;+
1r 

f 
n (A.Wj (p) r+s+J (v) r+s+J 

L A,..s JIy 9 ~t=l ( J ( 1.\. p+v p+v+l 
r. s ,¡:o n {J.lrv 

ñ=1 él 2 r+s+j 2 'ts+j 

De (15) Y la definición de la sel1e hipergeo­
métl1ca triple genera! (2. (1.5.14). p.44J, se 
tiene 

1 -~ r (p) r (v) (18) 

4 - 2 r (~vJr [p+; + 
1r 

P.v: :(Op);-;-:Cbq¡;(cJJ;(Aj ; 1 
,.<3) 	 p+v p+v+1 x,y.l 


[2'- 2-: :(Cl.d);-; -: (P"J;('Y,J;(~9l ; 


R~p). R~v) > O. Ilt"" 0.- 1.-2..... i = I.2.....g. 

bajo las condiciones requeridas para la conver­
gencia de la función hJpergeométrica generalJza­
da. la función Kampé de Fél1et y la sel1e hJper­
geométrica triple general. 

casos Particulares 

al Parafo2. g=i=l. la Integral (8) reduce a 

¡I(l t)2p--1 (11\2v-ll .2"""9-V F [' L (l-r,21+ - LJ (+r) 2 1 "'l''''.l;¡.tl~ d.t 
-1 (lH ) J 

.Ji r(p)r(v) [A.l'~'P'V ; ]F=2 ( ) ( 1)43 p+v p+v+l . 1 .(9)r ~ r ~ ~l. 2 ' 2 .
2 2 

Re{p). Re(v) >O. 111 *0.-1.-2.... 

b) De 19) con A,;;;; v 

ztH-\Z_t)Y-l ~q:~ [(a,):(b~:(C¡J : xf t] dt =Jo d:m;n (<Xd): (~nJ; ('Yn) ; .Y 

z. Re(p). Re(v). Re(p-~) > o, h E N. (20) 

e) De (9) con p=cb:o y el resultado (2. 
(1.3.31). p. 28). se tiene 

(tp- l(Z-t)Y-12F1 [A..¡.L;V; 1- .!]<l'm [~l"" .~q :xt!I] . 
o 	 Z t-' l .·· · 't'm' 

z. Re(p). Re(v). Re(v- A."""1!+p) > O. h E Ny Dcomo se 
deflntó en (IO). 

d) De (9) para CFk=m=n=O y usando (2. 
(1.3.30). p. 281 

z. Re(p), Re(v). Re(v-A.-iL+p) > O. h E N y Deomo 

se definió en (10). 

e) De (ll) con A. = p y el resultado 18, (9.14). 
p.275)), 
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z 
-YJ ff-1(2_f -10_w611

o 

~;q;k [(ap;:(b~;(Ck) ; ~.z-t) y(z-t) Jdt = 
ctm:n (adl :(~"J ;(y,J ; (1 - wt) , (l - wt) 

ptv- l (l + WZ) B( )
= Z p,v . 

(1 -	 wzl 

¡(3) [1l+V: :(<lp),v;- ;- :(bq);(Ck);P; ] 
(23)..( ) -"v' . ,(0 \.(y). . xz. yz. WZp+v.. acl ,I..b - ,- ,- o f.lmI' n ,-, 

Z, Re(p), Re(v) > o, laf9(l-w~1 < lt . 

~ De (11) con J.l =p lB, (9.14), p.275J, 

(tp-l(Z_t)Y--l(l _ WL)-j>"" . 
o 

~:q;k [(a.p>:(b,t;(Ck) : ~z-t) y(Z- t) ] dt = 
ctm;1l (acV:(~nJ ; (Yn) ; (l - wt) , (1 - wt) 

.. 
_ .Jl+v--J (1 + wz) B( )- z p,v .. 

(1 - wz)p 

p<:3) [-: : (aJ,v;-;-:(bq~(Ck):A.; xz, yz, wz] (24) 
-: :(<J.,¡),p+v;-;-:(l-'m);(Y,J;-; 

z, Re(p) , Re(v) > O,Iruy(l - W2)1 < 1t • 

Vrr r (p) f' (v) 

2 
= f' (P;v)r (P+;+lr 

P'v: :(a.,):- ;-:(bq>;(Ck);A.¡.'-2 ; 1 
P<3) ~ p+v+ l. . .... . . . X.y, 1[ 2 	'- 2-' .(ad)'-·-·(~m),('Yn),1.11 ' 

R«p). Re(v) > 0, Ilt 7: 0,- 1,-2,.... (25) 

Los resultados (4), (6) Y (7) dados por Saxe­
na (4) se obtienen haciendo z=1, q=k=¡3, m=::~o y 

h=n en las lntegral~ (~h (21) Y(22) roopvctlYit 
mente. 
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