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Abstract

In this paper generalized Hankel finite transforms of the second and third kind are defined by
using the Sturm-Liouville finite transform theory. Its inversion formulas are given and their application

to a problem related to atmospherical pollution.
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Una nota sobre unas transformadas finitas
generalizadas de Hankel
de segunda y tercera clase

Resumen

En este trabajo se definen unas transformadas finitas de Hankel de segunda y tercera clase usando
la teoria de transformadas finitas de Sturm-Liouville. Se dan sus correspondientes formulas de Inversiéon
y algunas aplicaciones relacionadas con un problema de contaminacién ambiental.
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Introduccion

En un trabajo anterior [1], el autor utiliza
una forma general de la ecuacion diferencial de
Bessel [2, p.106]

1 d% (1 -20) do g o2 Vi
221»22;2‘-{* 21 E+(B2«f+ 2 )¢=0 0))

con parametros B, y, o y v, para definir la
transformada finita generalizada de Hankel de
primera clase, usando la teoria de las Transfor-
madas Finitas de Sturm-Liouville [3], en el Inter-
valo 0<z<a y con la condicién de contorno
Qf = f(x,a). En este trabajo se presentan las
transformadas finitas generalizadas de Hankel
de segunda y tercera clase, adecuadas a nuevas
condiciones de contormo, con sus correspon-
dientes formulas de inversion y aplicaciones. Las

propiedades de estas transformadas se obtienen
de manera idéntica a las de la transformada
finita generalizada de Hankel de primera clase
Hyy-

Transformada Finita
Generalizada de Hankel de
Segunda Clase

Definicién:

La soluciéon de la ecuacion (1) viene dada
por

Oy B2 = 12" I (B 2') + 2" YV (B 2) (2)

Si consideramos el caso
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0<z<A, Pf= gl (x,a) + hflx,a) (3)

la solucién requerida de la ecuacién (1) en este
Caso €s.

0uy (B2 = 2J, B2 ), v 20 @)

donde B;, By.....

ecuacién trascendental

son las raices positivas de la

" [% + h} HBrd) + 7 ™' (B’ ) =0 (5)

Definimos la transformada finita generali-
zada de Hankel de segunda clase por

fgz (xm) = HZ,VU(X'Z); o, mj
=2 J‘a 27 Yz B, 7 )dz  (6)

donde B, es la raiz emésima positiva de la ecua-
cion (5).
Foérmula de Inversién

Ya que las funciones de Bessel [4] satisfa-
cen en este caso la relacion de ortogonalidad

ja 27 B2 ) B, 2 ) dz=

(o}

’>_32_ _(_x_+h2+__l. aZY_ﬁ‘IJZ(B 37)5
|,2Yaﬁfn a 27( Brzn )J viPm mn
Rev>-1 (7)
donde:sz{?'m¢n1,
v =T

la formula de inversion para el operador Hy, es

fixz = Hy\, [ f3) 0am) ; 2

=2 % J33 em) 20, B 2')

t] & i ?
l{ﬁm Bon] oo 2| e

m

(8)

La transformada finita ganeralizada de
Hankel de segunda clase, correspondiente ai
operador

& L(1-20) d o - VA
7222"’“2 P AR W AT

Nv{a'v) [9}

es
Hz)" [Nvﬂx,z} L,y m| =
B2 [3 (em) + 8" Jy(Bra’ ) [ ‘?%’2_7)-

+hj(x:a)](10)

z=a

Aplicaci6én de la Transformada Finita
Generalizada de Hankel de Segunda
Clase

Para llustrar el uso de la transformada
finita generalizada de Hankel de segunda clase,
consideremos el problema de difusion [5]

k +w u
llc)?‘q+ 1 8_(1__18_q' OS)'CSI, (11)
Zv! o2 <

con las condiciones de contorno

q0,2)=flz),0<z<a

0q w. _
(az klz q) =0, 0=x<l (12)
z=a

Introduzcamos la transformada

™ n+ 1

e e I
w

donde v = s -

Aplicando transformada a ambos miem-
bros de (11) y usando el resultado (10) se obtiene

@_ _dgx,m)
- v Y= ox
2
[aix+ﬂr.,J(KX,m) 0 (14)
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con la condicion

O.m) = Hy, [ﬂz). ~ o "; ) m] (15)
1

La solucion de la ecuacion (14) es

2

ﬁ—rnx
m=qome {

Usando la formula de inversion (8)

5
WA= v 12 21
W Il .ﬂ'zﬁ
z ™ JBmz ) € (i?
2 P
2a° Lo el g, V2 N (m1)/2
[6%1(”+1) (2,(13} & 4 (3’" Bm)} v (Bma )
T 2% o (it /2 (16
Transformada Finita
Generalizada de Hankel de
Tercera Clase
Definicién
Considerando el caso a<z<bh,
Pf= fix.a), Qf=fix.b) (17

En este caso la solucion de la ecuaciéon (1),
considerada de la forma (2), es

‘b(;,y (B.Z) =2 utlv(ﬁynz* "Yv(ﬁrnav ) ‘Z“ﬂJV(Bn}aT )Yv(BmZ? )( 18)

donde ahora [, es una raiz de la ecuacion
trascendental
J, B Y, (B ) - JBra )Y, (B )=0 (19

Definimos la transformada finita generali-
zada de Hankel de tercera clase por la ecuacion

137 (xm) = Ha ix.2): o v: ml
2 Ib 27 fix,2)
a

[Jvmmz” Y, Brd' ) = Yo(BrnZ W (Brmd’ )] dz (20)
w0

Foérmula de Inversién
Yo que I2¢ funclonec de Bocgel entiefaeen

en este caso la condicion de ortogonalidad
b 1
[ #r [ABmz ) YuBrma’) = LB Yo (Brz' )]

x [Jvmnz"’ Y, (Bra") = Jy(Bra" Y, (B2 )] dz=
Ty - Y
2 {J%(Bma) LB b )]BM -

- BE, F(Bnb")
donde &, ,, = {(]) rmnj 2 }

la formula de Inversion para el operador Hj , es

fixz = Hs, 157 xm); 2
Py B S5 o) KBb')
2Yrr=l |:J3(Bm37 )= J'\%(me)‘ )|
x 20 (B2 VY (B! ) — 220, Y (B ) (22)

donde la suma se extiende sobre las raices posi-
tivas de la ecuacion trascendental.

Transformada Finita
Generalizada de Hankel de

Tercera Clase del Operador Nv(o.,y)

2 J(Bma")
Hy, INfix.2); o, v, m] = x,b)
e b {J«me*) 8
. ;#ﬂ“’ - B F51 em) (23)
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