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Abstract 

In thls paper generallzed Hankel flnlte transfonns of the second and third kind are defmed by 
uslng the Shmn-LlouvUle flnIte transfonn theory. lts Inverslon fonnulas are gtven and thelr appllcatlon 
to a problem related to atmosphertcal pollutton. 
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Una nota sobre unas transformadas finitas 

generalizadas de Hankel 


de segunda y tercera clase 

Resumen 

En este trabajo se definen lUlas transfonnadas fInJ tas de Hankel de segunda y tercera cIase usando 
la teoria de transfonnadas finitas de Stunn-LiouvUle. Se dan sus correspondientes fóm1Ulas de Inversión 
y algunas aplIcaciones relacionadas con lUl problema de contaminación ambiental. 

Palabras claves: Finita. transfomlada, generalizada. Hankel. 

propiedades de estas transformadas se obtienenIntroducción 
de manera Idéntica a las de la transformada 

En un trabajo anterior (1). el autor utiliza finita generallZada de Hankel de primera cIase 
una forma general de la ecuación diferencial de Hl.v· 
Bessel (2, p.106) 

2 2 Transformada Finita21
_1_ ~ - 2~) c# + (R2.;l + eL - v ) = (1)+ (L O 
'¿-1 - 2 <Ji2 '¿-'( - 1 dz 1-'1 '¿y cP Generalizada de Hankel de 

Segunda Clase 
con parámetros 13, "t, (l Y v, para definir la 


Definición:
transfonnada finita generalizada de Hankel de 
primera cIase, usando la teoría de las Transfor­ La solución de la ecuación (1) vtene dada 
madas Finitas de Sturm-Liouvtll (3). en elinter­ por 
valo O~a y con la condición de contorno 
Qf = f(x.a) . En este trabajo se presentan las 
transformadas finitas genera1Jzadas de Hankel 
de segunda y tercera clase, adecuadas a nuevas 

SI consideramos el casocondiciones de contorno. con sus correspon­
dientes fórmulas de inversión y aplicaciones. Las 

(2) 
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172 Bennúdez 

0<-Z5A. Pf=-~ (x,a) + hJ{x,a) (3) 

la solución requertda de la ecuación (1) en este 

caso es: 

(4) 

donde ~l ' ~2.··· · son las raíces posItivas de la 

ecuación trascendental 

Definlmos la trans fonnada finita generaU­
zada de Hankel de segunda clase por 

]2 :~ (x,m} =- H2 . lftx.z) ; a., 'Y, mi 

=- -.r r¿--r-a.-lj{x.Z) Jv(~m z'Y) dz (6) 
o 

donde ~m es la raíz eméslma positiva de la ecua­
ción (5). 

Fórmula de Inversión 

Ya que las funciones de Bessel (41 satisfa­
cen en este caso la relacJón de ortogonalidad 

r¿--r- 1 Jv(~m zY) Jv(~n z'Y ) dz =­
o 

(7) 

¡o . m ;t n l donde =- omn =- 1 . 
. m =- n 

la fórmula de inversión para el operador H2.v es 

j{x,z) == H;l [ ]; .'Y (x.m) ; z]2 .v 2 .v 

LA tru1.d6rm~d~ 8rutA g~nérrurna.d~ dé 
Hanke1 de segunda clase. correspondiente al 
operador 

es 

J.h,y[Ny ~X.2t : r:J. . y: mI = 

-p~ñ:t (x. m) + a'-<XJy{Pma1 ) [ (j.fi;;.ZJ IZ"a+ hfixa) ] (lO) 

ApUcaclón de la Transformada Finita 
Generalizada de Hankel de Segunda 
Clase 

Para Uustrar el uso de la transfonnada 
finita generallzada de Hankel de segunda clase, 
consIderemos el problema de difusión [5] 

1 rfq k¡ + W dq u¡ dq O ~ x $ 1. 
--+------ (11)zrl ail k¡ ~ dZ - k) dX ' O ~ z ~ a. 

con las condiciones de contorno 

G(O,z) =- j{z) , O S z ~ a 

dq 
- - + - w q) =- O , O~l ( 2) 
( dZ k1z 

z=a 

Introduzcamos la transfonnada 

- [ w n + 1 ] (13)G(x,m) =- H2 ,v G(x,z); - 2k¡' - 2- ' m 

donde v =- k W 
¡ (1 + n) 

ApLicando transfonnada a ambos miem­
bros de (11) Y usando el resultado (lO) se obtiene 

(14) 
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con la condición 
J3:~ (x, m) = H3,vlftx ,z); o, y; m] 

_ [w n+ 1 ]q(O.m) = H2.v .fi.z). - 2k 
1 

' -2-' m (l5) 
b 

= y2 J ? 't"a- J j{x.z) 
a 

[Jv(~mir )Yv(~mar ) - Yv(~mZY )Jv(~maY )] dz (20) 

La solución de la ecuacIón (l4l es y¡Jj 

Fórmula de Inversión 

Ya qu@ laº funOlOngº dg ~gººgl QullilfuoQn 
en este caso la condición de ortogonalldad 

Usando la fórmula de Inversión (8) 

~ 

8 
q{x,z) = (n+ 1)2 I. 

m= L 

w 

z · 2Jq 

".1 

Jv(~mZ"2") e 
4P~ 
('" I? 

(16) 

Transformada Finita 

Generalizada de Rankel de 


Tercera Clase 


Definición 

Considerando el caso a $ z ~ b, 

l1'=.Rx.a), Qf= .f(x,b) (17) 

En este aso la solución de la ecuación (1). 

considerada de la forma (2). es 

donde ahora ~m ('s una raíz de la ecuación 
trascendental 

(9) 

Definimos la transformada finita generali ­
zada de Hankel de tercera clase por la ecuación 

donde om.n = {~: : : ~}. 
la fórmula de inversión para el operador R3.v es 

J(x,z) = H3~ lh:r (x,m); zj 

= 7t
2 

; ~~J~:~ (x. m) ~(~mbY ) x 


2k.[:l r :l :r 
y m= I c..'v<!3ma ) - c..'v(~mb )I 

x t'Jv(~mzr )Y,(l3ma'Y ) - zo.J,,(!3maY )Y"e!3,."z)' ) (22) 

donde la suma se extlend sobre las raíces poSI ­

tivas de la ecuación trascendental. 

Transformada Finita 

Generalizada de Rankel de 


Tercera Clase del Operador Nv(a.;y) 


vU Y 
2 3ma[J )1H3 v IN"f(x.z) ; 0. . Yo mJ = I J(x.b) 

. 7tJ3mb'ttll- Jil3mb( ) 

2 2 (a."( 
- 1 fix.a) - 13m J 3 v(x. m) (23)

1tl3m8'tt1l- , 
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