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Abstract 

ln a recent paper, González B. and KalJa S. deftned a generaUzatJon of the Henulte polynom1als Ln 
tenns of the confluent hypergeornetrtc functlon $ : 

(- l t(2n+r) ! (2xf ? 
fh n+r. a. (x) = ni 4l(- n;a+J:x-) 

and proved th orthogonalHy propertles In (-00 ,00)' wlth res pect to the welght functJon 

W (x,a,r) = e '';(2) a.- r+ 1I2 

Th1s paper presents other results Involvlng the polynom1als the H2n+r.a. (x) s uch as new recurrence 
relatJonships. dlfferentlal equatlons, one Laplace transform and relatlonshlp between these poJynomlaJs 
and the Jacobl polynomials. It was found that sorne known resuJts on Hermlte polynomlaJs can be 
obtaJned as particular cases of those presented here. 

Key words: OrthogonaJ polynomlals, confluent hypergeornetrlc function, recurrence relations. 

Algunos resultados que involucran a los 
polinomios generalizados de Hermite H2n+r,a (x) 

Resumen 
En un reciente trabaJo. González B. y KaJla S . definieron una generalización de los polinomiOs d 

Herm1te en términos de la función hipergeornétrlca confluente <1>: 

(_l )n (2n+r) r(~ r ? 

fhn+ w (x) = ni $ (-n;a+ l:x-) 


y demostraron la ortogonalidad de éstos en (-00 ,00) respecto de la función de peso 

W (x,n,r) = e- 2 (2) a- r+1I2 

En esta investigación obtenemos otros resultados que Involucran a los polinomios H2n+r./1 (x). tales 
como relaciones de recurrencla, ecuaciones diferenciales, una transfonnada de Laplace y la relación de 
estos polinomios con los polinomios de Jacobl. Algunos resultados conocidos relacionados con Jos 
poUnomlos de Hennite resultan como casos particulares de los aquí deducidos. 

Palabras claves: PoUnom.los ortogonales. función hlpergeomébica confluente . relaciones de 
recurrencla. 
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Introducción 

La importancia que tiene en las matemáti­
cas aplicadas el estudio de los polinomios orto­
gonales está en el hecho de que hay una gran 
vaIiedad de problemas de ingeniena y de fisico­

matemática cuyas soluciones se obtienen y es­
tán dadas en términos de estos polinomios. Re­

cientemente, los estudios se han oIientado hacia 
la generalización de estos polinomios, en espe­
cial los clásicos , tal es el caso de la gen eraliza­
ción de los polin omios de Hennite, dada por 
González B. y KaJla S. [11 : 

(- l t (2n+r) I (24 2 
H2 rH-r.a. (x) = n1 !l>(-n;a+ l :x- ) (1) 

r es un entero no negativo (fijo). n=0 . 1.2 ,3 .. . ... ; 
a> - l; xE R. 

Los polinomios H2tl+r.a. (x) son ortogonales 
2 

en (-00.00) respecto a e-X (¿) a- r+1I2 y al susti­

tuir los parámetros r=O y a =-1 /2 Ó f= 1, a =1/2 
en (1) ; se obtiene como caso particular los poli­
nomíos de Hennite de orden par e impar respec­
tivamente. 

En esta investigación deducimos otros 
resultados que involucran a los polinomios 
H 2n+r.a (x) y obtenemos como ca os particu lares 
otros relacionados con los polinomios de Hermi­
te. 

Relaciones de Recurrencia y 

Fórmulas de Diferenciación 


a) Si derivamos (l) con respecto d e la va­
riable x y utilizamos nuevamente (1), ten emos: 

d r 
dx H2rH-r . a (X) = -X H 2 rn-ra (x)+. 

+ (-1 n- l 2.x(2 n+-r] (2r'H-r-l) (2n- 2+r) ! (2x)r 
) (n-- l)! (0+1) 

de donde finalmente resulta: 

d r 2x(2 n+-r)(2n+r- 1) 

dx H2 rn-r (l (X) = - H2n+r a (X)+ 
. X' 0+1 

H2(n- l}tr,ut l (x) (2) 

n =1,2,3.... . ; a> -1. r E (fijo) ; x E R, x:t. O. 

b) Del resultado [1, P. 145 (16)]: 

a+ l 
(2n+r-1) H 2(n-l)+r.a+l (X)= 2n+r H2n+r.a (X)­

0+11+ 1 
2r'H-r H2n+r.a+ 1(X) (3) 

la cual , al ser sustituida en (2). proporciona la 
relación: 

2x 
-- (a+11+1) H2 rH-ra+ l (x) (4) 
a+1 ' 

n = 1,2.3 ..... ; a > - 1. r E N (fijo); x E R. X:1:. O. 

el La expresión en serie de H2n+r.a (xl [1, P. 

144 (4)] se escribe como: 

ti 2k 
H x _ (-1)n(2n+r)I(2x)r " (-n)kx­

(5)2rH-r.a( ) - n! .k. (0+ 1) Id 
k=0 k 

d e donde obtenem os la expresión: 

n 
(- l t(2n+r) !(2x )' '" Ik--{ n+l )} (-(n+l »k 2k

H2n+r.Il(X) = I L..., x-
n -(n+l)(a+l)kld 

k:=0 

de la cual al separar sumas y s implificar. pode­
mos escribir: 

H x _ (-1)n(2n+r)I(2x)r X2 
2rH-r.a( ) - n!(a+ l ) 
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fl ( - n)~l X!-(k--l) (-1)'t-l (2ntry!(2x/ 

L (1l+2)k_l (k- I)1 ro 
k=1 

n
1 (-(nt l))k ;l-k 

(a,+l )k Id 
k:O 

SI cambiamos k- l por s en la primera 

sumatoria. y luego sumamos y restamos el tér­
(- l t (2 n+r)I (2x) r(-n)n 2-rt+2 

mlno , nJ 1 2 I • resulta:
(eH ) (0.+ )n ro 

n+l 
(- 1 )n+ l[2(n+l)+rIl(n+I)(2x)" L (-(n+l» k ¿k 

(2n+2+r)(2n+r+ l )( n+l )! (o.+ l )k Id 
k=O 

y 51 utilizamos (5): 

J? 
H2 n+ r ,a (x) = -1 H2 n+r,a+1 (x) ­

u + 

n+l ff, ) (6) 
(2n+ r+2 )(2n+r+ l) 2(11+1)+r,a (x 

n = 1.2.3 ..... ; u> - 1: r E N (fijo); x E R. 

d 
d) SI despejamos x dx H2l1+r,a (x) del resul­

tado [1, P. 145 (1 5)). 

res ulta: 

d 
x dx H2 n+r,C1. (x) = (2n+r) H2 n+r,a (x) + 

2(2n+r)( 2n+r-l) H2( r>- l)+r,a (x) (7) 

y si Igualamos con (2) 

Xl(2n+ r)( 2n+r- l ) 
n H2 n+r.IX (x) = u+ 1 H 2(r>-1 )+r.C1.+1 (x) ­

- (2ntry(2nt r- l) H2(n-1}tr,(l (x) (8) 

n =1,2,3, .... ; Il> -1, T E N (fijo); X E R. 

e) Al Igualar (3) y (8), Y slmpllficar se tiene: 

(Xl- n)(2ntr)(2ntr- l ) H _ 
n{a,+l ) Z(n--lltr.atl (xl ­

(2n+Tj(2n+r-l) 
n H2(r>-1)+r,a (x) + 

(9) 

n = 1.2 ,3 , .. .. ; 0.> -1: r E N (fiJo); x E R. 

t) De las relaciones (4) y (7) : 

(¿- n)H2I1+r,a (x) = (2n+r)(2rnr-l ) H2(rI+l )+r,a (x) + 

(10) 

n = 1.2.3 ..... : a. > - J; r E N (fijo); x E R. 

gJ De los resultados 12. P. ] 90 (23 Y 24)] . se 
tiene la relación 

(n+u) ~-1 (¿) - (u+Xl) ~ (Xl ) + 2I;:,+1(J!l) =O 
(11) 

La expresión (l. P. 143 (2)1 se puede escri­
bir como: 

(12) 

donde 

e = (- I )n(2rH-r)1 2r 
n.a,r (u+l)n 

Al despejar~ (2-) en (1), sustituir en (l2). 

usar de nuevo (12) y arreglar la expresión, resul­
ta la relación de recurrencla: 
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(at l )(at f ) H2n+r,a. (x) = 

(atn+ 1); HZntrm1(x)+a{at]) HZntr,a-l (x) (13) 

n =0.1.2.3, .... ; a> 0, r e N (fijo); X E R. 

h} De las relaciones [2, P. I90 (24 y 25)]: 

Si despeJamos~ (¿ ), sustituimos en (12) 

y arreglamos la expresión , se tiene el slguJente 
resultado: 

(n+1 )(a+rn- 1) 
(2n+2Hj(2n+ 1+1") H2 (rt+1 }+r,ex (x) + 

(14)+(2n+1")(2n+r-1) H2(rt-l )+r.a(x) = ° 
n = ) ,2,3,. ... ; ex > -1, r e ~ ; x e R. 

1) De (12): 

. ( ) _ (-1) r\2n+7' 1 )1(2x)r+1 ex ? 
H2 n+r ex X - ~ (x-) 

, (2n+r+l )(2x)(a+ ll" 

1-]. ( ) _ (- 1)n(2 n+ f)(2n+r- l)I(2x) r-1 ex ') 
2rt+r,ex X - (a+ 1) n (2x) J..::.,(X-) 

Luego, utilizando nuevamente (] 2), se tie­
nen los resuJtados: 

1 
(15)H 2rt+ r.ex (x) = 2~2n+ r+ l ) H2 rt+( r+l) .ex (x) 

neN; r= 0 , 1.2 .3, .. .. :a>- 1;x e R;x t:.. ° 
H2rt+ r.ex (x) = 2x(2 n+ r) H2 rt+(r-1l.a (xJ (16) 

ne N: r = 0, l.2,3, .... : a > -1; x e R . 

J) De (12): 

d [_fl.-rl2 H - ]dx X 2n+r,a ( x ) = 

en.ex. r ! [ ? ~ (x) ] . 

Utilizando D[¿~(X)J =(ilia) ¿ -l ~-l (x) 

obtenida de [2,Pág.190(27)]. y nuevamente (l2) 
tenemos 

d [. f1..- r/ 2 - ]dx x H2 n+r,ex ( x ) = 

,K'-l-r12 H .r-o. 2 ntr, ex- 1 ('IX ): 

y al hacer el cambIo t = ,fX , resuJta finalmente 

D[(2ex-r H2n+r. (1') ] = 2 a(2ex- 1-r H2 n+ r. a.- l (t) (17)ex 

donde 

d
D = dI. : r. n E N: a > O; t> O. 

La expresión (] 7) puede escribirse de otra 
manera si utilizarnos (16) 

D[ i!-ex-r H 2 rt+r.ex (t)] = 4 0.(20+r) i!-u.-r H2 rt+r-l. ex-l (t) 

(18) 

n E N ; r E N, r > 1: a > O. 

SI en (18) se hace (1. = 1/2. r = 1. se obtiene 
el conocido resultado [2, Pág. ]93 (I4)1 para los 
polinom.los de Hemllte de orden Impar. 

Dos Ecuaciones Diferenciales de 
Segundo Orden 

a) De la relación (12) 

H2 n+r,ex ( x ) = Cn,ex. r ¿ /2 ~ (x), x > O (19) 

SI derivamos (19) con respecto de x: 
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a rd u ( ) = en . . r Ir/2r1 ra(x) +dx rI2n+r,O: x 2 x un 

(20) 

2 
d H ) = e r(r- 2) ).r/2 ). 2 ra(x) +d2 2n+r.o: ( X n,o., r 4 un 

C . . rt r/2)- 1 (~(X) ) , t Cn,(lJ )r/2) (~(x)) " (21)na r 

y =~ (x) de [2,p.188(l O)], Y (20) se obtiene: 

r [d u r ) _ C n2,a .r ,) r/ 2)- 1 ra (X)]+ 
+ ~ dx .cJZ n+r .a (~ x '"'n 

+ C ¿ J2 [_ 0.+ }-x (ra(X») ' _~ ~(X)] . 
n,o<. r X '"'h X 

Luego. utilizando de nuevo (20). (9) Y 
slmpllflcando 

cP r- (0.+ l-x) d -rx 
w(2 H2 '1H.a ( x ) - x dx H2 ,,+r,a ( X )­

_ 2 r(ct-x)-(,z+4xn) H ( ) = O
42 2 n+r.a x 

Haciendo el cambIo t =1X . resul ta fina] · 
mente: 

¡2y"-t[1+2( r-a-l+¡2)] if [2r(0.-f)- (,z+4L2 n)}J= O 
(22) 

donde 

y = H2n+r. Cl (L) ; t> O: 0.> -1 

Es de hacer notar que la ecuación 12 , Pág. 
193 (12)J es un caso particular de (22) uando 
r = O. 0. = - 1/2 ó r = l . 0.= 1/ 2. Así (22) es una 

generalizacIón de la ecuación diferencial de Her­
mUe. 

bl Conl'ildertmo~ la fW'lCión 
\" - -x/2 X (2a-2r+l) /4 H ( x )'" - e 2n+r.a' 


1/4
Según (l9l, w =Cn .a .r x z con 

z =e-x/2 x a/2 1%1 (x) 

dw 1 -3/ 4 1/ 4 ,
dx =¡ C/'LCI. .r x Z t Cn.a .r x Z (23) 

2 

~ = - ¡J
6 
C~ac)JI z +lcaa ) 11z' + 

C ~/4 z" (24)n,a.,r 

De [2 , Pág. 188 (II)J : 

(25) 

De (24) y (25): 

cPw 3 - 7/4 1 <V4 _d2 = - 16 C",t:t .r X Z + '2 Cn.'l.r X z' + 

- '3; , el x 0.+1 
+ Crw ,r X • -z + (2 J ]4x + '4 - n - 2 z .i 

SI agr1lpamos ténnlno y usamos (23) 

d2 w = [4(X2+ 4¿ -16m - 8xa -8x - 1] w _ ~ dw 
cJ2 lK'¿ 2x dx . 

y si ha emos el cambio de variable ( = x. obte­
nemos: 

2 
uf' - [ 40. + 4¡2 ( ¡2~n-20.-2) - 1Jw == O (26) 

2Z 
con w = e- t /;¿ tll- r+I12Hzrn-ra (t) y uf' = d w 

. di2 

SI en (26) se hace r = O. 0. =- 1/ 2 ó r = 1, 
a = 1/2. se obtiene la ecuación diferencial [2, 
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Pág. 193 (13J), la cual tiene a Hn(x) como solución 
para n par e impar. 

Transformada de Laplace para la 
Función tPH2n+r,a (t) 

Al usar la definición de la transformada de 

Laplace [3, Pág. 1142], las relaciones (1) Y(5) 

n (-n)k pI<
I,-- -dt 

(a+l )k Id ' 
~o 

con p ~ o: a > - 1; n =0.1,2 ,3, .... Y con in tercam­
bio en orden de integración y suma 

n n r
L [t? H (t) : sJ= (- 1) (2n+r)12 '" (- n)k 

2n+r,a n! -'-' (a+ 1) kld 
~o 

r tp+-r+2k e-sr dt. 
O 

y uWlzando [3, Pág. 317 (4)) Y [4, P. 3( 1.2.3»), se 
tiene 

rL[f H (t) . s] = (- 1 n(2n+r)!r(p+r+l)2 
2n+r.a • -D+r+!

n! ;:" 

n (- n) 

.¿ 
~o 

y en témúnos de la función hipergeométrica 
generalizada # 1 : 

L[t? H (t)· s] = (-l)'\2n+r)!r(p+r+l) 2r • (27)
2ffir,a • ni :fLr+! 

p+r+l 
- n,-2­

p+r+2 
, - 2- ; 

'3Fl 4 
Sz 

a+ l; 

p ~O, u> -1. r, n fN 

Si en (27) p= 0, se obtiene la transformada 

dI! lílplüGü de lOB polinomio~ Han r,a (t): 

rL[H . s] _ (- 1)"(2n+r)!f(r+ l)2
2nH,a (t) . - r+1 

n! s 

r+ l r+2 
-Tl,T'z: 

(28)'3FI 4 
52 


(HI: 


a> - l;r,n EN 

SI en (28). r = O. a = - 1/2 ó r = l. a = 1/2. 
se obtiene la transformada de Laplace para los 
polinomios de Hemúte. como puede vertficarse 
en [5. Pág. 486 (2.20.3- 1»). 

Relación con los Polinomios 
de Jacobi 

Si utilizamos la relación de los polinomios 
de Laguerre con los polinomios de Jacobi [2. 
P. 191 (35)] Y el resultado (12). obtenemos la 
relación de los polinomios H2n+T.a (xl éon los 
polinomios de Jacobi: 
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