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Abstract

In a recent paper, Gonzalez B. and Kalla S. defined a generalization of the Hermite polynomials in
terms of the confluent hypergeometric function ®:

D)™ (2rn ! (29
nl

and proved the orthogonality properties in (-es,e0), with respect to the weight function

Honsro (00 = B(-ryo+1:57)

w (o) = e—xz(x’z) o-r+1/2

This paper presents other results Involving the polynomials the Han+r.« (X) such as new recurrence
relationships, differential equations, one Laplace transform and relationship between these polynomials
and the Jacobi polynomials. It was found that some known results on Hermite polynomials can be
obtained as particular cases of those presented here.
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Algunos resultados que involucran a los
polinomios generalizados de Hermite H2n+r,o (X)

Resumen

En un reclente trabajo, Gonzalez B. y Kalla S. definleron una generalizacion de los polinomios de
Hermite en términos de la funcion hipergeométrica confluente ®:

D" (2n+n '(20"

n!

Hargra (X) = D(-ro+1:3%)

y demostraron la ortogonalidad de éstos en (-e,o0) respecto de la funcién de peso

w (on) = e—.\:z(x‘Z) a-1+1/2

En esta investigacion obtenemos otros resultados que involucran a los polinomios Honr« (x), tales
como relaciones de recurrencia, ecuaciones diferenciales, una transformada de Laplace y la relacion de
estos polinomios con los polinomios de Jacobi. Algunos resultados conocidos relacionados con los
polinomios de Hermite resultan como casos particulares de los aqui deducidos.

Palabras claves: Polinomios ortogonales, funcion hipergeomeétrica confluente , relaciones de
recurrencia.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 18, No. 2, 1995



164

Hurtado y Gonzalez

Introduccion

La importancia que tiene en las matemati-
cas aplicadas el estudio de los polinomios orto-
gonales esta en el hecho de que hay una gran
variedad de problemas de ingenieria y de fisico-
matematica cuyas soluciones se obtienen y es-
tan dadas en términos de estos polinomios. Re-

cientemente, los estudios se han orientado hacia

la generalizacion de estos polinomios, en espe-
cial los clasicos, tal es el caso de la generaliza-
cion de los polinomios de Hermite, dada por
Gonzalez B. y Kalla S. [1]:

D" 2n+n) ! (229"

n!

Hypira (0 = O(-rorld) (1)

r es un entero no negativo (fijo), n=0,1,2,3......;
o>-1; x eR.

Los polinomios Hg 4 o (X) son ortogonales

en (-o0,00) TeESpecto a e’xz(xz) @rtl/2 o al susti-
tuir los parametrosr=0y a =-1/2 6r=1, a=1/2
en (1); se obtiene como caso particular los poli-
nomios de Hermite de orden par e impar respec-
tivamente.

En esta investigacion deducimos otros
resultados que involucran a los polinomios
Honiro (%) y obtenemos como casos particulares
otros relacionados con los polinomios de Hermi-
te.

Relaciones de Recurrencia y
Foérmulas de Diferenciacion

a) Si derivamos (1) con respecto de la va-
riable x y utilizamos nuevamente (1), tenemos:

d r
E‘x Honera (0 = = Hypniro (00+

el 2221 (2rer-1) (2n=2+0! (2x)7
(=D (ot 1)

+(-1)

O(1-mng on+2::3);

de donde finalmente resulta:

d 2x(2m+n)(2n+r-1
dx Hypero (0 = i Hypiro (0+ X ::1 )
HZ(n—l}»Lr.ow-l (x) (2)

n=123,..;0>-1, reN(fijo); xeR, x0.
b) Del resultado [1, P. 145 (16)]:

o+l
(2r4r-1) H2(n—1)+r,a+1 (0= — Hoppro (0 —
o1
T H2n+r,a+l(xj 3)

la cual, al ser sustituida en (2), proporciona la
relacion:

d
a_—x Hypiro( = (’)E+2X] Hopir, o2 —

2x
ol wetrel) Hopyr a1 (00 (4)

n=123,..;a>-1,reN (fijo); xe R, x= 0.

¢) La expresion en serie de Hopyr o (X) [1, P.
144 (4)] se escribe como:

(1) 2NN < (M ¢

!
n k=0((1+1)kk!

HapirolX) = (5)

de donde obtenemos la expresion:

(—1)"@n+PI20" o [kt D] (< 1)ie 2k
n! g — (n+1)a+ )i K

Honera(x) =

de la cual al separar sumas y simplificar, pode-
mos escribir:

_ 1Y 2@nni2x’ 2
HZm—r,cc(x) = (o 1)
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" XY Cylomnien

(e l_ '
- l(a+2jk_1 (l=1)! n

n

D)k oy
z (o+1) M 3

Sl cambiamos k-1 por s en la primera
sumatoria, y luego sumamos y restamos el tér-

o, CD@RNEYE, £
mino, ™ ((1+1) (U,+2)n = , resulta:

(1) 2r) (2007 z": (—n) 22K

h’ZrHr,a(X) = nl (ot 1) 4 O((l+2)k k!_
n+1
D™ 2 DA 1)(29° ¥ (1)), 1%
(2re 240 (2re-rk 1) (re- 1)1 . (o+1), H

y sl utilizamos (5):

‘HZrH-r,a ()= o+l H2n+r,cx+1 (29 -

-1
CPr+2)(2n+r+1)

Hyra1yera (9 (6)

n=123,....;a>-1;relN (fijo); xeR.

d) Si despejamos xdix Hg i1 o (%) del resul-
tado [1, P. 145 (15)],

resulta:
d
Xa Hopyro 09 = (2r1) Hypr g (09 +

22rn(2n+r=1) Hyn1y4ro (X @
y si igualamos con (2)

P2n(2ntre-1)
o+1

n HZ&H’.R (= HZ(n—lHr.a+l (X) -

— (2n+ D2 r-1) Hyy 1y1rq (9 8

n=123,..;a>-1,reN (fijo); xeR.
€) Al igualar (3) y (8), y simplificar se tiene:

OC-n) (2D @2ntr-1)

Cnn2rr-1)
n

n{a+l} HH(R’UTT.G.-H (X} -

H2(n—1)+r.a (3 +

a+l4n
o+l

2ntrorl (0 9)

n=123,..;0>-1;reN (fljo); x e R.
f) De las relaciones (4) y (7):

(- Ha s (0 = (2ren(2ner-1) Hygyyere (9 +

x'z(a+m1)
il il

o1 H2n+r.a+1 (29 (1 O)

n=123,...a>-1;reN (fijo); x e R.

g De los resultados [2, P. 190 (23 y 24)], se
tiene la relacion

(nre) Lt (08 — (@had) L 0 + L5 0A) = 0
(11)

La expresion [1, P. 143 (2)] se puede escri-
bir como:

Hopre () = CrLu.rxr L‘rlz (XZ) (12)
donde

1) (2n+n! 2r

5 (1),

no,r =

Al despejar L% (%) en (11), sustituiren (12),
usar de nuevo (12) y arreglar la expresion, resul-
ta la relacién de recurrencia:
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{o+1 }(a+)3) By B =

(e 1 Hyper o) (94e(ot ) Hyperg o (9 (19)

n=0,1223,..;a>0,reN {fijo); x e R.
h) De las relaciones [2, P.190 (24 y 25)]:

(1) Ly 0D - @neaadel) LE (08 +
(nro) Ly 1 (o) = 0

Si despejamosLy; (x%), sustituimos en (12)

y arreglamos la expreslon, se tiene el sigulente
resultado:

(re-1D)(ore-1)
2re2+0(2n+ 140

I yera (0 +

(203 +1) Hyppera(X) +
H2r+n)(2rr=1) Hyg1yra(9 = 0 (14)

=128 -1, refMrxe R
i) De (12):

D"t D20
1229 (o 1), L 6

Hopro (0 =

D" 2nen2rer-11(2%
(1),

29" Lyd)

Hoypyro () =

Luego, utilizando nuevamente (12), se te-
nen los resultados:

Hapgro (X) = Hynire1y.0 (%) (15)

1
22211+ 1)
neN;r=0,123,...;a>-I;) xeR;x# 0
JH’Zrl-l-r,ot () = 2x(2re1) H2rH—(r—1).a (X (16)

neN:;r= 0, 1,2,8,....;o0>-1; xeR.

J) De (12):

{*ﬂ Fie Hzmr,a (\{; ]} =

gla

e | R 9]

(P

Utilizando D[x“f.‘;;(x)] = (o) 71 127 (9
obtenida de [2,Pag.190(27)], y nuevamente (12)
tenemos

a% [x““’/ % Hynira (VX )J =

o '\}1_1_'—/2 HZrH-r,u-—l (& )
y al hacer el camblo t=vx , resulta finalmente

D[tZa—r H2n+r‘a (t):| = 2a‘2a—1—r Hongra-1 (O a7

dOﬂdC
D— ,l,nEN.(1>0,t>0.
Cil

La expresion (17) puede escribirse de otra
manera si utilizamos (16)

D[tzu_r Horro (t)] =4o(2n+D) £2u—r Hopgr-1.0-1 (B
(18)

neN;reN, r>1; a>0.

Sien (18) se hace .= 1/2, r=1, se obtiene
el conocido resuitado (2, Pag. 193 (14)] para los
polinomios de Hermite de orden impar.

Dos Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

a) De la relacion (12)

H2n+r‘a (\j; )= Cn,u.r x}'/z ‘Lal (x), x>0 (19)

Si derivamos (19) con respecto de x:
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d
dx

LA %0 +

Honira (\Jx =

Craar | 0] (20)
d® .
E Hy o (\jx = Cma,r—’(;—) gt Lin(x) +
Cnous TA™ (L) + G 4™ (f%(x)) "

[0 11w (60 1+ &0

y= L3 (2 de [2,p.188(10)], y (20) se obtiene

dz (- 2»{ r/2-2

-d—,\i Hynira (‘j’; )= Cror Ln( ) +

_— !
2 B e e z:nx)}

,mx’”z{ ie s x(lq«x)j Lfi(x)]

Luego, utilizando de nuevo (20), (19) y
simplificando

d* — r—(o+1-x) d
d} Ff‘zm—r.a (¥x ) - _—}—_ d—x H.‘!rH—ru (VX )—

2r(a—x) ( 12+4xn)
4’

Hyntlx =0

Haclendo el cambio t =Vx , resulta final-
mente:

tzj t(l+2(r—a— 1+t2)} e [2r(a—12) (rz+41’n)]J: 0
(22)

donde
Y=Hopira (D: t>0; 0>-1

Es de hacer notar que la ecuaclén [2, Pag.
193 (12)] es un caso particular de (22) cuando
r=0,aa=-1/26r=1, a=1/2. Asi(22) es una

generalizacion de la ecuacion diferencial de Her-
mite.

b) Conslderemeos la funcion

W = e-x/Z X (20-2r+1) /4 H onero (VX ).
Segiin (19), w=C,, o x4 7 con

z= e-x/2 xa/Z Lﬁ (X

“}—d‘;’:i-cwx‘”“ﬁ Gt 2 (23)

T T

S e e X z+§ Cra X 2"+

a2 16
C i i S (24)

De [2, Pag. 188 (11)]:

2
1
Xz’ = Z+[—Z—+§—n-g§—Jz (25)
De (24) y (25):
C;j;) Tas 3" (‘n w.r x~7/4 Z+ % Cu,u‘r X-H/[z Z+

2
-3 o, | pd o+l |
+ Chor X /{_z g2 (4—)( i 4 = TJ éil ;

SI agrupamos términos y usamos (23)

d2w _ 40 + 457 - 16xn — 8xo ~8x — 1 L 1 dw
o 16x% 2x dx ’

y si hacemos el cambio de variable t = Vx , obte-
nemos:

W — 402 + 42 (t2—4n—2u—2) -1
‘ 4

} w=0 (26)

con w=¢e % M P e (B Y W=

dPw
dlz

Sien (26) se hacer=0,a=-1/20r=1,
o = 1/2, se obtiene la ecuaclon diferencial [2,
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Pag. 193 (13)], la cual tiene a H,(x) como solucién
para n par € impar,

Transformada de Laplace para la
Funcion tp H2n+r,a (t)

Al usar la definicion de la transformada de

Laplace [3, Pag. 1142], 1as relaciones (1) y (5)

=22 e -
L[tp Hypyrq (B S:]=( ‘—) (n——Tﬂ Io frre st

B k
Z(n)ktz_dt

Id
” o(a+1)k

conpz20;a >-1;n=0,1,23,.... y con intercam-
bio en orden de integracion y suma

1 E)@nene o (Cn
L[tp Hanera (02 5:] = por Z (ot 1)l

k=0

I tp+r+2k e st dt.
0

y utilizando [3, Pag. 317 (4)] y [4, P. 3(1.2.3)), se
tiene

—DH 2D (p4r+1)27
L[tp H2n+r,u (3K S]=( L (R

n!sp+r+l
(p+r+1 (p+r+2]
g o | [
i *{ - M - k[i)k
: 2
ie (ot+1) K s

y en términos de la funcion hipergeomeétrica
generalizada 3F) :

C 1. ED"@nnir(p+r+1)
L[tp H2n+r.a (; S] - nl sp+r+l

2". (27

_pHrl A2 ]
rl' 2 ’ 2 ’

3F]

b
)
| o+1; |
p20,0>-1,r,neN
Si en (27) p = 0, se obtiene la transformada

ds Laplace de los polinomios Hy . 1)

-2 Im(r+1)2"
L[H2n+r.a (0; 5]=( A it Gy

nt sr+l
rlor2,
e
3F 4 (28)
Sg
a+1;

a>-1;r,neN

Sien(28), r=0,aa=-1/26r=1,a=1/2,
se obtiene la transformada de Laplace para los
polinomios de Hermite, como puede verificarse
en [5, Pag. 486 (2.20.3-1)].

Relacion con los Polinomios
de Jacobi

Si utilizamos la relacion de los polinomios
de Laguerre con los polinomios de Jacobi [2,
P. 191 (39)] y el resultado (12), obtenemos la
relacion de los polinomios Hgpr o (X) Con los
polinomios de Jacobi:

(-1)"(a+1) 2%
B e d Ho i o X) = li Iimﬂ) j 29
2 )" (2 )r 24T, (X)_Bu”- n [ B ] (29)
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