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Universidad del Zulia FacuUad de Ingeniería DiviSión de posigrado 


Resumen 

En el presenle lrabajo. se hace un estudio de la función Di Bessel o d Exlon Avlx). Se obtiene 

así llaTa esta función: Delennmarlas propiedades. una representación integral y pI Calculo de 
integrales que contienen Av(x) . Por otra parte. mediante la evaluación numérica de esta función St' 

logra: la conslrucdón de una Tabla de Valores. elaboración de las Gnillcas y :iJculo de los Ceros 

para diferenles valores de v . En cuanto a la Transfonnada Inlegral Ev: se da su definición . s e deducen 

las propiedades de esta Iransfonnada y se obtiene la Iransfonnada de aJgunas fun ·iollt's. Finalm ~1I1c . 

se definen nuevos Operadores de lnlegracion FraccionaJ que lnvolucran la Fun ión Di Bessel. y. s{ 

hace una derno tra ión de las propiedades de los referidos Operadores. 

Palabras Claves: Función Di-Bessel. Op radores de Integración Frac 'ional. 

Fractional Integration Operators involving the 
Di-Bessel function 

Abstract 

The purpose ofthis research work is to sludy Lhe Di Bessel or Exton funcüon A~(x ). 11111S. ror lhis 

funcUon . are obtaLned: certain properties. an integral repr sentation. and !he evaluaUon of inlegrals 

contalníngAv(x). On Ule other hand. by lhe numerica1 evalualion of lhIs fun Uon. il is. C'corupUshed 

lhe' construcclon of Tables: the elaboralion or Graphs and the CaJculaLion 01' lhe Zero('s 01 A r()r 

dl1Jerenl values ofv .1n relaUon lo fue lnlegraJ Transform En: we define the lransfonn . iI~ properUes 

have been deduced . and Transfonn of sorne funcüons are oblained . FinaUy. news Fraclional Inlegr;¡Uoll 

Operators Involving the Di Bessel fllilcUon are define and sorne prop rUes of lht"st" operalors are 

eslablished . 

Key Words: Di Bessel FuncUon. Fra Uonal Inlegration Op rators. 

Introducción M diante la función hipergl'omélrica Avlx) 
puede ser expresada como: 

La función Dj-Bessel definida por Enon ( l . 
p .856( (ti A 

v 
(x) = (~-r {nv 1)} z. 

A (x) 
p =[ 

o ~ 3 (- .• Vi t, 1 : (1 2 1 
r=O 
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164 Susana saUnas de Romero 

La serie que define La función es absoluta­

mente convergente y analítica en C -( (x.O): xSO l. 

Para valores pequeños de x: 

x~O 
(1.3) 

Representaclón Integral de la 
Funcion Di-bessel 
Una representacIón integral para Av(x) se 

encuentra en [l . p . 857J. 

Olea representación integral de Av(x). v>O. 
se obtiene de (1.2) usando la representación de 
B(x.y) [2. p . ) 3] 

A (x.) 
v 

1 
(2.1)JtT"U _U"- .1 dl 

o 

Por la convergencla absoluta cambiando 
el orden de la integral y la seIie: 

v 

(-i-) z J:l-l)V-~A (x)
v v {f(v)} 

o 

XZ t)
f (- ; v+1, 1, 1: - ~ dt (2.2)o 3 

Una representaclon de la funci6n 
Di-Bessel usando la 
dlferintegracion fracclonal 
La función Di-Bessel. de acuerdo a [3. p.67] , 

v>O v 
A (z) = __.....:z=-----___ 

V 2ui f(\>+1>2'" 

- ( ......~) 
s 

(3. 1) 

ct es un contorno de integración simple. 
cerrado y contiene el origen. Sustituyendo la 

función oF2 por su representación en serie. 

intercambiando la Integral y la seI1e. Justificado 
por la convergencia absoluta. 

(~~~= [O) ~(¡........=....~)~v- ,zr -=-o-

A (z) 
v [<v+1> (\>+1) (1) r! 

r r 
1'=0 

(3.2) 

Con el cambio de variable: s= l;-z.1 arg(l;­
z) 1< 1t la integral se expresa como: 

o. 

21iJ e~-z(~_z)-(v+.1 ...r)de· 
(3.3) 

-lD...ir",(z) 

luego. 

f(v+r+1) J 
Zni 

( 
(3.4) 

FJnalmente para v>- I. según la difelinte­
gral z(eaz)v dada por Nlshimoto (4.p.172] 

O) 
~ ( _ l}r

A (z)
v - ~ [r (v+r+1)] z [r<1+1' )] Z 

(3.5)
Idrg zl<n/2 

Otra representación difertntegral de Ay(z) 
se obtiene de (1.1) Y de rleaz)y [4. p. 172] 
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z
a10 Si a = 2 (3.6) 

@- (z/2 >t. (e <Z/2H) (3.7) 
t V+Zr 

Sustituyend~ (3.7) en U.l) 

(~( z/2) lJ" 
(3.8)t. V+Zr 

Fundon Di-Bessel de orden v=± 1/2 
De (3. p.70) se obtienen las relaciones para 

Atl/2(X) y las Funciones de KeMn. 

A (x) = ~/2 ' 
-~/z n X 

(4.1) 

A (x) = ~ / 2 • 
~/2 n x 

para x):J (4.2) 

Para v=<>. X>O. utilizando la fórmula de [5. 
p.3791 

De (4. 1) Y (4.2) sustituyendo en (4.3) 

(4.4) 

Para v-O y DO de 15. p.38ll 

1. 2 1..2 uer X + uel X = 

(O f-i- XZ)Zk 

~ (4.5)~ f(k+l)lr (2k+l) 
k=O 

De (4.1) y (4.2) sustituyendo en (4.5) 

ro 
2 ~ (2X)Zk 

xnz ~--- z-- -- )-(k-!-)- r-(2-k+l-
(4.6)k =o 

Para v=<>. X>O en la ·fórmula de expansión 
en serie de las funciones de Kelvin (5.p. 381) 

ber(x/2)= 
(O 

~ ( _l)k JZk(x) Izk(x) (4.7) 
k =-GII 

hei (x/2) = 
GIl 

[ ( _1)k JZk+~ (x) IZk+~ (x) (4.8) 

k=- ro 

De (4.7) Y (4.8) se obtienen las fórmulas de 
expansión de A!:J/2 en lenninos de J v e Iv susti ­
tuyendo en (4.1) y (4.2) 

A (x) = - ­~ff 
-~/z n X 

(_l)k J (~) 1 (2V~) (4.9)Zk Zk 
k =-(O 

J.ff
A (x) = - ­
~/z n x 

ro 

'\'" (_1)k J (2YX) 1 (2i)() 
~ Zk+~Zk+J. 
k= - GII (4.10) 
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Integrales que contienen funciones 
Di-Bessel 

5.1 t = 

atO, b)O, Re(v» - l (5.1.1) 

Usando la defirución (1.1). por hl conv~r­
aenci~ ~b~olu~. cambiamos el orden de la Inle ­
gral yla serie, 

(O) (h]V[h] a' 

1=[ C-l)r-¿-2i 
1 [ ]Z z 2aZV+Zr=O f(vir+l) lr! ) 

V (5.1.2)r.-' t r dt 
o 

La illtt"'graJ de (5 . 1.2) es r(v+ l+r). cancelan ­
do términos: 

1 = b 
V 

1 (2a Z}V+1 f(v+1) 

Z 
r [_ ; 1.v+l: _ b ] (5.1 .3) 

O z 4a Z 

dx (5.2 . 1) 

a>O. b>O, 
.1- 1 < Re(v) < 2Re(~) + ­
Z (5.2.2) 

U 'ando la integral: 

1---=--- = 
(xZ-faZ)~+.1 

__1 J")e -lx Z +a Z Jl tI-' dt . 
r (~,+1) 

o 
Re (~,) >- t 

(5.2.3) 

Sil lituyendo (5.1.3) en (5 .2 .3). utilizando 

r(l1-n) ( _ Un 


-::r~(""""'U)""""" = 
(l- u) 
n 

expresando d resullado en términos de OF3. 

<ha z)V f{p-v)
1z= ZP 2Va +1 [<p+l)[<v+l) 

r <ha )2]l3C;1-PW.l.V+1: - -4- (5.2.4) 

z 
5'~L : JA)tldl. Re(v) >015.3.1) 

o 

De (1.1) Yla:) propiedades de la función 
Gamma. 

(5.3 .2) 

lit 

(5.4 . 1)5.4 1 = Je -a>< Ao (bx >dx 
4 

o a>O. h>O 
De (1.1) y la fórmuJa integral de la función 

Gamma 

5.5 

...1e - aH x~ - ~ Av<bzxz/?) ~x 
o (fl .5 1) 

De (1.1) Y aplicando dosvt'('(>s la lonlllll., d 
duplicacjón d la fundón Ganulla . 

~ ( J 2~1 = _1_ ___ ) f<'I+b· )~ 
( )

5 a 2a [r<" I U] 

f [~ + ~'" .;. I ~" + ~ ~I I4 3 4 lo 4 7. 4 ' " 

v+l. v+1. 1; 

1 1 1 I 3 
+ Z" + z· 4'" + Zll + ;S' (~br] 155.21 
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la Función Di-Bessel ' 

UIZ 
5.6 

A (z sellO)1G 
= 

UJ 
o 


11+1n ZV+ln dn 15.6.1)

sen u tOS U u, 	 V-lB v-lB+l 

1 	 -2­F 2 ' ll)- z Z 5 [l1+v+f3 l1+v+f3+1 
Esta integral es una extensión de la plÍ - 2 ' v+l,2 ' 

mera integral de Sonine. 
De (1.1) y [2. p.14): 

1 := 11<10'+1, ~+1) 

6 2~.1 [f(~+1)] Z 
 v+l, 1 

(5.7 .2) 

Un caso particular de esta intewal es el 
(5 .6.2) resul lado de la bllegraJ (3 . p.721 con l= 1. dado 

por Sarabia . 

(5 .7 .1) 	 Evaluación numbica de la fundon 
Dl-Besselxll-~ A <bx) dx 

V 	 Medianle la evaluación nUn! ' o a de Av{x) . 
definida en (l. 1) . e construye una labia d v<llo ­

con V>O. Re(cx) > O. Re(cx+~) >O. b > O. 	 res para v=Ü . 1/2. 1; de (1 . 1) se caJculn me­

Según (1 . 1). con el cambio de variable X=Ul. dianle el método de re~ula falsi. on prt>eislón 

y uWi7..ando la fórmuJa de duplicación de la doble 161. los ceros de Av{x) los cual s difi T n de 
función Gamma. los obl nidos por Exlon 11 J. 

Tabla Par lal 1. 

Valores de la Función Di-Bessel 


x A.l / 2(X) Al / 2(X) Ao(X) 	 Al (X) 

.0 0.00000000 0.00000000 l.oo0ooo0u 0.00000000 

. 1 1.40929380 0 .28438871 0.99750039 0 .04996876 

.2 0 .96636560 0.40084493 0.99000624 0 .09975009 

.3 1~. 74808891 0.48819676 0.97753162 0.14915681 

.4 0.5 9838632 0 .559 3 0 3 38 0 .96009993 0.19800227 

.5 0.47856884 0.6 189 8007 0.93774392 0.24610059 

.6 0.37402588 0.66 58708 0.91050565 0.29326693 

.7 0.27798200 0.7 1244865 0 .87843642 0.33931777 

.8 0.18689523 0 .74836989 0.84159677 0 .38407112 

.9 O. 98773403E-0 1 0 .77786620 0 .80005639 0.42734681 

0.12448889E-Ol 0 .80127925 0. 75389421 0 .468966641.0 

5 .7 
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168 Susana SalInas de Romero 

Tabla ParCial 2. 
Ceros de la Función Di-Bessel, X E 10.100) 

Para v =.0 

2.06950020481369 8 .843459672359 58 20.55925694057148 

37.212094791653 09 

Para v;;;;.5 
.0 3. 15786590189196 Il . 1755885450062 

2 4 .12862558899948 42.0 1686866957676 

Para v::: 1.0 

.0 4 .27053 2 9751776 13.54913835565426 

27.74462675063635 46.87 100900431484 

Para v =2 .0 

.0 6 .54456735794909 18.40934354338878 

35. 11097386080865 56.72410120782205 

v =-0.5FUNCION DI BESSEL DE ORlEN V 
V =0 
V =0.5 

15 

r-. 
X -' 
~ 

6 
~ 

~ 

10­

5 

- 5 

-10 
el 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 ' 

ARGUt1ENTO X 
-'--~-~._-----------------_____--l 

Fig. 1.- Función Av(x); v ~ ± 1/2. O 
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FUNCI Ct~ DI BESSEL DE OR~ V v =1 
V =el 

5 

.'. 

-Hl 

" , ' 

,." 

, 
I 

.,. 

1 2 456 
ARGUMENTO X 

7 B 9 10 

Fig. 2.- Av(x); v = o , v = 1 

Transformada Integral Di-Bessel 
La Transformada Lntegral cuyo núcleo es la 

función Di-Bessel defintda por (3. p.71) 

'" E [(ex); tl = I x A etx} I(x)dx (7.1)v v 
o 

si f es seccionalmente continua en [0.00) y de 
orden e- o:fX . 

En este trabajo encontramos la fórmula de 
inversión para la transformada Di-Bessel. 

Teorema: 

Si ((x) es seccionalmente continua en [0.00) 

y de orden e- o:fX. 

f<x) A 
V 

<lx)dx (7.2) 

entonces: .., 

f<. )~J t IIl) 

o 

_ ! _ !] dt (7.3) 
z· z 

Demostración: 

Aplicando la transformada de Mellin a 
(7.2) con 


f*(s) = Mff(x); x ~ s1. 


(7.4) 
~*(s) = M[Av(x);~ ~ s] 

se obtiene. 

(7.5) f*(2- s) k*(s) = ~(s) 

En (7.5). reemplazando s por (2 -s). cespe­

( . ' 1Jando (s). al sustitujr L (s) =. . y aplicar 
k (~- s) 
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170 Susana Sallnas de Roma-o 

la fórmuJa d~ lnVersión de la transformada de 
Mellln. se obtiene, 

ro 

f(x>=J l I<l} L(xt>dt 
donde o 

Propiedades de la transfonnada Ev 

(l).E U (ax ); t1 :: 
v 

Z	1 
E~[f(x). l/a] (a)O) (8.1) 

a 
(U) Si f es una fundón que satisface (7.1) 

l' f(x)!J l.JIJ...- ­x 
x~o 

existe entonces ; 

f(x) ][vU~(x ) .ll = - .E - x- ;t +{ v [ 

t. 	 t.-- [ [f(x);ll+ 2-- [ [f(x);l l }
2v ~ -1 v v ...~ 

(8.2) 

f[x Av(tx) f(x); P]. 
(8.3) 

dt [~.1 [Hx); t] 

+2~t2 [v[x f(X); t]+fJtEv_~[f(x);t]+ 

(v+1lt\_.[x {(xi; l]} Re(v»2 

Si u;2(~-1)(v+l)(2v+l). 

P = 2(~-1)(~1)(1-2v) 

y=4v3 (v- U (v+1) (8 4) 

M[Av<tX) f(X); t] (8.5) 

Las pl'Opiedades (8.1) - (8.5) se deducen d 
(1.1) Y las propiedades de Av(x} [3. p.67). 

Transformada Di BesseJ de 
funciones 
(i) 

tVazv +-z 
[ .. [xV H{a- x ); t] = --- - - ­

r 	 2~+.1r<v+1>f(v+2) 

_ aZt~ 
F (- ; v+2 . v+1. 1: 

o 3 	 4-J · 
(9.1 ) 

v>O 

donde H(a-x) es la función de Heaviside. 

(ü) Usando la integral (5. 1.3 ) 

z 

F (- 1 v+1 ' - J:.... )
O Z • • 4az 
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(9.2)a>O, b>O,Re(v» -l 

(fu) 

(v+l) 
[(v+l) 

v V 3
2 +1, 2 + 2 

f Q2 3 

v+l, 1'+1, 1 
a 

Re(2+v»O (9.3) 

(iv) 

1 f [1/2" 1, 1:.1 z z a>O a -~l ,a 

(9.4) 

Un operador Di Bessel modificado 
Sea ftx) una función que satis(a e (7 . 1) se 

define; 

00 

f(t> A ",(bddl
Z1}+u 

(10.1) 

el cua! puede esCJibirse como: 

x] = 

x] , 

despejando E2T\+a y denotando, 

[I< t); x] =I (x)D1),11 l},a 

Aplicando la fónnula de inversión de la 

transformada Di-BesseJ . 

o 
Z Z 

~ ::~ [ X } 

2v-t11 21}+tX _ 2'J+d _ 21}+«]rlx (10.2) 
- -2-' 2' 2' 2 

Operadores de integración 
fracciona] simétricos que 
involucran Funciones Dj-bessel 
como núcleo 

Varias definl ¡one de operadore de inl ­
gradón era ciona! han sido dudas por O1l1ch s 

autores entre ellos: Kob r. Erd lyi. K.Jla 
17.8.9.10J . Lowndes 111J . Los <:uales SOl1 muy 
utilizados en Matemáticas Aplicadas. 

En ste trabajo se han de- mido otros 
operadores d inlegnwión frac 'ional <11\ tien 11 

como núcleo la Función Di-Bessd Av(x) . para 
una función f{x) tal que las Integn\.l s lt'ngan 
sentido. 

)( 

.1 .. 21J ( z 2)(U-1)/2

JU x - U 

() 

ix/2-u2 '} f(u)('u1AU-.1.{k 
\ 1 i 1) 
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(1) 

~- z<U+~>( Z z}(U- ~)/z
U U -x 

J 
x 

A {le luz _xi} {(u) du,
U- l 

U)O, k~O, o> - ~ (11.2) 

Algunas propiedades básicas de estos ope­
radores son: 

(i) 

1 K 
f(a) 1),a 

(11.3) 

donde lT1 •11 Y Kq.11 son los operadores de 
Erdélyi-Kober. 

Estas propiedades se demuestran toman­
do límite cuando k~O en (11.1) y (I1.2). 

:r oh} , O h: G0<1, , 0)"1 donde 1 es el Operador 
Identi.Iarl . 

(ü) Si:r (yj,u) {f(x)}=g (x) entonces 
k k.ij,U 

:r (1),U) {f(ax)} = 
k 

9 (ax) • k/a~O
k/a.1).U (11.4) 

Demostración: 

ax

Jt 1.2Q [<aK)2- t 2] ,m-1I.12 

o 

(11.6) 

(iü) Si G(I}.U) {f(x)}=h (x) entonces 
k k.g.U 

G(1),U) {f(ax)}=b (ax),
k <k/a).1).a 

k/a ~O (11.7) 

(iv) 

(11.8) 

Demostración: 

2U k'-d K- ZQ-zuJ"u,+ZQIX'-UZ)'U- "/Z 

o 

r.+Z(1)+U/Z>( 2 2)<U-.>/Z
U X -u 

o 
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la Función Di-BesseJ 

(11.10) 

(v) 

(11.11) 

La demostración es similar ala antenor. 
(vi) Q)Jx g<x) Yk<Q.d) f(x)dx = 

o 

Jrox f(x) Gk(Q,d) g<x) dx 
o 

(11.12) 

La demostración de esta propiedad se ob­
tiene con un cambio en el orden de integración. 

(vii) Los operadores Fk(ll.a) y Gk(ll .a) pue-­

den expresarse a traves de la función G M de 
M eijer. 

2Zd-~X-ZQ-za kz- za !=l+ZQ 

o 

Hu) du 
(1l.13) 

(O 

2Zd - 1 kZ- ZU .ZQ Ju1 
-

ZQ
-

Zd 

)( 

Hu) du (l1.14) 

Operadores de integración 

fracciona! no simétricos 

SI reemplazamos k= AJe. A~ O en (11 . 1) Y 
( 11.2) encontramos. después de lID cambio de 
valiable los operadores de integración fraccio­
nal definidos por 

R~ h}.d) f(x) = 

f <d-l )'/Z 

2u-J. ~J.-d x- <U+"> uQ [x:u] 

o 

AU _J.{~ IxZ- xu } f(u) du (l2.l) 

A {~~xu-xZ} ftu) dud-J. 
(12.2) 

a> O. 1'\ > V2 • t.. ~ O Y Aa-• (X) es la función 
Di-Bessel de orden a - 1. 

Cuando A~ O 108 operadores antes defini­
dos se reducen a las siguienles expresiones 
que involucran a Jos operadores de tntegra-
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174 Susana saUnas de Romero 

ctón fraccional de Erdélyi-Kober . 

-<U.I) 

R (1},U) {(x) = x lU xl} {(x) (12.3)


o na) >< 

I} 

Qo(I),U} I(x)= r~a) ~ x- <o.ij) I(x) (12.4) 

Algunas propiedades de estos operadores 
son: 

(1) 

(ü) 

(12.6) 

Demostración: 

<U -1 )/Z 
XU 2U- 1 ;tl.-U x - <U+l}+U) ul>+U[X:U]fo 

(12 .8) 

(ü) En forma análoga a (j). 

(W) 

R~(Q.U)I(ax)=2U-l( ~ J~ -U<ax) - <a+Q> 

r [ ll (U - l)/Z 
ti) ~ 

ax 
o 

A {~IaZl-aHt} HU dt 
U-l a 

(12.9) 

Demostración: 

(12 . LO) 

ax 
[ ]<U- l.)/Z<ax) - <a..1) > ti} a:l

Jo 

Aa _l.{ ~ t'<aX)Z- axl}I(t) dl 

(12 . 11) 

CQ 

(iU()')Jt -<o '» [t~:x1'0-»/2 
ax 

;t I }Aa _l. -¡-iaxl- <ax)Z I<l} dl{ 

(l2. 12) 
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