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ABSTRACT

Let G t R —=5 R be of class €2 and satisfy
UG(0) = 0. Sufficient conditions for the existence
of multiple periodic solutions of the second order
diferential system X"(t) + VG(X(t)) = 0 are given.

RESUMEN

Sea ¢ : R%—-> R de clase C® y satisface
VG(0)= 0. Se dan condiciones suficientes para la
existencia de condiciones periddicas miltiples del
sistema diferencial de segundo arden X"(e)+
Ve(x(t)) = 0.

L. INTRODUCCION

Este trabajo estd métivado por los resultados
presentados en |1| y |[2|. En estas publicaciones,
Shair Almad y el autor, investigamos la existencia
de soluciones periodicas, con perfedo fijo 2m, de
un sistema autdnomo de segundo orden de ecuaciones
diferenciales de la forma :

X"(t) + g(x(t)) =0, [1]
donde g : B e i y g(0) =0

Para describir los resultados de [2], se in-
troducen algunas notaciones : 51 C es una matriz
real nxn y X;, Az, A3, ..., A son los distintos
valores propios de C, con A >0 para k =1,2,...,
m, entonces, consideremos a} entero no negativo !y
tal que 1,2<A < (lk + 1)%y definamos el Indice,
i(C), de una matriz como

m
z

(1, #1) multiplicidad (A, )
i(C) = k=1

0, si C no tiene valores propios positi-
vos

SOLUCIONES MULTIPLES PERIODICAS NO CONSTANTES DE
UNA ECUACION DIFERENCIAL NO LINEAL

DE SEGUNDO ORDEN

Supongamos que g es de clase ¢! y que existe
una matriz B tal que
[g(x) - Bx| / lxi -—-> 0, conforme [x|--> + @

Sea A = Dg(0) la matriz jacobiana de g evalua-
da en cero. Los resultados de [2 demuestran que
s8i ni A ni B tienen valores propios de 1la forma
m2, m=0,1,2,,.., yg(x) #0, x# 0, y st iEA] Je

i[B es un entero impar entonces existe una 'solu-
cidn par no constante, 27-periddica de (1).
El propdsito de este trabajo es dar algunas

condiciones que garanticen la exitencia de mds de
una solucidén 27 - periddica no constante de (1).

1l. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES

Consideremos la ecuacidn diferencial de segun-
do orden

X"(t) + Ve(X(r)) =0, (2)

donde G : R® ————> R es de clase C2,

Sea H el espacio real de Hilbert de todas las
funciones u : R---> R" tal que u es 21 - periddi-
ca, las componentes deu son absolutamente contfnuas,
u(-t) = u(t) y las componentes de u' = du/dt perte-
necen a L2 0,2m), con producto interior, <<.,. 3>,
dado por

2
<u,y>> = {<u(t) ,v(t)> + <a'(t),v'(£)>}de, (3)

0

donde <.,.» es el producto interior usual en Rny|.|
la norma inducida por &ste.

Investigaremos la existencia de soluciones 27
- periddicas no constantes de (2) que son pares.Da-—
da ueH, u es solucidn de (2) si y s6lo si
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27
0 =j [<U'.‘i"> - <VG(u),‘i’>]dtr 2
0

para toda ¥ € H. En efecto, por argumentos clasicos
del cdleulo de variaciomes, si u € H entonces ue C?
y es una solucibn de (2) si y sdlo si

27
0= J [(u',v'> -<VG(u).v>]dt, (5)
4]

para todas las funciones absolutamente continuas 27~
periddicas viR-—= R& con |v'|e L2 [0,27:] (ver por
ejemplo, [lo,p. 154]). Cada v puede escribirse de
manerg Gnica en la forma v = ¥ + ¢, donde YeHy ¢
es impar. Obviamente, u & H implica que

2T
0 = J [{‘U',@'> ~ <VG(U))¢>] dt,
0

puesto que el integrando es una funcidén 27 - peridg-
dica impar. Por lo tanto, (5) se verifica para ca-
da v de la clase antes mencionada si y s@lo si (4)
se verifica para cada YeH. Esto nosdice que so-
luciones débiles de (2) coinciden con soluciones
suaves de (2).

Definamos la funcional f : H ——=s R como
2n
£(u) = {% lur]? - Glu(e))} de (6)
0

La condicibn G e C? implica que fe G2,
veH

Ademds, si

d
EJ—{ flu + Xv)x o

£'(u) (v) 0

2m
= {<u',v'> - <VG(u), v>ldt.
0
Por lo tanto,
27
<<VE(u),v>> = £'(u)(v) = {<cu’,v'>—<yG(u) ,v>}dt.
. Q)

De aqui observamos que los puntos criticos de £
coinciden con las soluciones de (2). Luego, inves-
tigar el nimero de soluciones de (2) es equivalen-

te a investigar el niimero de puntos criticos de f.

De (3) y (7) se sigue que :

<<Vf(u),v>> = <<(I-Flu,v>>, (8

donde F : H ~——> H estd definido explicitamente
por :
2m
<<Pu,y>> = <VG(u(t)) + u(r), wic) > dt, 9)
0

¥ veH, Como la inmersidn de H en el conjunto de to-
das las funciones 27-periddicas de R en R", con 1la
norma ||.| | = max {Ju¢e)| : t e [0,27])}es compac-
ta (ver [4,p.p.155—156]), entonces F es continua vy
compacta.

Siu, v y w estdn en H, entonces

d v
<<D2f(u)v,w>> = —a; << VE(u + xv) " W>>‘l =0
2T

{<v!,w'>- <D%Glu)v,w>} dt, (10)

0

27
{<v',w'>-<D?C(u)v,w>}dt, (11)

£ (u) (v) (W)

0

2m
<(p%G(u) + I) w,v > dt, (12)
0

<<F" (u) (w) ,v>>

27
{<v',w'>= <D?G(0)v,w>}dt, (13)

£(0) (V) (v)

0

2m
<(D%G(0) + I) w,v > dt. (l4)
0

<<f' (0) (w) > =
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11l. PROPIEDADES ESPECTRALES DE UN CIERTO
OPERADOR LINEAL COMPACTO

Para investigar los puntos criticos de £, los
cuales corresponden a soluciones pares 2M- periddi-
cas de (2), investigaremos algunas propiedades es-
pectrales del operador lineal definido  implicita-
mente (por el teorema de representacidn de Riesz)co-
mo sigue :

2w

<Mu,v>> = {<Cu,v> + <u,v>} dt, (15)

0

para toda veH y toda ueH, donde C es una matriz
real de orden nxn, la compacidad de M se deduce de
la desigualdad H Mu] |_<_ k ||u| |m, donde k es una
constante, |jull = max(lu(t)i : tefo,2m]} y||.|]
es la norma en H inducida por el producto interior
<<vye>>, vy del hecho de que la inmersion de H en el
espacio de las funciones continuas, 27 -periddicas,
con valores en RO con_la norma l] laa es  compacta
(ver [4,p.p. 155—156]). Observe que TF'(0) tiene
esa forma.

Los lemas siguientes se establecieron en [2]
en una forma mds general. Incluimos sus  demostra-
ciones por cuestiones de completitud.

LEMA 3.1, Sean M y C como en (15). Sea A # O un ni-
mero real. Entonces existe weH, w # O tal que

M~ 2Dw =20

si y s6lo si w tiene derivadas de todos los orde-
nes y

(An? +C+I)w =0,

donde D%y = dv/dt. Aqui I_ es la identidad
RM e T es la identidad sobre H.

sobre

DEMOSTRACION. Si (M - AI) w = O entonces para toda
v en H tenemos

2m
0 = {<Aw',v'>-<(C + (l—X)In)w,v >lde.

0

Por los mismos resultados del cdlculo variacionmal

ya mencionados, se sigue que wg g* y

0= Aw" + Cw + (I—A)Inw = [)\D2+ C + (1-)\)1“-1 w.

Como w es una solucién de una ecuacidén diferencial
lineal con coeficientes constantes, w tiene deriva-
das de todos los ordenes :

Reciprocamente, si [AD2+C+(1—>\)I] w =0, en-
tonces n

<%+ ¢ +(1-01 ] w,v > = o0,
n

pavra todo v en H. Integr:iadc desde 0 hasta 2T  se
tione que para toda ve H

2m
{<aw',v> + <Cw,v> + <(1—)\)Inw,v>} dt = 0.
0

Integrando por partes en la primera integral
mos que

tene-

2m 21

0= <Aw',v'> - Qw',v'>dt +

2n
+ {<Cw,v> + <(1->\)1nw,v>} dt.

0

Por la periodicidad de w y v tenemos que
2n
<w'v'>|= 0 y en consecuencia,

0

2n
{<Aw',v'>- <(C + (1-)\)In)w,v>} dt = 0.

0
Y esto es equivalente a (M - A\I)w = 0. Esto de-
muestra el lema.

LEMA 3.2. Sean M y C como en (15) y A # 0 un nimero
real. Entonces A es un valor propio de M si y sédlo
si A = (141)/(14+n?), donde U es un valor propioc de
Cym>0 es un entero. En particular, I-M : H-—>H
es una biyeccidén si y s6lo si C no tiene valores
propios de la forma m"~, donde m > 0 es un entero.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un valor propio
de M. Entonces existe una funcidn weH, wf0 tal que
(M - AT)w = 0.

Por el lema anterior se tiene que w tiene derivadas
de todos los &rdenes y que

- Xy -
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Aw''(t) - Aw(t) + (C + ID)W(t) =0 (16)

Como w&H, se sigue de la definicidn de H que pode-
mos escribir

o

w(t) = L amms(mt). (17)
m=0

donde 2 € R® y a_# 0 para algiin m>0, Como la se-
rie puede ser derivada té@mino a término cualquier
nimero de veces, se deduce de (16) y (17) que

o

mfé(c + In)am-)\(mz + I)am}cos(mt) =0,

para todo t. Por lo tanto, (C + In)a =A(m*1)a "
m m

para todo m>0, Como a #0 para algin m>0 ; tenemos
que A(m*+1) es un vallr propio de C + Ip. Ahora
bien, como los valores propios de C + In son de 1la
forma p + 1, donde ! es un valor propio de C, se
sigue que

A= 1)/ (m?+1).

Recfprocamente si A = (p+1)/(m?+1), donde U es wun
valor propio de € y m>0 es un entero, entonces
existe un vector am#O en R" tal que

(C+1)a = A(m? +a_ . (18)

Definamos la funcidn w(t) = amcas(mt). (18) implica
que la funcidn w satisface la ecuacién (16) y en
consecuencia A es un valor propio de M.

La segunda parte del lema es una consecuencia
de la teoria de Reisz-Schauder de operadores de
Fredholm. En efecto, como I-M : H—-> H es inyecti-
va si y s6lo si C no tiene valores propios de la
forma mz, m=0,1,2,..., se deduce que I-M es uma
biyeccidn si y sélo si la misma condicidn se veri-
fica.

Ahora enunciaremos un resultado de Amann [3],
en el cual se basa la demostracidn de los resulta-
dos principales de este trabajo.

TEOREMA DE AMANN. Sea- f : H--> R una funcional con
fec'(d,R) v suponga que Vf=I-F , donde
F ¢C(H,H) es compacto. Supongamos que f(x)--—=> +%,
conforme ]xl-——> +», Ademds, supongamos que X] es
un punto critico de f, el cual no es un minimé glo-
bal, S1 F es diferenciable en x; y 1 no es un valor
propio de la derivada, entonces f tiene al menos
tres puntos criticos,

IV. APLICACIONES A PROBLEMAS NO LINEALES

En esta seccidn estableceremos los resultados
principales relacionados con la ecuacidn (2).

TEOREMA 4.1. Consideremos la ecuacidén diferencial
dada por (2). Si se satisfacen las sigulentes con-
diciones :

(i) D%G(0) no tiene valores propios de la forma
m°, m=0,1,2,..., y tiene al menos un valor pro-
plo positivo;

(ii) V6(0) = 0, VG(x)#0 para todo x#0;

(111) 6(x) < - 1 a|x|?4+R para todo x en RU, donde o
= e L}
y 8 son niimeros reales positivos,

Entonces, existen al menos dos soluciones pares 2T
— periddicas, no constantes, de (2).

DEMOSTRACION. Veamos que las hipotesis del Teorema
de Amann se verifican. Por los resultados prelimi-
nares tenemos que f es de clase C° y Vf = I-F, don-
de F es un operador completamente continuo, es de-
cir F es compacto y contInuo. Demostremos que f£(x)
-5 4= , conforme lx i)

En efecto,

2n

f) = |5 Jut@)]? - etu(t))l at

B |-

27n

| v

{3 Ju'(0) |2+ Lalute) |2-8)de, por(i11)

0

27

& ot |2 Lalule)|? Jae- 2mp

>4 ”“||2 -~ 2n8, donded =min {% S —;-n}

En consecuencia f(x)---> + ®, conforme ||x||-—->w,

La condicién VG(0)=0 implica que 0 es un pun-
to cr!titz:o de f. El cual no es un mfnimo global,
porque D°G(0) tieme al menos un valor propio posi-
t:zlvo. En efecto, sea A un valor propio positive de
D°G(0) y v un vector propio asociado a A. Entonces
la funcidn constante v(t)=v estd en H, v(t)#0 v
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2

£7(0)(v) (v) = | -< D?6(0)v,v >dt = -2m\||v|]|%<0,

0

y esto nos dice que en O no hay un minimo global.

Por otra parte F es diferenciable en x=0 y

2n

<<FY(0)w,v>> = <{p*6(0) + 1} w,v >dt

0

Por el lema 2 ge deduce que 1 no es un valor propio
de F'(0). Por lo tanto se satisfacen las hindtesis
del teorema de Amann. Entonces f tiene al menos
tres puntos criticos. La condicidn VG(x)#0, si x#0
implica que por lo menos dos puntos criticos no son
funciones constantes y en consecuencia existen al
menos dos soluciones pares, 27— periddicas no cons-
tantes de (2). Esto demuestra el teorema.

TEOREMA 4.2. Consideremos la ecuacifn dada por (2).
51 se satisfacen las siguientes condiciones :

(1) DZG(O) no tiene valores propios de la forma mz.

m=0,1,2,..., y tiene al menos un valor propic
positivo;
(11) V6(0) = 0, VG(x)#0, si x#0 y G(0) = 0

(iii) Existe una matriz BeMmm(R) tal que

14m{ | Ve (x)-Bx|/|x|} = o,
x| ——>

y todos los valores propios de B son
vos.

negati-

Entonces existen al menos dos soluciones pares 27—
periddicas, no constantes de (2).

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que las condi-
ciones (ii) y (111) implican que

Un{[0(x) - 3 <Bxx>|/]x|?) = 0 (19

-

En efecto, G(0)=0 implica que

1
G(x) = <VG(tx),x >dt,

0

Como
1 1
% <Bx,x> = t<Bx,x> dt = |<Btx,x> dt,
0 0
se sigue que :
1

6l®) - 1adx,xs -

3 <VG(tx)-B(tx) ,x> dt.

0

Dado €>0, escojamos R>0, suficientemente grande, de
manera que lezx implique que

[ve(x) - Bx|/|x|<e .
Por lo tanto,
|ve(x) - Bx|<e|x]|,

si|x|>R. Sea M(R) = max{|VG(x)-Bx|:|x|<R} . Entonces
|Vo(x)-Bx|<e|x| +M(R),

para todo x €R". De aqul que

1

o) - 3 <Bx,e|< [|<V6(t0-B(ex) x> de
0

1
< [|v6(ex)-B(tx) | |x] dt
0

1

0

< | telex|+ mer)}|x|at = Je]x|? + mem) |x].

En consecuencia :

et - 3 <Bx,x>|/]x]|? < 3 € + MR/ |x|

Como H(R)/lx|—->0, conforme | xl--> w0, entonces se
tiene que

Lim|c(x) - 3 <Bx,x>|/|x|2= o.

|x|-=>=

- 27 -
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Esto prueba la afirmacidn.

Veamos que la condicién de que los valores
propios de B son negativos y (19) implican que
existen constantes positivas o y B tales que

G(x) < - ~;—(v.|x|2 + B,

para todo x eRn. En efecto, como los valores propios
de B son negativos, entonces B es definida negati-
va, esto es, <Bx,x> < 0 para todo x#0. De aqui que
existe un >0 tal que

- —;— <Bx,x> > ()t|x|2 '

ra toda x‘Rn. En realidad o < min{ - 3 <Bx,x> 3
T?(l = 1}. De (19) se deduce que existe ufi nimero
positivo T tal que para todo x con I'xlz T se tiene
que

[6(x) ——;— <Bx,x>|< % alx|?.

Sea o(T) = max{|G(x) - i <Bx,x>| : |x|< T},
ces para toda x €R" se “tiene que

Enton-

|6y - % <Bx,x>|§% a|x|? + a(T).

En consecuencia,

(;(x)i —;—cl.lxl2 + a(t) + % <Bx,x>

N

% alx|? + am - alx|?

= - % alx|? + a(T).
Por lo tanto,
1 2
6x) < -3 alx|? + 8,

para toda x&R", donde B = a(T). Esto prueba la a-
firmacidn. De aqui se deduce que las hipdtesis del
teorema anterior se verifican y en consecuencia, se
tiene que existen al menos dos soluciones pares,27~
periddicas, no constantes de (2).

La condicidn G(P) = O se puede suprimir,ya que
la funcion

Gi(x) = G(x) - G(0),

satisface las condiciones del Teorema 4.2.

Reconocimiento.

Agradezco al Dr. Shair Almad sus valiosas Bu-
gerencias y conjeturas que dieron lugar a este
trabajo.

V. BIBLIOGRAFIA

[1] AHMAD, S. y MONTES DE OCA, F. : "Periodic  40-
Lutions of nonbinear differential equations™,
Vth. International Conference on Trends in
Theory and Practice of Nonlinear Differential
Equations, Arlington, Texas, U.S.A. (1982).

[2] AHMAD, S. y MONTES DE OCA, F. "On the exis-
Lence of non-constant periodic sofutions 1",

Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Appli-
cations, Vol. 7, Num. 11, pp. 1209-1218. (1983)

[3] AMMAN, H.: "A note on degree theony for gradi-
ent mappings, Proc. Am. Math. Soc. 85, 591,592,
(1982)

[4] BERGER, M. : "Perspectives in Nontineanity!
Benjamin, New York. (1968).

Recibido el 30 de eneno de 1987

- 28 -

Rev. Téc. Ing., Univ. Zuldia, Vol. 10, No. 2

, 1987


http:�o.i'.ut
http:nR.'<'Ite.alt.'<'.ty

