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SUMARIO

il proceso Ae.trgesferencia de masa para sis-
wmas de inceroambis 16nico binario inclyidos 10§

flujca de Mck y Nernst-Planck, bajo control mixto
de las fases 1iquida y sélida, conduce a un siste-
ma de ecuaciones diferenciales no lineales cuya
resolucifn por el método de colocacién ortogonal
ofrece ripida convergencia con incremento del nii-
mero de puntos de colocacidn. Se establecen compa-
raciones en funcidn de los pardmetros generadores
de las aproximaciones polinomiales : Factor pesan-
te, simetria y niimero de puntos de colocacidn so-
bre la distribucidn transiente de los iones inter-
cambiantes en particulas esféricas de intercambio

ignico. Los regultados demuestran que el patrdn de
d1str1buc16n obedece al degarrgllo DUllﬂUmlﬂl 8-

métrico sin TRYOICH diferenciae pay la 1nf1uencla

de los factores pesantes w(x) = 1,0 y w(x) = 1-x2.

SUMMARY

The mass—-transfer process for binary ion-
exchange sistems included the Fick and Nernst-
Planck fluxes, under mixed control of the liquid

and solid phases, is expressed by a set of mon li-
near differential equations and their solutiom by
the orthogonal collocation method offers fast con-
vergence with increment of the orthogonal colloca-
tion points. Comparisons are established in func-
tion of the generating parameters on the polynomial
aproximation : weigthing factor, symmetry and the
collocation points on the transient distribution
of the exchanging ions in the spherical particle
of ion-exchange. The results show that the pattern
distribution obeys to the symmetric polynomial de-
velopment without significant differences by the
influence of the weigthing factors w(x) = 1.0 and
w(x) = 1-x2,

I. INTRODUCCION

Los mftodos de aproximacifn encuentran cada
vez mayor utilizacidn en el andlisis de procesos
de transferencia de momento calor o masa por su
fdcil adaptacifn a esquemas de computacidn, con

COLOCACION ORTOGONAL EN LA CINETICA DEL

INTERCAMBIO IONICO BAJO CONTROL MIXTO

ventajas en la convergeuc1a y tiempo de  computa=
cifn. Excelente revisién de los métodos de resi-
duog pggados puede ser enoontrads en los  1ibros

por Finlayson (1,2}, Villadsen y Nioholean (3) y
fiolland y Liapie (6).

En particular el método de colocacifn ortogo-
nal ha sido de gran aceptacidn para resolver fenf-
menos de transferencia no—lineales de Ingenieria
Quimica en sus diferentes &reas de aplicacidn,
Asi por ejemplo, Christiansen y Fredenslund (3) u-
saron el método de colocacidn ortogonal dentro de
un esquema de consistencia termodindmica para cal-
cular composiciones de equilibrio liquido-vapor a
partir de dafos P=TeX para sistemas binarios; el

método puede ser usadg para datos isotdmises o
1sabd rqug y it ﬁDIl[] 1 GHQIQulera de {os egtados

estandard. Caban y Chapman (6) propomen desarro-
llos polinomiales con factores pesantes e™x" , B =
1,2,3 para el andlisis per el mftodo de capa 1i-
mite de problemas de transporte de masa con reac-
cidn quimica, en un dominio semi-infinito y por
colocacifn ortogonal. Srivastava y Joseph (7) uti-
lizaron el mftodo de colocacidn ortogonal para si-
mulacidn de procesos de separacidn (absorcidn v
destilacidn) en lechos empacados,

El modelo diferencial es basado en la Teoria
de Doble Pelicula de Calor y Masa en conjuncidn a_
correlaciones experimentales para los coeficientes
de transferencia, E1 algoritmo desarrollado conver-
ge rdpidamente con incremento del niimero de pun-
tos de colocacidn ortogonal y con facilidad de ex-—
tensidn a sistemas multicomponentes con variacidn
en las tasas de flujo.

Intercambio idnico es un praceso  controlado
por mecanismos difusionales entre la solucidn
acuosa y la fase sdlida, con la generacidén de um
potencial electrostdtico en la direccidn.de trans-
ferencia del idn mds lento hasta preservar la con-
dicién de electroneutralidad para el sistema de
diferentes movilidades idnicas (8,9). E1 objetivo
general de este trabajo de investigacidn es anali-
zar los aspectos integrales del método de coloca-
cidn ortogonal en la cinética de intercambio iGni-
co binario para control mixto de las fases liqui-
da y s6lida sobre el proceso de transferencia de
masa.
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II. FUNDAMENTOS TEORICOS

La distribucidn de la fraccién idnica equiva-
lente en una particula esférica de intercambio id-
nico, despreciando las contribuciones de difusidn
de masa en las direcciones angulares, puede expre-

sarse a través del siguiente balance diferencial
para el ion saliente de la resina :

ax _ 1 3 [ —, 148x 2x

— O w— — b 2 T (l)
aT 2 31 I+ax 3

En 1a interfase ge considera que el flujo
a través del espesor de pelfcula resulta igual al
flujo de transferencia de masa a la superficie del
intercambiador, asi

l+ax 9x o i
e r SN = ASh R, (n =-n) (2)
L S

Los valores a la interfase para las fases
liquida y s8lida se consideran relacionadas por
las expresiones de equilibrio como valores asin-
t6ticos de transferencia, asi en funcidn del coe-
ficiente de selectividad :

g5 = ereratyrasady & (3)

El factor R. para la fase liquida expresa la
relacidn entre 1o flujos asociados de Nernst -
Planck y Tick y el flujo puramente difusional c.le
Fick para las mismas condiciones de transferencia
y la integracidn basada en el Modelo de Transfe-
rencia de Masa de Pelicula, resulta (10) :

Zsy Z2 2
P o SR
8w {[(1— -z—l-)n +T] - [(1 Zx)n +T
(n"-n")
Z M
s-qn°(- =)
e EE 1 (4)
1, =8
s-Qn” (- E)

donde las variables P.Q,M,S y T estdn dadas por :

21D1 ZZ
P=ec———, Q= 1-P (1= =)
21Dy~ Z3D; L
Zy
-Z3 (1- z;i (=Z3)
M= 22 y § = T, E
e e
) 3 G q 1)
Z3 Zz

-
L}

(1- Z_l) (- 'Z_,)

La resina se considera inicialmente saturada
en la forma del ion entrante a la solucidn, sobre
el borde de la pelicula la concentracidn idnica e-
quivalente se considera de composicin congtante ¢

igual al valor del seno de la solucién y en el cen-
bro Je la pechia el ﬂuJ'o del ion saligntg is

considera despreciable,

x =1 para D<r <1 y T =0 (5)
nsno.para y28 y ¥1 (6)
dx -

—— =0 para r=o y ¥T1 7
ar

Aplicando el método de colocacién ortogonal para
distribucidn asimétrica de la fraccién idnica e-
quivalente, la Ec. (1) se transforma en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales:

dx 14-8}(J N+2
— = T B, X. +
dt 1l+ax, 4=1 411
J
N+2
g = @ I AX)E
(1+ax_')2 i=1

(8)
con J =2, (... N+l

donde X, corresponde a la fraccién iSnica equiva-
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lente del idn saliente en el punto de  colocacién
ry al tiempo adimensional t, con los extremos i =
1 para T=0yi=N+2 para 1y = L.

Aplicando colocacifin ortogonal a la Ec.de In-
terfage o Ee, (2) ¢

4B X - M2 i
2 5 . X, =X Sh Ry(a®-ng ) (9)
oK, .o ‘W2i T2

donde R = F(n°, nn+2,ll,zz,z3,l}1,02) seglin Ec. (4),

El factor de separacidn en motacidén de colo-
cacidn ortogonal !

1=
%1 i“_iz_(_n;_m.i_ (10)
(X ) ()

Las condiciones iniciales y de borde  pueden

escribirse asi :

i =10, JsLl,...Mla 7150 (1)

J

n?= 2% v, 0<% <1 (12)

Aplicando colocacidn ortogonal a la Ec, (7) :

N+2

'z A“_ )(i = 0 (13)
i=1

La fraccidn ifnica promedio X (T) para uma
particula de geometria esfdrica puede expresarse
por la Edrmula de cuadratura,

N2
I W, X (x,7
= ¥
Xy (1) = (14)
N+2
T W
get 7

La fraccidn idnica equivalente en el  centro
de la particula puede expresarse por la siguiente
cuadratura :

N+2

%(0,7) = 4| = ifl[ Q—I]H xz(;i g T (15)

El sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias no-lineales Ec.(8) producto de la transfor-
macidn por colocacidn ortogonal en conjunte con
las ecuaciones a la interfase, Ec. (9) y Ec.(10) y

condiciones de borde Ec. (11), Ee. (12) y Eec.(13),
se resuelve a través de un procedimiento iterativo
(11) con el método de Runge-Kutta de ewarto orden.

I11. DISCUSION DE RESULTADOS

El método de colocacidm ortogonal permite a=
nalizar la distribucién de la fraccidn ifnica e-
quivalente a distintas posiciones radiales como
funciBn del Nimero de Fourier de Masa (Fp)para las
distintas variables de transferencia y sistema id-
nico, previa resolucidn del sistema de ecuaciones
diferenciales simultdneas. Para el andlisis del
modelo de difusifn con migracién idnica bajo con-

trol mixto de lag [ases 1iquida y sflida, o uti-
Lizavon log giguientes valores caracreriatisas(12):

Relacidn difusional - fase sélida -0.2 <a< 1.50;
Relacidn difusional - fase 1Tquida 0,50 < 0 < 2,03
Relacién de Valencias ifnicas -0.5 < f < 2.0; Fac-
de distribucién A = 0,020; Facter de Separacidn
0.20 € B © 5.0; Composicifn en la fase 1$quidan°=
0.80; y composicifn en la fase sslidg x(R,0) =1.0.

En la Figura No. | se presenta la disteibu-
cidn idnica para aproximacidn simEtrica polinomial
con factores pesante W(X) = 1-X y seis (6) puntos
de coloecacidn ortogonal. Para geometria esférica,
los puntos de colocacidn ortogonal corresponden a
las posiciones radiales (r/R) = 0, 0.215, 0.421,
0,764, 0,885, 0.965 y 1. En dicha figura se pre-
sentan los valores en el centro de la  particula
(r/R = 0), a lag posiciones 0.421, 0,764, en la
superficie (r/R = 1) y la fraccidn promedio, Para
la fraccidn promedio se utilizd la cuadratura dada

por la Ee. (l4) que le corresponde com la  expre-
sidn integral
R R
X, (B) = I X (o de/ L r? ac
o

N+1 N+1
xA(Fo) = ’E X W, / R (16)

i=] i=1

= ] =
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mientras la fraceidn ifnica equivalente en el cen-

tro de la particula es determinado por la Ec. (17)
8,

71, %G, 1) (a7

N+1
K OF)= 1

il

La distribucidn ofrece valores diferentes pa-
ra F_< 0.80, luego convergen al valor estaciona-
rio de X ™ = 0.9525 para todo el valumen de la
particula. La distribucidn ifnica en la particula
obedece a los patrones de regeneracidn con niveles
mayores hacia el centro de la particula, con 1la
direccion de transferencia ocurriendo desde la
particula hacia la solucién en relacidn al ion

A considerado de equilibrio favorable por 1a regi-

na y equivalentemente para el ion B desde la solu-
s
t1on, Resulta coincidente la fraccidn ifnise pro-

medio con la fraccidn idnica equivalente a la po-
sicidn r/R = 0.764 para toda variacifn con el nfi-
mero de Fg .

La caracteristica generalizada del perfil de
fraceidn idnica equivalente bajo flujo convectivo
es la alta velocidad de transferencia para bajos
valores de F,, con variacidn lineal al inicio en
toda la geometria interna de la particula., La dis-
tribucidn estacionaria para F, = 0.80 ilustra pa-
rametros de saturacién, asi por ejemplo, una par-
ticula de 1072 cm de radio promedio tomaria 80
segundos la saturacidn mientras una particula de
10" cm de radio tomarfa 80O segundos,

En la Figura No. 2 se muestra el efecto del
NGmero de Puntos de Colocacién Ortogonal sobre la
aproximacién a la distribucifn idnica en funcidn
de la fraccidn promedio, Resultados anteriores (5)
demuestran que para la cintica de intercambio if-
nico bajo control de la fase sdlida, la aproxima-
¢idn entre datos experimentales y el ajuste poli-
nomial se logra incrementande el nimero de puntos
de colocacidn ortogonal, con total reproductividad
de los datos experimentales para N =53 6, De 1la
figura se ilustran algunas consideraciones de in-
terés

i) Todas las aproximaciones siguen la misma ten-—
dencia de distribucidn para N = 1,2,3,4,5,6 puntos
de colocacidn, alta transferencia al igiqio del
procesc hasta converger a valores asintdticos..

ii) La diferencia de valores para la fraccidn 1ié-
nica equivalente entre las aproximaciones disminu-
ye con incremento del niimera de puntos de coloca-
cidn. El1 valor asint8tice para N=l resulta X% =
0,99879 mientas para N = 4,X% = 0,999675; N =5,
X®= 0,999850; N = 6, X™= 0,.399890.

El porcentaje de error para la solucidn N = 1
referido a la solucidn ¥ = 6 es de 0.11%, que se-
ria una aproximacidn de magnitud para el proceso;
para la solucién N = 4 es de 0,021% que serfa una
aproximacidn de segundo orden; y para la solucidn
N = 5 es de 0.004% que podrd considerarse solucidn
del proceso de transferencia.

iii) La aproximacifn para N = 6 serd considerado
como la solucifn numérica de la mayor convergencia
a la probable distribucién ifnica para la fase sé-
lida bajo las condiciones de transferencia del
sistema en referencia y control mixto de las fases

1quida y sdlida,

&n la Figurd No.) se pracentn ol afssks del

factor de convergencia sobre la aproximacidn a la
distribucidn idnica en funcién de la fraccidn pro-
medio, En la determinacidn de los polinomios or-
togonales intervienen dos Factores de convergencia
W(X) = 1.0 y W(X) = 1 - X*, Las rafces de los
polinomios o puntos de colocacidn ortogonal para
desarrollo par (aproximacién simEtrica) y N=6 son:

wix) =1 0 0.23 0.45 0,64 0,80 0,92 0,98 1,00

WD 0 0.2 0.4) 081 8.9 o8 o097 1.00

De 1la Figura se observan las siguientes ca-
racteristicas sobre la aproximacidn polinomial :

i), La solucidn en términos de la fraccidn promedic
para W(X) = 1-X* resulta por debajo de la solucidn
para W(X) = 1.0 para todos los puntos de coloca-
cifn ortogonal. La distribucidn segilin W(X) = 1 re-
sulta desplazada hacia la superficie de la parti-
cula y cointide en los puntos de mayor concentra-
cidn para la evaluacidn de la fraccidn promedio en
comparacidn a la distribucidn para W(X) = 1-X%,

ii) La diferencia de valores entre las aproxima-
ciones se incrementa con disminucidn del orden
del desarrollo polinomial; esto demuestra la con-
vergencia de las soluciomes polinomiales a la dis-
tribucid@n idnica con la variacidn de los factores
W(X) e incremento del orden de la aproximacidn;

iii) La distribucién idnica para W(X) = 1-X°y N=6,
presenta una ubicacifn discreta em la  geometria
esférica mAs representativa para la fraccidn i6ni-
ca promedio, Obsérvese los valores estacionarios
para N=6, X° = 0,999839 con W(X) = 1-x* y X" =
0.999866 con W(X) = 1.0 para una diferencia abso-
luta de 2.7 . 10~° 3 de 0.0027%, que para estima-
ciones groseras podrian utilizarse igualmente,

En la Figura No. 4 se muestra el efecto de la
simetria sobre la aproximacidn ala distribucidn
idnica en funcidn de 1a fraccifn promedio. En 1la
resolucidn integro-numfrica se consideraron dos
aproximaciones polinomiasles, una en desarrollo
par y otra de desarrollo generalizado (combinacidn
de t€rminos pares e impares). La asimetria en el
perfil de concentracidn estd representado por la
inclusifn del t&rmino(2/r) (l+ax)/ (1+2x).3%x/5r en la
expresion diferencial de continuidad, que  repre-
senta el balance diferencial exacto. La aproxima-
cifn asim@trica parece expresar la situacidn real
de intercambioc binario en un volumen infinite de
solucidn., De la figura se destacan las siguientes
caracteristicas :

- J2 u
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i) La solucidn simétrica expresa valores mayores
respecto a la solucidn generalizada, sin embargo,
esta diferencia se reduce con incremento en el nii-
mero de puntos de colocacidn ortogonal. lLa dife-
rencia entre los valores extacionarios de X° =
0,999844 para la aproximacidon simétrica y X° =

0.999866 para la aproximaciln asimftrica es de

L1, 107, oarn dikeesnssa es o Pt b

jos valores del F,.

ii) La tendencia entre las distribuciones para las
aproximaciones simétrica y asimétrica obedece al
patrdn generado por difusidn radial y condiciones
de borde en la solucidn simétrica, no se observan
mayores deformaciones en el perfil por 1la intro-
du7§i6n del té&rmino no lineal (2/v)(l4mx) / (1+Rx).
ax/dr

Para particulas sintéticas de intercambio id-
nico de gran estabilidad quimica y mecfnica con

distribucion caracrorietiog d8 Pamano enkre 0.001

b -'U.lﬂ em en contacto con soluciones de  elec-
trolitos en movimiento uniforme a través de la
geometria de flujo, el perfil de concentracidn sin
consideraciones de singularidades intermas en la
estructura interna de la particula se aproxima a
conservar circulos simétricos para los iones  in-
tercambiantes,

IV. CONCLUSIONES

Del andlisis comparativo de los resultados
numéricos encontrados por el Métedo de Colocacidn
Ortogonal -en aproximacidn simétrica y generaliza-
da- sobre el proceso de difusidn con migracidn
ifnica, pueden derivarse las siguientes conclusio-
nes :

1., Todas las aproximaciones siguen la misma  ten-
dencia de distribucidn idnica en la fase sélida
para N = 1,2,3,4,5 6 puntos de colocacién ortogo=-
nal, alta transferencia de masa al inicio del pro-
ceso de intercambio hasta converger a valores a-
asintdticos para nimeros de Fourier de Masa mayo-
res de 0.80.

2, La diferencia de valores de fraccifn iGnica e-
quivalente entre las aproximaciones disminuye con
incremento del niimero de Puntos de Calocacidn. En-
contrindose un porcentaje de error de 0,021% para
la solucidn a N = 4 como aproximacidn de segundo
orden a la distribucidn iGnica y de 0.004% para la
solucidn a N = 5 puntos de colocacidn.

3. La distribucidn idnica para el factor pesan-
te W(X) = 1-X° resultd mAs representativa que pa-
ra el factor pesante W(X) = 1.0 entre _ el centre
de la partfcula (r=0) y la superficie (r=1). La
diferencia absoluta de valores para_ la fraccidn
idnica promedio resultd de 2,7 . 107°, que para
egstimaciones groseras podrdn utilizarse igualmente
las aproximaciones para W(X) = 1 § W(X) = i-x* .,

4. La tendencia entre las distribuciones idnicas
para las aproximaciones simétrica y asimétrica o-

bedece al patrfn generado por difusifn radial y a
las condiciones de borde en la solucifn de desa-
rrollo par, no se observan mayores deformaciones
en el perfil por la introduccidn del término no
lineal ((2/r) (1+uX)/(14BX).(3%X/3 r), en el balance
deferencial d¢ continuidad,

NOMENCLATURA

4

4 = Matriz de Colocacién para la Primera Deriva-
da an Ceometrfa Esfdrica,

i Matriz de cotgggeinn Dara 12 Sopunda Darsva-

da en Geometria Esférica,

!

D; = Autodifusividad del idn i en la solucidn

2/.
N (em )
Di = Autodifusividad del ifn i en la resina
(em )
N = Riimero de puntos de colocacidn ortogonal,
1<N<6.,
n, o= Fraccidn ifnica equivalente en la solucidn,
Z.C,
id
n. = e——
i Z Cq

P et .
%= Fraccifn ifnica equivalente en la resina,

Z,q.
PR . |
i wa
r = Distancia radial adimensionada, r = /R
R, = Factor R. en la fase 17quida para el Modelo

de Pelfciila
Sh = Nimero de Sherwood, Sh = K D_/D,,
p 2

Z. = Valeneia idnica

Wi = Matriz de Cuadratura en Ceometria Esférica

o = relacifn difusional en la fase sdlida,
ZADA

ZBD

i

1 = Factor de separacidn

B = Relacifn de Valencias iGnicas
= Factor de distribucidn,

By

A®* = Valor de la mezcla para la fase 1iquida

T = F = Pardmetro adimensional de tiempo & Niimero
de Fourier de transferencia de masa,

F, =Dt /rp

-1 o _—
jS = Matriz inversa de los puntos de colocacidn

= M=
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4)

5)

6)

7)

Composicidn promedic en el seno de la fase.

Camposicidn a la interfase 1iquido-sdlido.

SVBINDIGLD

O
o

idn entrante a la resina.
ion saliente de la resina.

ién comfn,
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