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RESUMEN

Consideramos el problema de la distribucién térmica en un cuer-
po de extensién infinita en la direccién radial y que tiene un hueco
cilindrico de radio a (a<x <).Supondremos que el cuerpo tenga es-
pesor finito, cuyo rango de variacién es 0<z< 1, y que la conduc-
tividad térmica depende de la coordenada z en la forma kz = B(1 - 22),
donde B=pc, siendo p la densidad del medio y ¢ es su calor espe-
cifico. Las transformadas de Weber y de Legendre han sido utilizadas
para conseguir la solucién.

ABSTRACT

We consider a problem of heat distribution in an infinite body
(a gn <w) with a cylindrical cavity of radius a at the center. Sup-
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pose that the body is of finite thickness 0<z< 1, and the thermic

conductivity depends on the z-coordinate as k, = B(1- z?), where

B = pc ; p is the density of the medium and c¢ is the specific heat.

The Weber and Legendre transforms have been used to obtain the solu-
tion.
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1. INTRODUCCION

Problemas de distribucién térmica en cuerpos de forma cilindri-

Ca se presentan con gran frecuencia en la Fisica y la Ingenierfa. El

intervalo de variacién de las variables que definen la geometria del

cuerpo es muy distinto y depende de la naturaleza del problema . Es
asi como los intervalos pueden ser [-«,+}; (0,«}; (0,h); (-1,1);
(0,7); etc . De acuerdo al tipo de intervalo que define el problema,
se emplea la transformada integral adecuada para la solucién de la
ecuacién diferencial que corresponda . Las transformadas integrales
mas usuales son la de Laplace, Fourier, Hankel y Legendre. Cuando el
intervalo de variacién de una de las variables del problema esta
comprendido entre un valor finito a y el infinito, entonces un méto-
do para la solucién de la ecuacidn diferencial consiste en emplear
la transformada de Laplace ; pero el cdlculo de la inversién de la
transformada es en general muy tedioso y complicado; asi lo hace por
ej. Carslaw and Jaeger [1].

Vamos a tratar el problema de la distribucidn térmica en un
cuerpo de extensidon infinita en la direccidn.radial y que tiene un
hueco cilindrico de radio a; siendo por lo tanto el rango de varia-
cién de la variable #; a £ £ < ., Supondremos que el cuerpo tenga
espesor finito, cuyo rango de variacién es 0 < z < 1, y que la con-

ductividad térmica depende de la coordenada z, en la forma
- _ il
k, = 81 -27)

donde B = pc; siendo p 1la densidad del medio y ¢ es su calor es-
pecifico.

En nuestro problema vamos a usar la llamada transformada de
Weber para la variable # en lugar de emplear el método de Laplace
usado en [1], y la transformada de Legendre para la variable z.



2. TRANSFORMADAS INTEGRALES Y SUS PROPTEDADES

La transformada de Weber |2| de una [uncién 4(x), sc define co-

mo

11
v

g [§001] = tnd = | gla) 7 nn) ()
a

donde

Z, ) = J, nn] V\)(na) —V\)(rm) J\)(na) (2)

siendo Jv y VV funciones de Bessel de primera y segunda clase res-
pectivamente.

La férmula de inversidn para la transformada (1), es

S Z, ()
§ln) = [ 6l — s ndn (3)
0 J,na) +¥ na)
Si sc ticnen las funciones
2
g(fL] = d_é + 1_ d_ﬁ
dn? nodn

hin) = K (constante)
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se demuestra [3] que

(4)

Por cuanto el rango de variacién de la variable z, es (0,1); en-

tonces la transformada apropiada que vamos a usar es la impar de Le-

gendre, que se define segtn [4] por

1
6L(2n+1) = f 4(z) Pzn”(z) dz

0
siendo la férmula de inversion

[@9]

§lz) = HZO (4n + 3) 6L(ZVL+” P2n+1[z)

También usaremos la siguiente propiedad [4]

1
d

au
[ 2 -0 B]e,, te1de = tone1) B (0) uln,0,2) -

0

(6)

(7)
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-{n+1)(2n+2) uLUQZHfT,I} (8)

donde

1.3, 00 (In-1)

P (o) = [-1)"
2 7.4....1n

3. SOLUCION DEL PROBLEMA

Consideremos el cuerpo inhomogéneo con simetria alrededor del

eje z y de conductividad hz = B(7-2z2%). El hueco cilindrico tiene
en coordenadas

radio a. La distribucién de la temperatura u(x,z,f)
cilindricas, satisface la siguiente ecuacion diferencial

(9)

la conductividad hn en la direccidn radial la consideramos constan-

te.
Las condiciones inicial y de borde que usamos son las siguien-

wes.,

J uln,z,0) = §lr,z)  ;
|
5
‘Lu(n,o,ﬂ = hin,t)
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Aplicando la transformada de Weber dada por (1) con v=0, a la
ecuacion diferencial (9), teniendo presente (4) y las condiciones

I), se obtiene

TR ) 3 [y,
il k [ n® uln,z,t) - g[z,I)J - [(1 z%) - } (10)

donde *k = hm/B es la difusividad.

Multiplicando la ecuacidén (10) por P (z), integrando entre

2n+1
los 1imites (0,7), de acuerdo a las expresiones (6) y (8), se obtie-

ne
daL(n, n+1, %) B 2
=k [—nzuL(n,2n4-1,t)- —-gL[2n+7,/tq +
dit !
+ {2n+1) P, (0] Rin,t) - (Zn+2)(2n+1) « (n, 2n+1, 1) (11)
Poniendo
On, 2n+1,2) = - % kg ltne1, 2] + (Zn+1) P {0) Rin,2)

la ecuacién diferencial (11) tiene por solucién a



1%~

(/t
J

0

¥ ‘Ehﬂ2+(2n+1)(2ﬂ+23][T—iJ

De acuerdo a los teoremas de inversién (3) y (7), la solu-
cion formal de la ecuacidn diferencial (1), es

8

uln,z,t) =

w Z (nn)
), 7w

o~

(4n+ 3) L—[L(n, In+1,£) x

s Yo T2 Ma) + Y nal

X Pmﬂ(Z)n dn (12)

4. CASOS ESPECTALES

Vamos a considerar un ejemplo de aplicacién del resultado gene-
ral (12). Supongamos que la temperatura inicial sea T y que la tem-
peratura en la superficie %r=a sea una constante T ; ademds la tem-

peratura en z=0 es nula; o sea que

fln,2) =T, , £=20

1]
|

glz,z) =

1
—4|
-
o
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o
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En virtud de [5, p.276] y [3], se tiene

_ To (-I)HF<;—+V1>
f(n, Zn+1,28) = - ——
. 2 Jm T(2+n)
(-n”r(’—w\.
g (2n+1, 2] = T, /A
17 Tle+n)
hin,t) = 0
Llamando
(~HnF(L+@
Aln) = Z
J7 T2 +n)
(Zn+1)(Zn+2) = A®
y poniendo
. BUK )
na:uin=i—,%=T’Y2=X;

(13)

(15)

(16)

y aplicando el resultado [5, p.353 (19)], la solucién (12) toma 1la

forma
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T, Hi*) (ry)
uln,z,t) = 7 %(4n:+3) P2n+1(2) Aln) _—T;T———_— +

Hy (Y]

2

F LT3 P L 2 Al x
n

i
m

1
o JAR) Y {ul =Y R J
APy gH g(u) Q| T -B-sdu
; Tl +2 u) TR G

(17)

5. VERIFICACION DE LA SOLUCION

Para T = 0 (£=0) el resultado (17) , de acuerdo a [5, p.SSSJ,

reduce a

T

uln,z,0) = _21 %(4n+3) Ps, (2] AlR)

Pero, en virtud de la definicidn (7), se tiene

1
7 %(4n+3) P e, 2] Aln) =1 (18)

por lo que
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wln,z,0) = T0

que es la condicién inicial impuesta.

Para la condicién de borde n1—>a; R—>1; entonces el segundo
sunando se anula ; mientras que el primer sumando , por la propiedad
(18), se reduce a:

wla,z,t) = Tl

que es la condicién de borde impuesta.
Consideremos que el medio material sea de extensi6én infinita en

la direccién z, lo que significa que en la ecuacién diferencial (9),
2

no interviene el sumando o % ; con loque vy = 0. En estas condi-

9z
ciones, la solucién (12) toma la forma

o J (uR) ¥V (u) - VY _(uR) J_(u)
wln,z,t) = T1+ Z [TlﬂTo:] J Q-TU'Z 0 0 0 0 i

“ : u[J5 () + Vg (ul]

Esta integral ha sido tabulada por Jaeger [6] , para diferen -
tes rangos de T y R.

Si T = 0; entonces esta solucién se reduce a la dada en [1].
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