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Abstract

The movement of water in the soil is one of the most important physical processes to be able to design irrigation
systems, estimate the risks of contamination of agrotoxics, the recharge of aquifers and the hydrological balance in river basins,
to describe this process is necessary the knowledgeof a complex of physical processes which can be mathematicallymodeled
in order to define the most precise models that allow estimating the flow of water in the soil for engineering purposes. For
this, an analytical solution of Richards’s equation applied to an unsaturated soil based on the Brooks-Corey model was
obtained, which allowed to reduce the non-linearity of the differential equation, however the equation and its boundary
conditions being non-homogeneous, merited the combined use of asymptotic approach methods and the development of
self-functions. The results obtained in the solution of Richards’s equationusing the constitutive relation of Brooks Corey
generated a Fourier series response dependent on the eigenvalues An and the autofunctionsén (z).

Keywords: watersheds, hydrology, modeling, irrigation.

Ecuacion de Richards para el estudio del flujo de agua en
suelos insaturados, basada en el modelo de Brooks Corey

Resumen

El movimiento de agua en el suelo es uno de los procesos fisicos mas importante para poder disefiar sistemas
de riego, estimar los riesgos de contaminacién de agrotoxicos, la recarga de acuiferos y el balance hidrolégico en cuencas
hidrograficas, para describir este proceso es necesario el conocimiento de un complejo de procesos fisicos los cuales pueden
ser modelados matematicamente, de tal manera de definir modelos mas precisos que permitan estimar el flujo de agua
en el suelo con fines ingenieriles. Para ello se obtuvo una solucién analitica de la ecuacién de Richards aplicada a un suelo
insaturado basada en el modelo de Brooks Corey, lo que permitié reducir la no linealidad de la ecuacion diferencial, sin
embargo la ecuacion y sus condiciones de contorno al ser no homogéneas, ameritaron el uso combinado de los métodos
de aproximacidén asintotica y el desarrollo de auto funciones. Los resultados arrojados en la solucién de la ecuacién de
Richards empleando la relacion constitutiva de Brooks-Corey generaron una respuesta en series de Fourier dependiente de
los autovalores A_n y las autofunciones ¢n (z).

Palabras clave: cuencas hidrograficas; hidrologia; modelizacién; riego.
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Introduccion

El suelo es un sistema natural abierto ubicado
en la superficie terrestre y compuesto por las tres fases:
liquida, sélida y gaseosa [1]. Estructuralmente, los suelos
constituyen un medio particulado y poroso, el cual se
puede definir como un material conformado por una parte
sélida o matriz y un espacio poroso, en el cual puede ser
circular gases y agua a través del perfil del suelo ocupado
por agua o una o varias fases de fluido, ya sean liquidas o
gaseosas [2].

El suelo, caracterizado desde una perspectiva
fisica, es un material trifasico constituido por el esqueleto
de particulas sélidas rodeado por cavidades intersticiales
ocupadas por agua y aire (Figura 1). Una descripciéon
fisica de un depdsito de suelo se obtiene al considerar
un conjunto de propiedades fisicas entre las cuales
destacan la relacion de vacios y la porosidad; el contenido
de humedad, grado de saturacién y contenido de aire;
la gravedad especifica y la densidad (saturada y seca);
todas ellas expresadas en funcién de las proporciones en
volumen y en masa de las fases que componen una parte
de un deposito de un suelo [3].
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M
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Figura 1. Esquema grafico de las fases que componen
el suelo. En donde: V: Volumen total el elemento. V:
Volumen de sdlidos. V : Volumen de vacios. V : Volumen
del agua intersticial. V_: Volumen del aire en los poros. M:
Masa total del elemento. M _: Masa de so6lidos. M : Masa de
vacios. Mw: Masa de agua intersticial.

En el suelo se da una variada gama de eventos de
caracter fisico entre los cuales destaca el movimiento del
agua. El movimiento del liquido en el suelo es regulado
por fuerzas de distinta naturaleza y de muy diversas
intensidades y direcciones, lo cual crea gradientes de
energia potencial entre puntos distintos del suelo y en
consecuencia le permite al fluido discurrir entre ellos
[4]. Ahora bien, la energia potencial en el suelo deriva de
fuerzas de distinta naturaleza fisica, cada una de las cuales
aporta una contribucién al potencial total del agua en el
suelo [5].

Elaguasemueveenelsuelotanto enunacondicién
saturada o no saturada. La zona no saturada de un suelo

representa el escenario en donde son protagonistas una
serie de fenémenos, entre los cuales destaca de un modo
preferente, el flujo de agua; responsable del transporte
de calor y soluto en el subsuelo, ademas define la tasa de
ocurrencia de procesos microbioldgicos y de crecimiento
vegetal, gobierna la transpiracion, afecta la recarga de
acuiferos subterrdneos -controlando la escorrentia
superficial- y posee otras muchas influencias sobre
aspectos del medio natural [6].

El flujo vertical insaturado de humedad en
un suelo puede describirse fisicamente mediante una
ecuacion en derivadas parciales (parabdlica y no lineal)
conocida como ecuacion de Richards. Esta, representa el
modelo de flujo de agua con mayor uso en ambitos como
las ciencias agricolas, en algunas areas civiles, la hidrologia
y otras ciencias afines [7] [8].

No obstante, los modelos matematicos usados
para aplicar la ecuaciéon de Richard tienen un alto
componente no lineal, lo que hace que el mismo sea menos
precisos, lo cual conlleva a una estimacién inadecuada del
flujo de agua en el suelo, lo cual repercute en el disefio
optimo de obras de ingenieria, en este sentido en este
trabajo se propone una solucién analitica de la ecuacién
de Richards basada en el modelo de Brook-Corey para
disminuir la no linealidad de la ecuacién de Richard.

Materiales y Métodos

Modelo matematico usado

El modelo matematico usado para describir el
flujo de agua en el suelo fue la ecuacién de Richards, el
cual es una ecuacion diferencial en derivadas parciales,
parabdlica y no lineal que se expresa como [9]:

a0
div(KTAVR) = —+5; )

En donde: K es la conductividad hidraulica;
h potencial del agua en el suelo; t tiempo; 6 humedad
presente en el suelo.; T* es un tensor adimensional de
segundo orden que representa la naturaleza anisétropa
del medio; S es una fuente exterior.

Modelos analiticos evaluados

A través de la ecuacion de Richards se pueden
usar modelos analiticos para ajustar resultados
experimentales mediante la curva tensién-humedad
en medios porosos insaturados, lo cual permite
estimar valores no determinados experimentalmente
y en consecuencia la determinaciéon con una mejor
aproximacién de magnitudes tales como la capacidad
de campo, la microporosidad, el agua aprovechable
y la conductividad hidraulica, entre otras [10], esta
investigaciéon se us6 el modelo de Brooks-Corey para
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resolver la solucién analitica de la ecuacién de Richards y
ajustar los resultados provenientes de la curva de retecién
de humedad.

Curva Caracteristica de Humedad en el Suelo

La curva caracteristica de humedad en el
suelo es la relacién entre el contenido de humedad en
los macro y micro poros y la succién del suelo, aunque
estas se obtienen por procedimientos fisicos, las mismas
pueden ser de forma experimental, usando funciones
de tipo matematicas en este trabajo de investigacion se
uso el Brooks-Corey para ajustar un modelo matematico
que permita estimar valores confiables de la curva de
retenciéon de humedad a través de la solucién analitica de
Richards [11].

Modelo de Brooks Corey

El modelo permite el estudio de las propiedades
que caracterizan a un medio poroso insaturado y se
expresa como:

Se = (abch)_'l; apch >1 (2)

En donde Se es, segln se dijo anteriormente, el
grado de saturacion efectiva, el cual se calcula de acuerdo
ala féormula:

8—a.

s -
© lsll.5 - S*r

». €S un parametro relacionado con el
valor de la presion de entrada de aire h, de acuerdo a la
expresion:

(3)

Ademas o

1
Oy = h_b (4)

Donde h es la presion de succién y A es un
parametro adimensional que caracteriza al indice
de distribucién del tamafio de los poros del suelo.
Teéricamente, el valor de A se hace muy grande (se
aproxima a infinito) para un medio con una distribucion
de tamafio de poro uniforme; asimismo el valor de A tiende
a un valor nulo en la medida que el tamafio relativo de los
poros no tiende a la uniformidad, sino que por el contrario
estos tienden a valores distintos.

Método de desarrollo en auto funciones

La solucién de una ecuacién diferencial en
derivadas parciales suele conseguirse empleando el
método de separacion de variables; siempre que dicha
ecuacion y sus condiciones de contorno sean lineales y
homogéneas. Sin embargo, en muchas aplicaciones de
ingenieria y en fisica aparecen problemas modelados por
ecuaciones diferenciales parciales no homogéneas, con
condiciones de contorno homogéneas o no homogéneas
[12].

El método de desarrollo en auto funciones para
un problema no homogéneo con condiciones de contorno
homogéneas, permite desarrollar la solucién desconocida
v(x,t) en serie de las autofunciones asociadas

[+a]

V(0 = ) an©6n() 5)

n=1
Para cada t. Como v(x,t) es funcién de x, entonces
tendra una serie de Fourier generalizada.

Método de aproximacion asintotica

Muchos problemas del area de la fisica y de la
ingenieria, en los que aparecen parametros asintéticos,
son en buena proporcién modelados por medio de
ecuaciones diferenciales que resultan en muchos casos
de tal complejidad que su solucién amerita reducirlos
a problemas mas sencillos, utilizando algiin método de
aproximacion a la solucidon exacta de los mismos [13].
Si u es la variable independiente definida en la ecuacién
diferencial y u=u(xi,t), con i=1,2,3, entonces al incorporar
€ en u se tiene que u=u(xi,t,e). De esta manera la soluciéon
analitica aproximada es de la forma:

ul(x;, t,e) = ug(x;, t) + suqy(x;, t) + - (6)

Resultados y Discusion

Formulacién matematica

A continuacién se presenta la formulacion
matematica considerando que Sea Q c R3, el espacio
donde se desarrolla la infiltracién del fluido y 0Q el
entorno de (. El contenido de humedad en el suelo se
define como 6 (xi,t), en donde xi€(}, con i=1,2,3 y t>0. La
formulacion se realiz6 para un suelo bajo condiciones no
saturados, como se muestra en la Figura 2.

» Superficie del suelo(z=0)

Estado transitorio ((.t::ﬂ

. ; . (960
Estado estacionario ((f’ =0

Figura 2. Esquemas de las condiciones del suelo
utilizadas en el estidio.

La infiltracion del agua en un suelo con una
naturaleza fisica y mecéanica conocidas se evalu6 por
medio de la ecuaciéon de continuidad:

89+V 0 7
— 4+ Vg = )
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y la Ley de Darcy, la cual establece que q=-KVh (8),
Sustituyendo 8 en 7 y desarrollando adecuadamente se
encontro la ecuacion:

d6
div(KTAVh) = Gt + 5 (8)

Esta es la ecuacién conocida como la ecuacion
de Richards. Al expandir el término del lado izquierdo de
esta ecuacion y considerar que el valor del potencial en la
zona no saturada se reduce a sus componentes matricial y
gravitatoria, la ecuacién de Richards la podemos escribir
en la forma:

0 oh
K (T.f! - T;;)

I -5 9
at  9x; Y 9x; ®

Si se considera que el liquido tiene solo un
movimiento de descenso (xi=xj)=z y sin fuentes o
sumideros (S=0), la ecuacién 6 se reduce a:

6 @ a6
—+—(K’—D—)= 0

dt oz dz
a ae a8 ap ae K aK dK a8
w(K-DE)=DZ-T T+ T=tor

Finalmente se consigue que:

ae 9829 aD a8 dK a6

- - e + - e

dt dz?2 9z 9z df 0z
Solucién analitica

—0 (10

A objeto dereducirlanolinealidad de la ecuacion
10 y poder emplear métodos analiticos en su solucion, se
procedi6 a plantear una solucién analitica para la ecuacion
de Richards considerarando que:

aD
dz
De esta manera la ecuaciéon 10 qued6 como sigue:
a6 D %8 dK a8
- —_—t—— =
at dzz  dof oz

0

(11)

Donde la difusividad y conductividad hidraulica
de un suelo se relacionan por medio de la expresion:

D(®)
E
dg

K@) = —

Por medio de la relacion constitutiva de Brooks
Corey contenida en las ecuaciones 2 y 3 se encuentra que:

agc \G; — 6,
y ademas:
dh 1 (9 -8, )Tl (12)
A8 agcA(B,—6,)\8.— 6,

-1 14
K(8) = aBC'lD(Ss - '91*:] 16 — H'r:] 4

2 _ 25D g 933,22 _p if e g 4598 g
ag (8,-8,)T at az’ (8,-6,)% az

Sujeta a las condiciones iniciales y de contorno

6(z,0) = 8,
6(0,t) = 6,
HEIJ t:] = HT

La solucién de la ecuacion en derivadas parciales
sujeta a las condiciones de contorno no homogéneas,
se desarrollé por medio de los métodos combinadog
aproximacion asintética y desarrollo de autofunciones en
series de Fourier. El resultado conseguido esta expresado
en la ecuacién 13:

6 =05+ | g+ Z a, (), (z) |+ 6,

n=1
En donde
4
‘DE(ZJt) = (9_5 - 31,:1 (1 — E)
002, 0) = 6, 8|2 Y Lsen () exw (- (%) o) 4 (1 ,%)]
n=1
0n(2) = sen (T-7)
2(63 - 97') ZT[LZ

2
exp(—21,Dt) [(35 — 8,)[nnl — sen(nnl)]

z;W[e’“’(D () + ) 1]

P [l” —er (_D (%)2 t)] 1 ewGan -1
e 2

L

La solucién de la ecuacién de Richards en el
caso de difusividad constante y el empleo de la relacion
de Brooks-Corey viene dada por la ecuacién 13. Los datos
de las propiedades fisicas a considerar en este modelo, se
encuentran reflejados en la Tabla 1.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Volumen Especial, 2020, No. 1, pp. 03-55



Ecuacion de Richards para el estudio del flujo de agua en suelos insaturados 15

Tabla 1. Caracteristicas hidrodindmicas de un suelo
franco arenoso usadas para la aplicacion del modelo
Brooks-Corey

0 (cm*cm®) 0 (cm*em?) oy (em) A D(em’h’)  L(cm)

0,412 0,041 -0,095 1 0,65 100

Cuando se evalud la evolucion de la humedad
en profundidad (Figura 3) usando el modelo de Brooks-
Corey, los resultados observados muestran cierta similitud
a los que se consiguieron con el modelo de Gardner.
Aqui también se definen dos zonas de humedecimiento
perfectamente diferenciadas. En la zona superior que
corresponde a la parte superficial del suelo y a sus
estratos mas vecinos se observa que estos territorios
estan completamente saturados de agua, mientras que
en la segunda zona, el contenido de humedad es menor
pero tiende a alcanzar valores mas elevados en una forma
progresiva y continua mientras ocurra el proceso de
infiltracion.

Humedad (cm3 cm“z)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Profundidad (cm)
Figura 3. Evolucién de la humedad en funcién

de la profundidad, para el modelo de Brooks-Corey
cuando n=1.

Los resultados fueron similares a los reportados
[14], quienes al realizar un andlisis numérico para
estudiar el proceso de infiltracién en suelos parcialmente
saturados encontraron que el modelo COMVI
(Consolidation Multiphase Viscoplastic Analysis) arrojé
resultados satisfactorios en relacién con la capacidad e
idoneidad de modelar de manera continua la interaccién
y el comportamiento hidraulico de varios materiales
durante el proceso de infiltracion.

Previo a ello [15] evaluaron el modelo de
proporcionalidad natural y los compararon con otros
modelos como el de Fredlund y Xing, el de Brooks y Corey
y el de van Genuchten, de lo cual se determiné que los
ajustes obtenidos con el modelo de proporcionalidad y el
modelo de Fredlund y Xing son similares para los casos en
donde los datos de laboratorio estan distribuidos de forma

uniforme y en un rango amplio de valores de succidn.

Al estudiar un suelo insaturados usando
el modelo de Brooks-Corey [16], encontraron que la
solucion analitica es facil de usar y no requiere soluciones
matematicas complejas, los resultados expresan el
comportamiento de la humedad en funcién de la
profundidad y el tiempo, en términos generales la solucién
analitica puede ser aplicada para estudiar la infiltracién
en suelos insaturados.

Cuando se evalué el comportamiento de la
humedad del suelo a diferentes potenciales de presion
(Figura 4), se observo el caracter asintdtico de la funcién
indica una relacién de proporcionalidad inversa entre
las variables tensiéon y humedad. Para valores de tension
cercanas a cero, el contenido de agua tiende al valor
de saturacion del suelo, mientras que si la succién se
incrementa asintdticamente hacia valores elevados, la
humedad en el suelo tiende a disminuir.

Humedad (cm3 cm'3)

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

-100

-200

-300

-400 -

-500

Tension (cm)

-600

-700

-800

Figura 4. . Evolucidn de la tensién en funcién de la
humedad, para el modelo de Brooks-Corey cuando n=1.

Si bien el modelo de Brooks-Corey [17], expresa
la curva de retencion de agua como una funcién potencial,
esta ecuacion sin embargo no incluye un punto de inflexion
(PI) bien definido, pero si asi un marcado AE, por lo que el
modelo de Brooks- Corey funciona de forma mas efectiva
para tipos de suelo con un AE bien definido y para curvas
de retencién en forma de J. mientras que otros modelos
como el de Van Genuchten, [18] si incluye un PI pero no
un AE, esto genera que este modelo represente de mejor
manera los suelos con curvas en forma de S pero no las
curvas tipo ], finalmente, el modelo de Vogel-Cislerova es
el mas reciente y se basa en una variante del modelo de
Van Genuchten permitiendo la inclusién de un AE con lo
cual combina las bondades del modelo de Brooks-Corey y
el Van Genutche [19].
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La solucién analitica constituye un aporte
para la eliminacién de la no linealidad de la ecuacién de
Richards, permite extrapolar el modelo a una gama mas
amplia de suelos cuyo comportamiento de la humedad a
diferente tensiones responden a un modelo potencial, lo
cual permite un mejor ajuste del mismo y obtener con
mayor confiablidad los parametros hidroldgicos que seran
usados en modelos computarizados, para el disefio de
sistemas de riego o estudios del movimiento de agua en
cuencas hidrograficas con fines de evaluaciéon de amparos
ambientales y contaminacién ambiental.

Conclusiones

Al considerar que la difusividad del suelo es
constante se elimina la no linealidad de la ecuacién de
Richards y de esta forma al utilizar la relaciéon de Brooks-
Corey se pudo obtener una solucién analitica de dicha
ecuacién, empleando los métodos de aproximaciéon
asintética y el desarrollo en auto funciones en series de
Fourier.
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