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Resumen

Elprincipal objetivo de este trabajo es definir un nuevo tipo de indicador de pobreza que permita medirla
de una forma multidimensional y, al mismo tiempo, proporcionar una representacion grafica exhaustiva, com-
plementando las técnicas actualmente mas utilizadas. Con ello, se esta en disposicion de incluir numerosas di-
mensiones de la pobreza en un indicador. Posteriormente se demuestran algunas de las propiedades de dicho in-
dicador. Finalmente, se aplica a dos ejemplos distintos: el de una region espafiola con una economia poco pro-
ductivay otro con las naciones africanas. Como la tradicional linea de pobreza no tiene sentido aqui, se utilizaun
nuevo método para calcular un hiperplano que sustituya el papel que la linea de pobreza desempefia en los estu-
dios clasicos. También se propone el uso de este tipo de indicador en un amplio espectro de campos de investiga-
cion en las Ciencias Sociales.

Palabras clave: Medicion de la pobreza, indicadores, multidimensionalidad, hiperplano, representacion gra-
fica.

A Multidimensional Poverty Indicator Based
on Euclidean Geometry

Abstract

The main goal of this paper is to define a new kind of poverty indicator which can measure the multidi-
mensionality of poverty and, at the same time, provide a comprehensive graphic representation, comple-
menting the normally used techniques. A variety of dimensions of poverty can be included in one single indi-
cator; the major properties of the defined indicator are shown. Finally, the indicator is applied to two different
examples: one, a Spanish region with low economic productivity and another in Africa. Since the traditional
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poverty line has no meaning here, a new method is used to compute a poverty hyper plane replacing the role the
poverty line performed in classic studies. Use of this indicator is also proposed for a wide range of research

fields in the social sciences.

Keywords: Measurement of poverty, indicators, multidimensionality, hyper plane, graphic representation.

Introduccion

A pesar de las increibles mejoras en la
técnica y en el conocimiento, aun no se ha lo-
grado acabar con el mas grave problema eco-
ndémico a nivel mundial. Hay quien afirma que
ésta es la primera generacion con la posibili-
dad real de acabar con la pobreza en el mundo,
pero los ricos parecen cada vez mas imper-
meables ante la situacion.

El primer paso para resolver un proble-
ma es conocer larealidad. Sin embargo, la me-
dicién de la pobreza es siempre relativa y este
caracter presenta una faceta espacial y otra
temporal. Por si fuera poca la dificultad, la po-
breza es, hasta cierto punto, subjetiva e impli-
ca a multiples variables, o dimensiones. A pe-
sar de que este hecho es reconocido por nume-
rosos expertos (Nolan y Whelan, 1996; Perry,
2002; Ringen, 1988; Townsend, 1979; entre
otros), la mayor parte de los estudios sobre po-
breza usan un enfoque unidimensional para
determinar siuna persona (o un grupo, que lla-
maremos unidad de andlisis) es o no pobre.
Por supuesto, ha habido muchos intentos de
usar diferentes variables para medir la pobre-
za (Bourguignon y Chakravarty, 2003).

Normalmente, en un modelo multidi-
mensional, cada variable elegida representa
un aspecto distinto de la pobreza o de las desi-
gualdades, puesto que ninguna variable puede
dar por si sola una idea completa del fenéme-
no a analizar. Sin embargo, la agregacion de
los valores alcanzados por las diferentes va-
riables puede suponer una redefinicién del
concepto, ya de por si subjetivo (Foster y Sho-
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rrocks, 1988; Atkinson, 1987). Ya Sen (1996)
afronto la clave del problema, dividiéndolo en
dos etapas interrelacionadas: (i) la identifica-
cion de los pobres (esto es, la construccion de
una cierta linea de pobreza), y (ii) la agrega-
cion de las caracteristicas de los pobres en un
indicador general. El primer problema ha sido
parcialmente resuelto mediante el método de
los ingresos, que requiere de la determinacion
de una linea de pobreza basada en los ingresos
(y una persona, o unidad de analisis, es pobre
si cae por debajo de la linea de pobreza). Con
respecto al segundo problema, atin no ha sido
resuelto satisfactoriamente, aunque se han
presentado algunas soluciones parciales basa-
das en diferentes indices de pobreza. Muy a
menudo, este segundo paso implica la selec-
cion de los indicadores a utilizar y de una es-
tructura de pesos para ponderar cada variable
y que, finalmente, permita agregar todas ellas
en un Unico indicador.

La mayor parte de los estudios serios
sobre pobreza indican que es necesario anali-
zar diferentes dimensiones del problema. En
este sentido, Bourguignon y Chakravarty
(2003) sostienen que una medida genuina de
la pobreza deberia depender tanto de variables
de ingreso como de variables de bienestar no
explicadas directamente por los ingresos. El
problema radica en que no es tan facil elegir
las variables mas apropiadas y combinarlas
con un coste computacional razonable. Debe
tenerse en cuenta que un investigador social,
por ejemplo, tiene que evitar la pérdida de in-
formacidn y mas atn si el estudio implica ana-
lizar la evolucion de diferentes caracteristicas
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de un mismo tema. De ahi que el principal ob-
jetivo de este trabajo sea la definicion de un
indicador de pobreza (el Indicador Geométri-
co de Pobreza, IGP) que resulte ser simple, vi-
sual, intuitivo, multidimensional y, ademas,
que preserve las caracteristicas propias de
cada variable. Incluso, sera posible la intro-
duccién simultanea de variables de ingreso y
de otro tipo (normalmente, no monetarias).

Para el lector interesado, en Zheng
(1997) puede encontrarse una lista bastante
completa de articulos sobre medicion de la po-
breza. Por supuesto, algunos de ellos tratan la
multidimensionalidad del fendmeno. Esto no
menoscaba la utilidad de un nuevo indicador,
pues cada aproximacion al problema tiene sus
propias carencias y, precisamente, en este ar-
ticulo se sostiene que las ideas presentadas
pueden colaborar en la resolucion de estos de-
fectos. Por eso, es interesante recordar qué so-
luciones han propuesto otros autores. Asi,
Brandolini (2008) da una clasificacion muy
amplia en la que incluye las diferentes estrate-
gias posibles para definir un indicador de po-
breza multidimensional, distinguiendo entre
“supplementation” (considerar todas las va-
riables de bienestar, una auna) y “comprehen-
sive strategies” (resumir toda la informacion
en un Unico indicador). Entre estas tltimas,
Brandolini considera que hay métodos “agre-
gativos” y “no agregativos”. El principal pro-
blema que presenta tanto la supplementation
como los métodos no agregativos es que man-
tener las variables separadas puede provocar
problemas de comprension.

Las estrategias agregativas, normal-
mente, consideran diferentes pesos para cada
variable, pero no suele haber ninguna justifi-
cacion tedrica capaz de destacar por completo
una ponderacion frente al resto. Solo la repu-
tacion del autor que la proponga hace que un
sistema de pesos sea mas recomendable o con-

siderado que otro. Por ejemplo, UNDP (1997)
considera la pobreza como un fenomeno mul-
tidimensional y define un indicador de pobre-
za (llamado Human Poverty Index, HPI) des-
de la perspectiva del desarrollo humano, y no
solo mediante la evaluacion de unas necesida-
des econdmicas. E1 HPI mide la pobreza por
niveles de ingresos y también mediante la
consideracion de algunos fendmenos relacio-
nados con la limitacién de oportunidades u
opciones y con las situaciones de privacion;
pero una grave desventaja de este indice, ac-
tualizado recientemente, es que usa diferentes
indicadores para estimar la pobreza en un pais
desarrollado o en un pais no desarrollado, por
lo que no permite una comparacion a escala
internacional.

1. Preliminares

Cuando se evalua la pobreza a través de
una sola dimension, el valor de la variable se-
leccionada y el umbral fijado pueden ser com-
parados inmediatamente. En general, este
proceso es intuitivo, nada subjetivo y no nece-
sita de técnicas matematicas. Por el contrario,
la consideracion de varias variables conlleva
una inherente complejidad matematica. En
esta seccidn resumimos los conceptos mate-
maticos y estadisticos que seran utilizados en
adelante, con el objetivo de generalizar los in-
dicadores unidimensionales.

1.1. Conceptos geométricos

Sea un sistema de referencia, N, en el
espacio afin R". Un hiperplano es determinado
por n puntos afinmente independientes y defi-
nido por una sola ecuacion implicita: H:ax, +
ax,+ ax,+..+ax,+ b =0, donde no todos
los a, son simultdneamente nulos y que b=0si
y solo si este hiperplano, H, pasa por el origen
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de coordenadas, O. Dos ejemplos: si n=2 cada
hiperplano es una linea recta; si #=3 los hiper-
planos son planos.

Sea P un punto de R cuyas coordena-
das conrespectoaR sonP = (p,, p,,...,p,). En
estas condiciones, la distancia del punto P al
hiperplano H es la minima distancia entre Py
cualquier otro punto de H; esta distancia eucli-
dea puede calcularse como d(P,H)=

|H (P)

w/alz + a22+...+a,2,

luto de H(P) = ap,+ a,p,+..74+a,p, + b.

, siendo |H(P)| el valor abso-

1.2. Tipos de variables e indicadores
simples

El objetivo final es definir indicadores
que incluyan distintas caracteristicas de la po-
breza y que no presenten restricciones sobre el
nimero de dimensiones elegidas. Ademas, se
desea analizar la evolucion de diferentes aspec-
tos a través de las variables utilizadas. Mas atn,
como se verd, una de las ventajas de la medida
propuesta es que puede ser aplicada tanto a nivel
individual como a escala geografica o socio-po-
litica, e incluso a otras situaciones no directa-
mente relacionadas con la pobreza. En la litera-
tura especializada se consideran dos procedi-
mientos principales para que el investigador se-
leccione las variables que quiera considerar: la
opinion de un experto o el resultado de un méto-
do estadistico. En ambos casos, esta seleccion
afecta significativamente al tipo de pobreza que
sera analizada. Abundantes articulos tratan los
problemas de la seleccion de las variables apro-
piadas y de la forma de combinarlas del mejor
modo posible; un ejemplo es Poza y Fernandez
(2011), donde se puede comprobar la compleji-
dad de las relaciones entre las mismas.

Para preservar la bondad de otros mé-
todos, se propone aqui el uso del indicador

628

IGP sobre los calculados por ellos; es decir,
otros indicadores de pobreza serian las varia-
bles de entrada del IGP. Sin embargo, también
se puede usar como entrada cualquier otro tipo
de variable, tanto las de ingresos como las de
otra clase. Las variables no monetarias pue-
den incluir, por ejemplo, aspectos educativos,
sobre vivienda, de salud, culturales y ambien-
tales.

Obviamente, la situacion ideal es que
las variables utilizadas se muevan en los mis-
mos niveles en cuanto a rangos, escalas, rele-
vancia, etc. No obstante, casi nunca se pueden
encontrar variables con esas caracteristicas.
Algo parecido ocurre con la independencia
entre ellas, pues las variables suelen estar inte-
rrelacionadas (puesto que se usan para medir
un mismo fenémeno). De todos modos, este
nuevo método permite que las variables estén
correladas; incluso, eso permitira que el indi-
cador final pondere especialmente esa rela-
cion. Con respecto a la naturaleza de la infor-
macion disponible, deberia suponerse, al me-
nos, que no hay datos negativos y que hay al-
gun dato no nulo en cada variable. Por el resto
de dificultades que puede presentar los datos,
se necesita un proceso de normalizacion, que
permitira mejorar el comportamiento del indi-
cador final:

1. Cuando el estudio sobre pobreza se
realiza mediante datos agregados y se refiere a
una zona geografica en la que las unidades de
analisis (paises, estados, ciudades...) no ten-
gan los mismos habitantes, a veces hay que di-
vidir el valor de la variable por la poblacion
correspondiente. Logicamente, si las varia-
bles ya son “individuales”, no es necesario, ni
siquiera conveniente, calcular dichos ratios.

2. La escala de cada variable elegida
suele ser distinta, por lo que también lo es su
rango de variacion. Hay algunas técnicas
apropiadas para hacer compatibles las dife-
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rentes escalas. En este trabajo se usa una for-
ma muy simple de homogeneizar las escalas,
pero es posible (y deseable en la mayoria de
los casos) utilizar otras. En concreto, se sugie-
re el basado en la distancia de Mahalanobis
(Mahalanobis, 1936).

Para simplificar el proceso de normaliza-
cion, y por motivos didacticos, solo se calcula
aqui el maximo valor de cada variable del estu-
dio y se divide cada valor de la variable por su
correspondiente maximo. Asi, si Z es el conjun-

to de todos los valores de una variable, se trans-
Z.

i

maxzj

Z;€Z

forma: V= Vi=1.2,..,t, donde

Y= {yl,yz,...,y[}es lanueva base de datos ob-

tenida. Segun esto, se puede suponer que el ran-
go de variacion de todas las variables es el inter-
valo /0,1]. Aunque pueda parecer un método de
normalizacion un tanto tosco, es el utilizado por
UNDP en las ultimas versiones del HDI.

3. Otra dificultad es la existencia de di-
ferentes relaciones entre cada variable y la ca-
racteristica de la pobreza que valoran. Se con-
sideran dos tipos distintos de relaciones: rela-
cion directa (que corresponde a las llamadas
variables positivas: cuanto mayor es el valor
de la variable, peor es la situacion de pobreza)
y relacion inversa (1a opuesta). Sin pérdida de
generalidad, se puede suponer que todas las
variables elegidas tienen una relacion inversa
con la pobreza; si se necesita para alguna va-
riable, se transformaria cada dato en la forma
X, = madx y;=

y,€Z

2. Indicador geométrico
de pobreza

Se pretende determinar el conjunto de
pobres en la poblacion de estudio, pero prime-
ro se necesitan algunas definiciones y nota-

ciones, que se comentan seguidamente. Para
una poblacion de tamafio 7, a la persona i-és-
ima (o i-ésima unidad de analisis) le corres-
ponde un vector fila de » componentes,
X, €R],donde R; es el subconjunto de com-
ponentes no negativas en el espacio euclideo
n-dimensional, R".

2.1. Hiperplano de pobreza

El siguiente objetivo es definir un limi-
te de pobreza multidimensional que permita
determinar el conjunto de pobres. Notese que
este limite no es un indicador, pero si una he-
rramienta indispensable para definir el IGP,
asi como la linea de pobreza no es un indica-
dor sino algo que facilita el calculo de diferen-
tes indicadores de pobreza.

Hay que admitir que varios autores de-
fienden una forma alternativa de tener en
cuenta la multidimensionalidad de la pobreza:
especificar una linea de pobreza para cada di-
mension de la misma. Dicho esto, se sostiene
en el presente articulo, que no todas las di-
mensiones de la pobreza tienen la misma im-
portancia en los estudios y que no se puede su-
poner la misma situacion para todos aquellos
individuos por debajo de una de las lineas.

Pena-Trapero (1977) y Zarzosa-Espina
(1996) sugieren otra forma de considerar la
multidimensionalidad: usar la distancia eucli-
dea a un cierto punto que representa una situa-
cién minimal; con la pega de que se pierde tan-
to la idea intuitiva de la relacion entre las va-
riables como una parte importante de la infor-
macion contenida en los datos.

Algunos afios después, Linting et al.
(2007) propusieron el uso del Analisis en
Componentes Principales (ACP) para trans-
formar el conjunto de variables, obteniendo
otro mas pequefio, de variables incorreladas y
mas facil de manejar. Sin embargo, algunas de

629



Un indicador multidimensional de pobreza basado en la geometria euclidea

Fedriani, Eugenio M. y Martin, Ana M.

las nuevas variables, que son combinacion li-
neal de diferentes caracteristicas, pueden no
tener un significado muy claro; ademas, el
ACP clasico solo deberia aplicarse si las va-
riables son numéricas y estan relacionadas li-
nealmente.

Por otro lado, Duclos, Sahn y Younger
(2006) construyeron una “frontera” de modo
que la linea de pobreza en una dimension de-
pende del valor de los atributos en el resto de
dimensiones, pero el método que usan tampo-
co es muy intuitivo.

Finalmente, Poza y Fernandez (2011)
son representativos de la utilizacion de mode-
los de ecuaciones estructurales, una técnica
que no evita los problemas anteriormente refe-
ridos. Teniendo todo esto en cuenta, se pasa a
describir un nuevo método para construir una
delimitacion multidimensional de la pobreza.

Para hacer la exposicion mas inteligible,
primero se propone el caso bidimensional, por
lo que se supone que solo se consideran dos atri-
butos. Si el limite simultaneo para la pobreza se
representa mediante la linea Z en la Figura 1, las
unidades de analisis “pobres” en este caso bidi-
mensional son las asociadas con vectores (i.e.
puntos) X, que estan dentro del tridngulo OAB.

Figura 1. Representacion de una linea
de pobreza bidimensional.

Variable 1

Variable 2

A B

(o]

Fuente: Elaboracion propia (2010).
Si el punto X, estd mas cerca de O, eso
significa que representa a una unidad mas po-

bre. Mas atn, cuando se hace coincidir la linea
de pobreza con la horizontal, un punto mas
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alto en el dibujo implica menos pobreza. Cre-
emos que ésta es una forma bastante intuitiva
de interpretar la representacion grafica pro-
puesta. Notese que hay puntos no pobres con
todas sus coordenadas por debajo de los limi-
tes unidimensionales. De ahi que, en un estu-
dio de este tipo, no sea conveniente elegir li-
mites unidimensionales muy bajos, aunque el
investigador debe elegir dichos limites en fun-
cion del tipo de analisis que desee realizar.
El caso bidimensional es especialmente
interesante porque responde a una conocida as-
piracion: mostrar en cada variable (cada coorde-
nada) la agregacion respectiva de los indicado-
res de ingresos y del resto, como proponian
Bourguignon y Chakravarty (2003). Loégica-
mente, en el caso n-dimensional, mas dificil de
visualizar, la linea es reemplazada por un hiper-
plano, que sigue dividiendo el espacio en dos
partes disjuntas; el interés aqui es poder incluir
en el estudio tantas variables como se decida.

2.2. Calculo del hiperplano de pobreza

Para obtener el hiperplano de pobreza, se
propone un nuevo algoritmo llamado “Elegir el
Hiperplano de Pobreza” (EHP). Ya que esta sec-
cion es quizd excesivamente técnica para una
primera lectura del articulo, se sugiere al lector
continuar en la seccion 3.3 y volver a este punto
mas tarde, si lo encuentra conveniente. Por cada
unidad de anlisis se tiene una n-upla (que puede
ser vista como vector o punto de R") y estos pun-
tos permiten calcular el hiperplano de pobreza.
A continuacion se describe el algoritmo:

PROBLEMA: elegir el hiperplano de po-
breza (EHP).

DATOS: una n-upla (asociada con un pun-
to de R") por unidad de analisis.
PREGUNTA: ;cuadl es el hiperplano de po-
breza?
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En el algoritmo EHP se hace uso de
otros dos algoritmos: COMPROBAR (para ver
si un hiperplano retine ciertas caracteristicas) y
REBAJAR (modificar las condiciones inicia-
les cuando no es posible construir un hiperpla-
no de pobreza). A continuacidén enunciamos
los algoritmos COMPROBAR y REBAJAR:

PROBLEMA: comprobar si H es hiperpla-
no de pobreza (COMPROBAR).

DATOS: n puntos de R".

PREGUNTA: ;el H que pasa por los 7 pun-
tos es un hiperplano de pobreza?

PROBLEMA: “rebajar” las condiciones de
cada caracteristica elegida (REBAJAR).
DATOS: una n-upla (asociada con un punto
del espacio afin R") por cada unidad de ana-
lisis y k n-uplas consideradas “medianas”.
PREGUNTA: ;cuales son las siguientes
unidades de analisis que deberian afiadirse a
las & dadas para obtener un posible hiperpla-

no de pobreza?

A continuacion se describe paso a paso
el algoritmo COMPROBAR:

Paso 1. Considérense » puntos del espa-
cio afin R". Fijese uno de ellos (por ejemplo, el
1°) y réstense de sus coordenadas las coordena-
das del resto de puntos. Asi, se obtienen las co-
ordenadas de n—1 vectores, con las que construir
una matriz que los tiene como columnas. Si el
rango de la matriz es n—1I, los puntos son afin-
mente independientes y se va paso 2; en caso
contrario, son dependientes y se va al paso 4.

Paso 2. Se tienen » puntos afinmente
independientes en el espacio R". Calctlese la
ecuacion implicita del hiperplano que pasa
por los »n puntos dados y se va al paso 3.

Paso 3. Si ax+.tax,+.+ax,+b
=0 es el hiperplano obtenido en el paso 2,

compruébese si a,a,...,a, son todos positivos
y b<0.Ental caso, se vaal paso 5; en caso con-
trario, se va al paso 4.

Paso 4. No se tiene un hiperplano de
pobreza, por lo que hay que aplicar el algorit-
mo REBAJAR; se va al paso 6.

Paso 5. El H determinado en el paso 2
es un hiperplano de pobreza; se va al paso 6.

Paso 6. FIN.

A continuacion se describe el algorit-
mo REBAJAR. En él se toma un porcentaje de
la mediana (en cada componente) de los pun-
tos del estudio (se considera el mismo porcen-
taje para todas las medianas) para obtener mas
puntos (distintos de los del paso 2 del algorit-
mo EHP) afinmente independientes y que de-
finan un hiperplano de pobreza. Los pasos del
algoritmo REBAJAR son:

Paso 1. Llamese m, a 1a mediana de la
i-ésima variable y M=(m,m,, ...,m ). Réstense
de M cada una de las k n-uplas “medianas” y
dividase cada componente de la diferencia por
el correspondiente .. Llamese d al mayor va-
lor obtenido y se va al paso 2.

Paso 2. Incrementando progresiva-
mente d, elijanse aquellos puntos del estudio
cuya coordenada i-ésima esté entre m, (1-d) y
m, para cada i=1,...,n. Notese que no es muy
recomendable elegir valores grandes para d,
un d=0,5 significaria elegir un 50% de la me-
diana en cada variable y esto seria similar a
usar el hiperplano determinado por C=
{(m,0,...,0),(0,m,0,...,0),...(0,..,00m)}, le-
jos de la recomendacion del paso 7 del algorit-
mo EHP: C={(2m,0,...,0),(0,2m,,0,...,0),...,
0,...,0,2m )}

Paso 3. Si k<n y se ha elegido exac-
tamente #n—k nuevos puntos, se va al paso 4.
Si k<m y alin no se tiene n-k nuevos puntos
(o si se necesita mas de » puntos), se va al
paso 2.
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Paso 4. Se ha elegido suficientes pun-
tos (es decir, unidades de analisis) que afiadir
a las consideradas “medianas”.

Paso S. FIN.

Finalmente, se describe el algoritmo
EHP, que elige un hiperplano de pobreza para
usar en el estudio:

Paso 1. Compruébese si las n caracteris-
ticas de la pobreza son las mismas (y han sido
medidas de forma similar) para cada unidad de
analisis del estudio y si todas ellas han sido re-
lativizadas, normalizadas y tienen una relacion
inversa con la pobreza. Tal vez sea necesario
modificar algunas variables de acuerdo con las
transformaciones explicadas al final de la sec-
cion 2.2. En cualquier caso, con las  caracte-
risticas elegidas, se construye una n-upla (por
cada unidad de analisis) que se asocia con un
punto de R". Ordénense, conforme al orden le-
xicografico, los puntos obtenidos.

Definicion. Dados dos puntos del espa-
cio afin R", A= (a,a,, ...,.a)y B= (b,b,....b ),
se denota por < al orden lexicografico. Se dice
que A<B si y solo si a,<b, o existe un
JE{L...,n}talquea=b,V i<j y @;<b,. Anélo-
gamente, si C'y D son dos conjuntos de puntos
de R’, se define C<D cuando A<BVA E C, VB
€ D. Con esta definicion concluye el paso de
preparacion de datos y se va al paso 2.

Paso 2. Calculese la mediana para cada
variable elegida en el estudio. Llamese m, a la
mediana de la variable i-ésima del estudio; se
va al paso 3.

Paso 3. Apliquese REBAJAR, obte-
niendo un conjunto C con » 0 mas elementos.

Paso 4. Apliquese el algoritmo COM-
PROBAR a los 7 primeros elementos de C. Si
no se tiene un hiperplano de pobreza, se va al
paso 5; en caso contrario, se va al paso 8.

Paso 5. Compruébese si hay mas com-
binaciones posibles de » unidades de analisis
de C que den otro hiperplano. Si hay otras, se
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va al paso siguente. Si no, compruébese si se
han usado ya todas las unidades de analisis; si
no se han usado todas, se vuelve al paso 3; de
lo contrario, se va al paso 7.

Paso 6. Ordénese C por la permutacion
siguiente a la Gltima aplicada y se va al paso 4.

Paso 7. Definase C= {(2m0,...,0),
(0,2m,,0,...,0),...,(0, ...,0,2m )}. Calctlese la
ecuacion implicita del hiperplano que pasa
por todos los puntos de C; éste es el hiperplano
de pobreza. Este paso es necesario para asegu-
rar la existencia del hiperplano de pobreza, so-
bre todo en el caso en que se tenga un conjunto
de n puntos no comparables.

Paso 8. Se ha determinado el hiperpla-
no de pobreza. FIN.

Lema. Existe un tnico hiperplano de
pobreza construido a partir del algoritmo an-
terior.

Definiciéon. Se denomina posible hi-
perplano de pobreza a cualquiera que verifi-
que que b<0y a>0Vi.

Por el algoritmo COMPROBAR, tam-
bién se tiene la siguiente afirmacion:

Lema. El hiperplano que se obtiene al
aplicar el algoritmo EHP es un posible hiper-
plano de pobreza.

Proposicion. Los 7 puntos que definen
un hiperplano de pobreza son no comparables.
Esto significa que ningiin punto puede tener to-
das sus coordenadas mayores que las de otro
punto. Consecuentemente, ningtn par de pun-
tos de un hiperplano de pobreza es comparable.

La demostracion del enunciado ante-
rior es simple, partiendo de las ecuaciones de
los hiperplanos. También es facil comprobar
las siguientes propiedades:

Lema. Sea H el hiperplano
ax,+ ax,+..+ax,+b=0.Si H corta a los
ejes de coordenadas, OX,, en sus partes positi-
vas, entonces H tiene una ecuacion tal que
H(O)<0ya,>0Vi=1,2, ..., n.
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Corolario. En las condiciones del Lema
3.6, H(O)<0 si y solo si b<0. Asi, b<0 para
cada hiperplano de pobreza.

Corolario. El hiperplano ax, + a,x,+...
+ax,+ b =0, con b<0, corta a los ejes coor-
denados en puntos de coordenadas no negati-
vassiysolosia>0Vi=1,2,..,n

Proposicion. Sean el hiperplano de po-
breza H y un punto P € R" cuyas coodenadas
son no negativas (esta condicion la verifican
todos los puntos del estudio). Si H(P)<0 (con
HP)=ap + ap,+..+a,p,+ b)y P # 0, en-
tonces d(O,H)>d(P,H).

Esto es, O es el punto mas alejado del
hiperplano de cuantos estan “por debajo” del
mismo y con coordenadas no negativas. Ade-
mas, H(P)<0 para cada P “por debajo” de H.
La ecuacion del hiperplano de pobreza toma
valores negativos en los puntos “por debajo”
de dicho hiperplano y solo en esos puntos.

2.3. Propiedades de un indicador
multidimensional de pobreza

Como puede deducirse de la seccion
anterior, el hiperplano de pobreza determina-
do por el algoritmo EHP separa las unidades
de analisis pobres de las no pobres, aunque to-
davia no se ha definido un indicador de pobre-
za. En esta seccion se recuerdan los axiomas
que debe verificar una “buena” medida multi-
dimensional de la pobreza.

Un indicador multidimensional de la
pobreza es una funcion I: R{xZ = R, ; para
cada X € R}, I(X,Z) da el nivel de pobreza
asociado con el vector X'y el umbral Z. Puede
suponerse que / satisface ciertos axiomas. Al-
gunos de ellos son: el focal (AxF), el de mono-
tonia (AxM), el de transferencia débil
(AXTD), el de simetria (AxS), el de continui-
dad (AxC) y el de normalidad (AxN). Estos
axiomas son muy conocidos por los investiga-

dores en temas de pobreza; puede encontrarse
una descripcion formal de los mismos en
Bourguignon y Chakravarty (2003). Estas
versiones de los axiomas son generalizacio-
nes directas de los unidimensionales (Sen,
1992). Para un analisis critico de las propieda-
des en el caso unidimensional, se pueden con-
sultar, entre otros, Chakravarty (1990), Do-
nalson y Weymark (1986) y Zheng (1997).

2.4. Indicador geométrico de pobreza (IGP)

A continuacién se define el IGP. Este
evalta al mismo tiempo diferentes caracteris-
ticas de la pobreza y proporciona una facil in-
terpretacion geométrica. Ademas, puede ser
adaptado para medir otros fenomenos multi-
dimensionales estudiados por las Ciencias So-
ciales, no necesariamente relacionados con la
pobreza.

Sean el hiperplano de pobreza H obteni-
do yunpunto del estudio, P=(p,p,, ...,p,) (luego
Pno es el origen y sus coordenadas son no nega-
tivas), donde p, es el valor de la variable x, para la
unidad, ciudad o zona representada por P. De-
nétese por H(P) la posicion del punto P con res-
pecto al hiperplano A. El indicador geométrico
de pobreza, representado por /IGP(P,H), se defi-

ne como: ]GP(P,]‘I)= {g(P,II) if H(P)<0 donde

if  H(P)=0°
d(P,H) es la distancia euclidea del punto P al hi-
perplano H. Teniendo en cuenta los resultados
anteriores, se pueden enunciar las siguientes
propiedades del IGP (en las que se considera fijo
H):

Proposicion.  Si  IGP(P,H)=IGP
(P’,H)>0, entonces existe un posible hiper-
plano de pobreza pasando por Py por P’ (di-
cho hiperplano puede tomarse paralelo a H).

Proposicion. El hiperplano de pobreza
es invariante a los cambios en las unidades de
analisis que estan sobre dicho hiperplano
(aquellos P en los que H(P) > 0).
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Proposicion. Sea P una unidad de ana-
lisis en la que alguna de sus » componentes
decrece, entonces el valor del IGP aumenta
en P.

Proposicion. Sean dos unidades de ana-
lisis, P,y P,, tales que H(P)<0V i=1,2,y con-
sidérese la j-ésima variable. Si parte del valor
de laj-ésima componente de P, va a la j-ésima
componente de P,, entonces /GP(P ) se incre-
menta y /GP(P,) decrece.

En particular, si se produce alguna
transferencia de renta entre dos unidades de
analisis, entonces el IGP (calculado para un
hiperplano fijo) reduce su valor en la unidad
de analisis que recibe la renta e incrementa su
valor en la unidad que la aporta.

Proposicion. El IGP es independiente
del orden en el que se consideran las unidades
de analisis.

Notese que este tipo de cambio de or-
den si puede afectar a la definicion del hiper-
plano de pobreza H.

Proposicion. Fijado el hiperplano de
pobreza, el IGP es continuo en sus # variables
y en todo su dominio.

Consiguientemente, pequefios cam-
bios en los datos puede producir solo peque-
flas modificaciones en los valores del IGP.
Aunque se permitan cambios en el hiperplano
H, tampoco los cambios en el IGP son signifi-
cativos.

Proposicion. Sean P unaunidad de ana-
lisisy Hy H’ dos hiperplanos de pobreza para-
lelos tales que H<H’. Entonces I[GP
(P,H)<IGP(P,H’).

Notese que, si se consideran las versio-
nes apropiadas, para variables multidimensio-
nales y datos agregados, se acaba de compro-
bar que el IGP verifica algunos de los mas re-
levantes axiomas de Sen: AxF, AxM, AXTD,
AxC, AxS y AxN.
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3. Dos ejemplos empiricos

3.1. Provincia de Sevilla

Primero se ilustrara el uso del IGP con
el analisis de la pobreza en una region relati-
vamente rica (Andalucia, en Espaiia), aunque
sea considerada “zona preferente” por la
Union Europea: la provincia de Sevilla. Para
este ejemplo, se han elegido tres variables, o
dimensiones de la pobreza, asi que se trabaja
en el espacio afin R’.

Por supuesto, no se puede elegir cual-
quier variable para un estudio de pobreza; el
investigador deberia saber algo a priori sobre
sus caracteristicas y la conveniencia o no de
utilizarlas. Como se vera, las variables de este
ejemplo particular estan relacionadas con la
pobreza, pero debe admitirse que no son las
mas idoneas (al menos, en opinion de los auto-
res). En concreto, las variables seleccionadas
aqui, para ilustrar el método, son: R (el valor ,
es la renta media en el municipio i-ésimo); U
(el valor u, es el paro registrado en el munici-
pio i-ésimo); ¥ (el valor v, es el nimero de
vehiculos matriculados en el municipio i-és-
imo).

Todos los datos utilizados proceden de
IEA (2001). Las variables R, Uy V estan nor-
malizadas, aunque U es una variable positiva,
asi que se ha de realizar la transformacion de
la variable U mediante la siguiente funcion:
S () = mdxu;—u,, donde Ies el conjuntode

El
todos los municipios de Sevilla (en este caso,
1={1,2,...,105}). No debe preocupar que las
variables no sean independientes o que no ten-
gan una misma importancia en el estudio,
pues esto no es un problema para aplicar este
método. En cuanto a la variable renta media,
conviene recordar que suele ser un resumen
muy pobre de la situacion; el paro admitiria
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una explicacion mucho mas detallada; y la po-
sesion de un vehiculo puede ser el resultado de
insuficiencia de recursos o de decisiones indi-
viduales.

A pesar de las inconveniencias desta-
cadas para las variables, se ha elegido este
ejemplo para mostrar que, incluso en zonas
desarrolladas, no siempre es facil tener datos
fiables (simultaneamente, para todas las uni-
dades de analisis) para estudiar los aspectos o
caracteristicas deseadas por el investigador;
también, se comprueba que este método fun-
ciona incluso con variables de naturaleza muy
diversa. De hecho, cuanto mayor sea el nime-
ro de variables incluidas en el analisis, mejo-
res seran los resultados finales.

Aqui, cada municipio de la provincia
de Sevilla es representado por un punto,
P=(r, u, v), de R’. Si se aplica el algoritmo
EHP a todos estos puntos, se buscan los muni-
cipios cuyas coordenadas son iguales a las
medianas de las respectivas variables. En este
ejemplo no es posible encontrar tres ciudades
en esa situacion, luego hay que aplicar el algo-
ritmo REBAJAR hasta encontrar un subcon-
junto con mas de dos municipios y que defina
un posible hiperplano de pobreza. Cuando se
ejecuta el algoritmo EHP, se obtiene el sub-
conjunto de municipios de la Tabla I; en con-
creto, el algoritmo EHP elige aqui aquellos
municipios cuyos valores para las variables R,
Uy Vestan entre el 90% de la mediana de cada
variable y el propio valor de cada mediana.

Six,, x, y x, son utilizadas, respectiva-
mente, para representar renta, paro 'y vehicu-
los, se obtiene el siguiente hiperplano de po-
breza H: 417420x,+198244x,+1645580x—
1824083,19=0; asi que se fija H como umbral
de pobreza para la provincia de Sevilla. La Fi-
gura 2 muestra cudn visual es el IGP en este
caso.

Tabla I. Municipios “medianos” para
el 90% de las medianas en Sevilla
(Espaiia, aiio 2000).

Datos normalizados

Municipios Renta Paro Vehiculos
media
Gerena 0,5415 0,3308 0,5726
Marchena 0,5383 0,3489 0,5675
Arahal 0,5348 0,3562  0,5437
Cantillana 0,5339 0,3577  0,5368

Valverde del Rio 0,5018 0,3585  0,5493

Fuente: Elaboracioén propia (2010).

Figura 2. Representacion grafica
de un plano de pobreza (con 5
municipios de Sevilla, afio 2000).

e Niperplano de pobreza

o

Fuente: Elaboracion propia (2010).

Para el umbral de pobreza H, se obtie-
nen los valores del IGP de la Tabla II. Los mu-
nicipios de la provincia de Sevilla que no es-
tan en la lista son aquellos “sobre” el umbral,
es decir, los que tiene un valor nulo del IGP.

En el ejemplo mostrado, el municipio
mas pobre de Sevilla resulto ser Aznalcollar,
probablemente porque los datos reflejaban el
grave desastre ambiental de 1999, que provo-
c6 la pérdida de empleos y de renta.

3.2. Paises africanos

A continuacion se muestra otro ejemplo
de la aplicacion del IGP, esta vez para paises
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Tabla II. Valores del IGP para los
municipios de Sevilla con el umbral H

(afio 2000).
Municipios IGP
Alcolea del Rio 0,0140
Algaba 0,0311
Algamitas 0,1501
Almadén 0,0081
Aznalcollar 0,1998
Benacazon 0,0899
Burguillos 0,0616
Cariada del Rosal 0,0165
Castilblanco de los Arroyos 0,0729
Castilleja del Campo 0,0661
El Cuervo 0,0662
El Madroiio 0,1163
El Pedroso 0,0338
El Real de la Jara 0,0173
El Ronquillo 0,1160
Garrobo 0,0100
Gerena 0,0410
La Puebla de Cazalla 0,0419
Las Navas de la Concepcion 0,0677
Los Molares 0,0684
Paradas 0,0270
Pedrera 0,0574
Pruna 0,0535
San Juan de Aznalfarache 0,0413
San Nicolas del Puerto 0,0184
Santiponce 0,0731
Valverde del Rio 0,0789
Villanueva de San Juan 0,0386
Villanueva del Rio 0,0270
Total de “municipios pobres” 29

Fuente: Elaboracion propia (2010).
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africanos (de los paises mas pobres del mun-
do). Para este caso, se han elegido cuatro va-
riables o dimensiones de la pobreza, por lo
que se trabaja en R’. Para simplificar la exposi-
cion, no se discutira el paso de seleccion de las
variables elegidas: tasa de mortalidad infantil
(hasta 5 afios) por cada 1.000 habitantes; espe-
ranza de vida al nacer; Producto Interior Bruto
per capita (en ddlares USA constantes de
1995); lineas telefonicas en el pais por cada
1.000 habitantes. Los datos proceden de WDI
(2007).

Notese que tanto las variables como el
tipo de unidades de analisis son radicalmente
distintos de los del ejemplo anterior, lo que da
una idea de la flexibilidad de la técnica pro-
puesta. Si se aplica el algoritmo EHP a este
caso, deberian elegirse paises cuyas 4 coorde-
nadas estuvieran entre un porcentaje de la me-
diana de cada variable y la propia mediana. De
este modo, se obtiene el hiperplano definido
por los paises de la Tabla III.

Concretamente, el hiperplano de po-
breza que determinan es /" 31,08 x,+6,71
X, +1,64x,+2,43x~61,11=0, donde x,,x,,x,,y
X, representan, respectivamente, la mortali-
dad infantil, a esperanza de vida, el PIB y los
teléfonos. H’ es, entonces, el umbral de pobre-
za para los paises africanos, y es determinado
por Tanzania, Guinea-Bissau, Nigeriay Zam-
bia (Tabla III). Finalmente, a partir del A’ se
determina el valor del IGP en cada pais; los
valores no nulos del IGP pueden consultarse
en la Tabla IV.

Es conveniente recordar que los paises
de la Tabla I'V son los mas pobres de entre los
pobres. De hecho, estos resultados coinciden
con la opinion general del G8 (grupo de los
siete paises mas industrializados y Rusia). En
su encuentro en Gleneagles (Escocia) en junio
de 2005, en el que se analizd el mismo feno-
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Tabla III. Paises africanos para construir el hiperplano de pobreza (afio 2005).

Datos normalizados

Paises Tasa de mortalidad Esperanza de vida PIB Teléfonos
Guinea-Bissau 211 45,4146 161,6156 8,9361
Nigeria 201 45,3365 248,1672 5,8461
Tanzania 165 43,0878 207,1359 4,6914
Zambia 182 36,9414 422,2886 8,1969

Fuente: Elaboracion propia (2010).

Tabla IV. Valores del IGP para los
paises africanos con el umbral H’
calculado en el ejemplo de la seccion 4.2

(aifio 2005).

Paises IGP
Burkina Faso 0,00883
Burundi 0,02866
Chad 0,00443
Congo, Rep. Dem. 0,02888
Etiopia 0,00901
Liberia 0,02786
Malawi 0,01953
Mali 0,01865
Mayotte 0,01961
Mozambique 0,01982
Niger 0,03457
Republica Centroafricana 0,00731
Ruanda 0,02329
Sierra Leona 0,06289
Somalia 0,00731
Total de paises “pobres” 15

Fuente: Elaboracion propia (2010).

meno que en este ejemplo, el G8 decidid que
el FMI, el Banco Mundial y el African Deve-
lopment Bank cancelaran la deuda de algunos
paises pobres sin conflictos armados; muchos
de estos paises estan en la Tabla IV.

Para terminar el ejemplo, se propone una
aplicacion del IGP para medir la evolucion de la
pobreza. Otra vez se utilizan datos africanos
procedentes de WDI (2007), pero eligiendo solo
dos variables: el PIB per capita (en délares ame-
ricanos corrientes) y la esperanza de vida (en
afios). Notese que la primera es una variable mo-
netaria y la segunda es no monetaria. El analisis
seria mas completo si se utilizaran (como varia-
bles de entrada) dos indicadores: uno monetario
y otro no monetario; sin embargo, la explicacion
seria algo mas larga y pesada. En la Figura 3 se
muestran los resultados para 5 paises seleccio-
nados; la altura de cada punto en el grafico da la
evolucion de la pobreza en esa unidad de anali-
sis. El caso de Sudan es bastante representativo
de un pais que experimenta una mejora en sus
indicadores de pobreza, aunque haya que ser
cauteloso al interpretar los datos, marcados por
la influencia del petroleo y el oro en el PIB y por
la escasez de fiabilidad en los periodos bélicos;
ademas, la economia sudanesa es una de las de
mayor crecimiento del mundo por sus grandes
relaciones comerciales con China (China obtie-
ne aproximadamente un 10% de su petrdleo de
Sudén y es, a su vez, el mayor proveedor de ar-
mas del pais africano).

4. Conclusiones

Este articulo trata sobre la construccion
de una medida multidimensional de la pobre-
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Figura 3. Evolucion (1985-2005) de S paises africanos
(C=Rep. Dem. Congo; E=Egipto; N=Niger; S=Sudan; T=Tanzania),
usando una linea de pobreza bidimensional.

1930

1995
ST

[2000]

05

2005

Fuente: Elaboracién propia (2010).

La variacion de la distancia con respecto a la linea horizontal refleja la pobreza de cada pais con el paso de los afios;
puntos sobre la linea son considerados no pobres, mientras que los de debajo son pobres. Cuanto mas alto esté un

punto en el grafico significa menos pobreza.

za. En concreto, se define un indicador que
permite dividir las unidades de analisis en dos
grupos (pobres y no pobres) y dar una puntua-
cion a cada unidad de analisis (ciudades, fami-
lias, individuos, etc.) que se considere pobre.
Se comprueba que el IGP posee algunas ca-
racteristicas interesantes para su aplicacion a
estudios de pobreza en diferentes regiones, ya
que no es muy restrictivo acerca del numero o
naturaleza de las variables utilizadas. De
acuerdo con las pruebas realizadas por los au-
tores, es posible proponer el uso de este indi-
cador para medir otros fenémenos multidi-
mensionales.

A modo de ejemplos sencillos, se han
detectado los municipios mas pobres de la pro-
vincia de Sevilla (en Espaia) y se han valorado,
de un modo bastante intuitivo, la incidenciay la
evolucion de la pobreza en algunos paises afri-
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canos. Los resultados obtenidos no solo pare-
cen facilmente interpretables sino que son si-
milares a los dados por algunos prestigiosos es-
tudios. Ademas, la inclusién de variables no
monetarias permite numerosas intervenciones,
distintas de los habituales programas de apoyo
econdmico; esto es particularmente importante
para la provincia de Sevilla, donde el problema
de la pobreza se suele afrontar exclusivamente
con transferencias de renta.

En resumen, el comportamiento del
IGP es bastante bueno y responde a las expec-
tativas de medir la pobreza de un modo multi-
dimensional. Para bajas dimensiones, ade-
mas, se proporciona un modo grafico, intuiti-
vo y facil de interpretar para valorar la evolu-
cion de la pobreza, considerando caracteristi-
cas complementarias.
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