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INTRODUCCION

La programacién matemética (lineal o no lineal) se ha
originado y evolucionado para resolver problemas de opti-
mizacién de una sola variable objetivo, por ejemplo, maxi-
mizacién del beneficio en la actividad de una empresa du-
rante un periodo dado, la cual opera con un conjunto de
factores limitantes, minimizacion del costo de una dieta,
maximizacién del producto nacional, etc-

En este trabajo nos propondremos la solucién de pro-
blemas de optimizacién con mas de una variable objetivo,
concretamente operaremos con 3 variables objetivos, las
cuales, por otra parte, no son expresadas cuantitativamente
en unidades homogéneas de valor. Un problema de este
tipo podria presentarse cuando, dado un conjunto de facto-
res limitantes y varias actividades que compiten en el uso
de dichos factores, se proponga encontrar una solucion
6ptima con la concurrencia de, digamos, las siguientes va-
riables objetivo, la contribucién al valor agregado, el efecto
balanza de pagos y el aporte en ocupacion del factor tra-
bajo *.

En razén de que esta clase de problemas, de acuerdo al
conocimiento bibliografico que tenemos, no ha sido enfo-
cado, presentaremos un estudio que sin pretender un trata-
miento integral y completo, signifique un aporte teéricc y
metodoldgico en esta drea de aplicacién de la programacién
lineal.

Por el motivo anteriormente sefialado, en esta investi-
gacién apareceran referencias bibliograficas solamente pa-
ra la Seccién 1.

——————SAS

* Si fuese posible y pertinente establecer ponderaciones a dichas
variables, se estaria entonces, en el caso normal de una sola
variable objetivo.
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1. FORMULACION DEL PROBLEMA.

Supongamos una situacién donde existen dos activida-
des y cuatro factores productivos limitantes (A, B, C y D),
en la cual cada actividad genera un producto (producto 1 y
producto 2), que tiene un determinado valor para cada una
de tres variables objetivo (<, B, y ¥), las cuales se cuantifi-
can en unidades no homogéneas.

Segin el Cuadro N° 1, existen las siguientes capacidades
productivas limitantes: con el recurso A se puede obtener
38 unidades del producto 1 6 76 unidades del producto 2;
con el recurso B se puede lograr 68 unidades el producto 1
6 45,33 unidades del producto 2. El factor productivo C, no
necesario para el producto 2, limita la produccién del pro-
ducto 1 a 30 unidades y el factor productivo D, que no se
utiliza para obtener el producto 1, hace factible oroducir has-
ta 34 unidades del producto 2.

La expresiéon geométrica de esta situacion aparece re-
presentada en el grafico N° 1.

- En el Cuadro N° 2 se han cuantificado los coeficientes
de utilizacién de los factores productivos por unidad de pro-
ducto, para ambas actividades. Asi, por ejemplo, para produ-
cir una unidad del producto 1 se requiere el uso de 0,026316
de la capacidad productiva del recurso A y 0,013158 de dicha
capacidad para obtener una unidad del producto 2; es decir,
los coeficientes han sido calculados haciendo igual a la
unidad la disponibilidad de los diferentes recursos producti-
vos y dividiendo dicha unidad por las correspondientes capaci-
dades méaximas de produccion:

El paso siguiente consiste en plantear las restricciones
especificas, en las cuales se han incorporado las correspon-
dientes variables de holgura, y las restricciones de no ne-
gatividad de las variables reales y de holgura.
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CUADRO No. 1

CAPACIDAD DE PRODUCCION

PRODUCTOS

RECURSO0S
PRODUCTIVOS
1 2
A 38 76
B 68 45,33
c 30 .
] - 3u
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CUADRO No. 2

COEFICIENTES DE CAPACIDAD PRODUCTIVA
REQUERIDA POR UNIDAD DE PRODUCTO

RECURSOS PRODUCTOS
PRODUCTIVOS
1 2
A - , 0,026316 0,013153
B 0,014706 0,022059
c » 0,033333 0
D 0 0,023412
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RESTRICCIONES

Especificas:

0,026316 x, + 0,013158 x; + X', = 1

0,014706 x, + 0,022059 x: + X, = 1

0,033333 x, + XA = 1
0,029412 x, + x4 =1

De signo:

Xi, X2y X', X'2, X3, X4 2> 0
FUNCIONES OPTIMIZANTES:

En virtud de que el problema consiste en operar con tres va-
riables resultado («, B8y ¥), se incluyen a continuacién las
correspondientes funciones optimizantes, de maximizacién en
todos los casos.

% max (ol) T 10% o+ ux2+ox;+ox;+ox;+ox;

g ma ! ' !
x (F) 8% + 10 x2+ox1+ox2+ox3+ox“

it

Bmax ( §)

1 ] ] L
2 X% + S X2+0X1+0X2+0X3+0Xu

En conformidad con las funciones anteriores, cada unidad del Froducto 1 gene

va resultados de 10, 8 y 2 unidades para ol , F y X, respectivarente,

¥ con cada unidad del producto 2 se logran 4, 10 y 5 unidades de resultado
para oL , ﬁ Y ¢ , respectivamente.
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2. DETERMINACION DE LOS OPTIMOS INDIVIDUALES

Esta etapa consiste en lograr para cada funcién maximizan-
te, separadamente, las soluciones éptimas. Con ese propé-
sito empleando el método SIMPLEX, se han obtenido las men-
clonadas soluciones oOptimas (Ver cuadros N°¢ 3, 4 y 5). Las
soluciones éptimas aparecen determinadas, también, en el
Gréfico Ne¢ 2.

Los resultados 6ptimos para las variables objetivos, que-
dan expresadas algebrdicamente a continuacién:

oByETIVO O :

Ia funciSn se optimiza para:

% mix, (00) 210 x 30 + 4 x16 + 0 x 0O + O x 0,102238 + 0 x 0 + 0x0,529456
3 mix, (= = 384

OBJETIVO ﬂ 3

pi-f L LA S R

La funcidn se optimiza para:

3  wix. (()) =8 x 23 10 x 30 + Ox0 + 0x0 + Ox 0,23333 + Ox 0,117636

3 oix. (%) = ue

O.BJL‘I'IVO&’I
La funciSn se optimiza para:
2 mix. () = 2x 17 + 5x3% + 0 x 0,105256 4 0 x O + 0 x 0,u3333 + 0 x 0

3 n!x.(%lmu
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SRAFICO Ne 2

SOLUCIONES OPTIMAS, INDIVIDUALES
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CUADRO Nt 6

NIVELES DE UTILIZACION DE LOS RECURSOS

RECURSOS PRODUCTIVOS:

FUNCION Porcentajes de Utilizacidn
OBJETIVO
MAXIMIZADA
A B C D
ol 100,0000 79,7772 100,0000 47,0592
ﬁ 100,0000 100,0000 76,6667 88,2364
a’ 89,474l 100,0000 56,6667 | 100,0000

Los porcentajes de utilizacion de los factores producti-

vos, para las diferentes soluciones, las incluimos en el Cua-
dro No. 6.

3. VALORES DE LAS VARIABLES OBJETIVO Y DIFERENCIAS
Y RELACIONES ENTRE LAS DIFERENTES SOLUCIONES

Esta secci6n contiene un conjunto de informacién, so-
bre las magnitudes correspondientes a las variables objetivo,
para las diferentes situaciones de optimizacion “‘individual,
considerando, ademds, las diferencias absolutas y relativas
entre los valores alcanzados en cada una de dichas situa-
ciones, lo cual constituird una base cuantitativa para decidir
respecto a posibles procedimientos tendientes a lograr solu-
ciones 6ptimas “conjuntas”.
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El Cuadro N¢ 7 recoge la informacién de los valores gue
toman las funciones objetivo, en conformidad con los nive-
les de actividad determinados en las tres soluciones éptimas
“individuales” halladas anteriormente. En las lineas apare-
cen las variables optimizadas y en las columnas los valores
que adquieren dichas variables. Asi, por ejemplo, en la pri-
mera linea se indica que la variable optimizada es «, regis-
trandose: 364 para « (6ptimo), 400 para 8y 140 para 8 v,
“en la segunda columna aparecen los valores que le corres-
ponden a B, de acuerdo a las diferentes situaciones de opti-
mizacién: cuando = se maximiza B vale 400, cuando B es la
variable maximizada toma el valor de 484 (6ptimo} y cuan-
do se optimiza ¥ a B le corresponde 476.

En los graficos Nos. 3, 4 y 5 hemos ademas expresado
graficamente los diferentes valores que toman las variables
objetivo.

En el Cuadro N¢ 8 se han calculado las diferencias de las
variables objetivo con respecto a sus valores 6ptimos. Con-
siderando «, por ejemplo, los valores que aparecen en la
columna correspondiente se han logrado restando 364 de los
valores que toma dicha variable cuando se maximizan «, g
y ¥: 364, 350 y 306 con lo cual se obtienen resultados de
O, — 14 y — 58; respectivamente. El valor de — 14 significa
que cuando B se optimiza, alcanza un valor inferior en esa
cantidad con relacién a su valor 6ptimo: 350 — 364 = — 14.

Una manera conveniente de apreciar los valores que al-
canzan las variables objetivo para las diferentes situaciones
de optimizacién, consiste en expresarlos en forma de porcen-
tajes en relacién con sus respectivos 6ptimos (Cuadro N° 9).

Si consideramos ¥, a titulo de ejemplo, comprobaremos
que dicha variable alcanza niveles de 68,7275%, 96,0784%
y 100,0% cuando se optimizan «, fy¥, respectivamente. Des-
de el punto de vista operativo, estos coeficientes se obtienen
en base a los datos contenidos en el Cuadro No 7.

-58—



CUADRO No. 7

VALORES DE LAS VARIABLES OBJETIVO
PARA LOS DISTINTOS OPTIMOS

VALORES DE LAS VARIABLES OBJETIVO

FUNCION
ﬁgggﬁm ol yesi a/
OL 364 400 140
< 350 ugu 196
306 476 204

S




| 3

PRODUCTO

BRAFICO ¥s. @
vALoRES De LA vAmiAsLE S

¥ inex o)

fima 2)

lu-/o)

0
PROOBDUCT O L 1
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CUADRO No. 8

DIFERENCIAS DE LAS VARIABLES OBJETIVO
CON RESPECTO A SUS VALORES OPTIMOS

FUNCION
OBJETIVO
MAXIMIZADA

DIFERENCIAS DE LAS VARIABLES OBJETIVO
EN RELACION CON SUS VALCRES MAXIMOS

oL /7 ¥

ol

3
&

0 - 8u - &4
-1 0 - 8
-58 - 8 0
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CUADRO Nt 9

PORCENTAJES DE LAS VARIABLES OBJETIVO CON
RESPECTO A SUS VALORES OPTIMOS

PORCENTAJCS DE LAS VARIABLES OBJETIVO
FUNCION EN RELACION CON SUS VALORES MAXIMOS
OBJETIVO

MAXIMIZADA ol /,’ | a/

=< 100,0000 82,6446 $8,7275
ﬁ 96,1538 100,0000 9€,0784
a/ 84,0659 98,3471 100,0000

En el Cuadro N°.10 hemos colocado los porcentajes de variacibp entre los di

ferenter magnitudes que toman las variables objeéivo, para 1as aituacioneg de
8pti’mo individual precedentemente cuantificadas, Asi, para obtener los porcen
tajes de la primera linea, que significa paéaz' de la situvacién de &ptimo para
&< a la situacitn de 8primo ﬁ s ¥ los pércentajes de la ssgunda linea, que
corresponde al caso inverso al anterior, se ha procedido, utilizando la infor

macidn del Cuadro N°,7, de la siguiente manera:
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DEP&a /)’_’:

=14
% de variacifn de OL= = "F6F X 100

- 3,8462 %

21,0000 %

% de variacién de F = "Roo = 100

% de variacisn de '3’ = "49 X 100 = 39,7962 %

DE/’)a ols

% de variacifn de ol ™350 . X 200 = 14,0005 %

» BY ‘

% de variacién de ﬂ = THEF X100 = - 17,3564 %
56

% de variacién de A/: “I9% % 100 = - 28,4672 %
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CUADRO No. 10

PORCENTAJE DE VARIACION DE LAS VARIABLES
OBJETIVO ENTRE LOS VALORES CORRESPONDIENTES
A LAS DISTINTAS SOLUCIONES

SOLUCIONES

PORCENTAJES DE VARIACION DE LAS VARIABLES OBJETIVO

-3

r
oL
r
ol
&
B

%QN%'&@

a

oL V4 y

- 3,8462 + 21,0000 + 39,7962
+ 4,0005 - 17,3564 - 28,4672
-15,9341 + 19,0000 + 45,5022
+18,9543 - 15,9664 - 31,2725
-12,5714 - 1,6529 + 4,0817
+14,3790 + 1,6807 - 3,9216
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La informacién contenida en el Cuadro N¢ 11, correspon-
de a porcentajes de variacién de las variables objetivo, por
cada 1% de disminucién en el valor de la variable objetivo
optimizada y se ha obtenido partiendo de los datos consigna-
dos en el Cuadro N¢ 10. A titulo de ejemplo, cuantificaremos,
a continuacion, los coeficientes de las dos primeras lineas.

DE ol a ﬁ:

La variable optimizada es ©<& , de manera quej

- 3.8462
w - -
3,8462 1% para ol
21,0000 .
Sl - 5,4598 % para ﬂ

3,8462

39,7962
* -
5,546 10,3469 § para a/

DE ﬂ a =l

La variable optimizada es ﬂ » de modo quet

14,0005
17,3564

0,2305 & para o

=-17,3564
* - -
17,3564 t$pra

-28,4672
o8 A A -
17,3564 -1,6402 % para X
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CUADRO N° 11

PORCENTAJE DE VARIACION DE LAS VARIABLES
OBJETIVO POR CADA 1% DE DISMINUCION EN
EL VALOR DE LA VARIABLE OBJETIVO OPTIMIZADA

PORCENTAJES DE VARIACION DE LAS VARIABLES .

SOLUCTONES OBJETIVO ENTRE DIFERENTES SOLUCIONS
oL a @ - 1,0000 + 5,4599 + 10,3u69
a2 o + 0,2305 - 1,0000 - 1,6402
ola ¥ - 1,0000 +1,1924 +  2,8556
S 2 ov + 0,6061 - 0,5106 - 1,0000
A e - 7,6057 - 1,0000 +  2,u50y
b’ a 8 + 3,6667 + 0,4286 - 1,0000




CUADRO No. 12

VARIACION DE LAS VARIABLES OBJETIVO POR
CADA UNIDAD DE DISMINUCION EN EL VALOR

DE LA VARIABLE OBJETIVO OPTIMIZADA

DIFERENCIA VARIACION DE LAS VARIABLES OBJE
SOLUCIONES RESPECTO A TIVO ENTRE DIFERENTES SOLUCIONES
” VALORES OP
TINOS
— e y
ot 7 -14 -1,0000 + 6,0000 + 4,0000
ﬁ a ol = +0,1667 - 1,0000 - 0,6667
ola b’ -58 ~1,0000 +1,3103 + 11,1035
Xa ot ~64 +0,9063 - 1,1875 - 1,0000
[J’ a d’ -8 -5,5000 - 1,0000 + 11,0000
b) a ﬁ - 8 +5,5000 + 1,0000 - 1,0000
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Las relaciones técnicas de sustitucion entre las varia-
bles objetivo, obtenidas para los intervalos comprendidos en-
tre diferentes soluciones éptimas individuales, aparecen en
el Cuadro Ne° 12,

Dichos coeficientes han sido determinados por cada uni-
dad de disminucion en el valor de la variable objetivo maxi-
mizada. Para la primera linea se tiene, por ejemplo, que
por cada unidad de disminucién en el valor de « se produ-
cen aumentos de 6 y 4 unidades en B y ¥, respectivamente,
relaciones de sustitucién validas Gnicamente en el intervalo
de « de 364 a 350, es decir entre las soluciones dptimas de
« y B, entre las cuales el valor de « desciende en 14 uni-
dades.

4. SOLUCIONES OPTIMAS “CONJUNTAS”

En las secciones anteriores hemos intentado un plantea-
miento metodoldgico destinado a sentar las bases para la
determinacion del 6ptimo ‘“‘conjunto”, el cual estara en fun-
ciéon de relaciones de sustitucion entre las variables resul-
tado, que surjan de asignarles, explicita o implicitamente,
determinadas ponderaciones relativas a cada una de dichas
variables y dentro de los intervalos de valor comprendidos
entre las diferentes soluciones 6ptimas individuales.

Es indudable que para lograr dicho dptimo “conjunto”
pueden aplicarse procedimientos mis o menos empiricos o
funciones matematicas de cierta complejidad, destinados a
establecer las mencionadas relaciones de sustitucién que
hagan factible la solucién del problema que, por otra parte,
serd determinada por una combinacién lineal de las solucio-
nes Optimas individuales; en términos geométricos, estard
situado sobre algin punto del segmento de poligonal EFG.
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ALTERNATIVA A.1

Para esta alternativa supondremos que el 6ptimo con-
junto esta determinado por la solucién que surge de prome-
diar las soluciones Optimas individuales de B8 y ¥, es decir,
partiendo del 6ptimo individual para 8, se produce un aumen-
to de 4 unidades en el valor de ¥, y descensos en 8y x de
4 y 22 upidades, respectivamente (ver cuadros N° 7, 8 y 12).

Calculamos a continuacion los niveles de actividad, don-
de se puede comprobar que un solo recurso productivo (B)
aparece totalmente utilizado (consiltese, ademas, el Gréfico
N¢ 6, en el cual se observa que la solucién éptima conjunta
se sitia en el punto A.1,, es decir exactamente en la mitad
de la recta FG).

P P P’ P Pt b L
ACTIVIDADES 1 2 1 2 3 &
1) Optimo de 23 30 0 0 0,23333 0,117636
2)  Optimo de 17 3% 0,105256 O  0,83333 0
3= 1) + 2) 40 64 0,105256 O 0,66666 0,117636
4) = Promedic de 3) 20 32 0,052628 ©  0,33333  0,058818

En la dltima linea aparecen los niveles de actividad, tan-
to para las variables reales como para las de holgura.
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SRAFICO No. €
SOLUCION OPTIMA CONJUNTA A.1
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La solucién 6ptima conjunta A.1. estd, entonces, deter-

minada segun la siguiente expresi6n:

g8 (a0 (A1) = 10 x 20+ 4 x 32 2 28
g (B) (A1) = 8 x 20+ 10 x32 = 380
B (Y) 1 = 2%x20+ 5x32 = 200

8 (Max.oc; B §) (A1) =328 des; uacde‘f; 200 de 6’

~

En donde:

3 (o0 (A1) 2 () A1) B (Y) (A1); son las varisbles objeti

vo consideradas separadamente,y:

g (Max,;oL; ﬁ 3 a) ) (A.1) es la funcifn de Sptimo (Miximo)"conjunto

ALTERNATIVA A.2,:

En este caso supondremos, que el valor de ﬂ se mantlene a igual nivel que
en la alterpativa X.1., es decir igual a 489 unilades, pero la disminucién de
% unidades con relacién & su valor niximo (484), se opera en el tramo que va,
desde el dptimo para fFal 6ptimo para oL graficamente en Ja recta FEy - en
el punto A,2, (Ver Gr&fico N°,7),

Tos valores de &y 8 podemos determinarlos de la siguiente manerat
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2 (94) (A,2) = Z (o), paraz (Mix. ﬂ) + 4 x coeficiente deolpare

(a2 ol

2 ol(A,2) = 350 + 4 x 0,16666. = 350,6666

Z (X) (A.2) = 2 (bl). para ‘Z(Hax.ﬁ) - 4 x coeficiente deb’pm
(Ba o)

2 (X) (A,2) = 196 - 40,6666, = 193,333

Para ello hemos operado con los datos de la segunda linea del Cuadro N°, 7

y de la segunda linea del Cuadro N®, 12,

la cuantificacibn de los niveles de actividad para Py y P, se ha realiza

do de acuerdo al siguiente procedimiento.

ACTIVIDADES REALES Py Py
1) Optimo de ﬁ ) p<} 30
2) Optimo de oU) 30 16
3 =1 -2 ' -7 1
&) - /84 x 3) 0,33333 ~0, 66686
'5) = 1) - %) 23,33333 29,33333

_En primer término se han obtenido las diferencias de los niveles de aetiv_:';
‘Ead, para P, y Py, entre los respectivos niveles de los éptimos para/y oc

{gréficamente, entre los puntos F y E). Posteriormeniz 22 hag cuantificado
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las variaciones experimentadas en dichas actividades como consecuencia de la
reduccidn de 4 unidades en el valor de ﬂ a partir de su miximo, es decir,

multiplicando por - 4/84 las diferencias precedentemente calculadas.

Las magnitudes de Py "’y Pz; quedan determinadas sumando a sus respectivos va
lores cuando se optimiza/g,hg; variaciones a que hacemos referencia en el p§
rrafo an;erior: 1) - &). Inmediatamente cuantificados los valores de Py y
Py, éstamoé en condi;:ibnes de caleular las variables de holgura, mediante s
coeficientes de insumos de capacidad productiva, que aparecen consignados en

el Cuadro N°,2,
TENEMOS ASI:

« -
Pl = 1 -~ (23,3333 'x 0,026316 + 29,3333 x 0,013158)

"
o

1 - (23,3333 x 0,014706 + 29,3333 x 0,022059) = 0,00980

Py = 1 - 23,3333 x 0,033333 + 29,3333 x 0 ) 0,22222

"

Pu = 1 - (23,3333 x 0 + 29,3333 x 0,029412) 0,13725

Tal cual acontece en el caso A.1. y en cualquier otro
punto que no sea en los extremos, E, F y G, un solo factor
productivo es totalmente utilizade, en esta oportunidad el
recurso A, representado por el vector P/ °.

La solucién 6ptima conjunta A.2. queda expresada de
la siguiente manera (Ver ademds, el Grafico N2 7).
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| () (A.2) = 10 x 23,3333 + 4 x 29,3333 = 350,666

s (A w2

8 x 23,3333 + 10 x 29,3333 = 480

P (Y) (A,2) = 2 x 23,3333 + S x 29,3333 = 193,333

8 Mk oL B Y) (A2) = 350,666 decx ; 48O de/; 193,333 de &

ALTERNATIVA A.3.

En este caso supondremos que se decide obtener exdctamente el 98% del miximo

valor factible para o< :

Cualquier solucién entre E y F, que no comprenda los
puntos E y F, seré: :

y cualquier solucién entre F y G, que no comprende los-
puntos F y G, seré: :



z (&) (A.3) = 364 x 0,98 = 356,72
Los valores para /5 y b/. se logran:

Para ﬁ H

2 () a3 =u00x [1+20,0m509)/

400 x (1,109198) = 443,68

g (@

Para ) :

z () )

n

140 x (1 + 2 (0,103469) ]

2 (YY) tA.8) = 180 x (1,206938) = 169,12

Estos resultados fueron obtenidos utilizando la informacién proveniente de

la primera linea del Cuadro N°.7 y de la primera linea del Cuadro N°,11,
Asi:

ZlMaxi;00; 35 ) (A.3) = 356,72 deot; 443,6792 de (3; 169.12 de )Y

ACTIVIDADES REALES P Py
1) Optimo de =< 30 16
2) Optimo de / 23 30
P =1)-2) , 7 -14
&) - 7,28/44 x 3) ~3,64 7.28
R) 1) =-4) 26,36 23,28
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El método de cuantificacién de los niveles de actividades es igual al em-

pleado en la alternativa A,2., correspordiendo:
26,36 unidades de producto 1, (py)

23,28 unidades de producto 2, (P2)

De igual manera, también, al caso A.2, se determinan los valores para las

variables de holgura, que aparecen a continuacibn:

P, =1 - (26,38 x 0,026316 + 23,28 x 0,013158) = 0
P; = 1 - (26,36 x 0,014706 + 23,28 x 0,022059) = 0,09816
p; =1 - (26,36 x 0,03333 + 23,28 x 0) = 0,121334
- p‘: - 1-(26,36x 0 + 23,28 x 0,029412) = 0,315289

Ahora, empleado los niveles de actividad anteriormente obtenidos, podemos

comprobar si el Sptimo conjunto coincide con el logrado precedentemente,

Z (o¢) (A3) =10 x 26,36 + 4 x 23,28 = 356,72

Z ) (A3) = ©x 26,36 +10 x 23,28 = 4u3, 68
2CE)A3) = 2x26,36 +5x23,28 =169,12
Entonces:

2 (Maxisous /35 ¥ ) (A3) = 356,72 deck; 443,68 de £ 169,12 de )

Constltese el grafico N° 8, en el cual aparece la solu-
cion para esta alternativa A.3.
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