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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 22,
No. 2, 2021. Los articulos contenidos en el presente volumen fueron recibidos entre el segundo
semestre del afio 2021, los mismos fueron evaluados y aceptados para su publicacion, antes de la
edicién del presente volumen.

Es importante notar que, a pesar de la poca demanda de articulos por parte de autores por
diferentes razones, la revista logro recibir ocho (8) trabajos de los cuales dos (2) no aprobaron
la etapa de evaluaciéon por los arbitros respectivos. De manera que en este niimero se publican
cinco (5) articulos en la seccion de Articulos de Investigacion, un (1) articulo en la seccion de
Articulos de Divulgacion e Historicos. Por otro lado, en esta edicion, en la seccion de Problemas
y Soluciones solo se proponen dos (2) problemas. Solo se propondran problemas debido a la falta
de afluencia de soluciones a los problemas propuestos anteriormente.

El trabajo editorial relacionado con este nimero es el resultado de mucho esfuerzo del Comité
Editorial y del Editor Jefe de la revista. Los Editores queremos expresar nuestro agradecimiento
a todos aquellos que hicieron posible este volumen: a los autores de los trabajos que se presentan,
que dieron su voto de confianza a la revista; a los arbitros que evaluaron los articulos, cuya labor
desinteresada permiti6 satisfacer los estandares de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la
forma de los trabajos; al equipo editorial de Divulgaciones Matemdticas. A todos, mil gracias.

La revista esta ahora en el portal de Rewvistas Cientificas y Humanisticas de la Univer-
sidad del Zulia (ReviCyHLUZ) cuyo sitio web oficial es: produccioncientificaluz.org.
Ahora los articulos estén identificados con el membrete del Sistema de Servicios Bibliote-
carios y de Informacion de LUZ (SERBILUZ), y la revista pasa a tener como sitio web
oficial produccioncientificaluz.org/index.php/divulgaciones.

Es importante aclarar que la direccién web divmat.demat-fecluz.org contintia funcionando
para obtener los nimeros de la revista publicados antes del ano 2016, hasta que los mismos sean
trasladados en su totalidad al nuevo sitio web mencionado. Todo esto con la finalidad de darle
mas expansion y reconocimiento a la revista.

Por ultimo, el Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas pide disculpas a los autores
de los articulos aqui publicados por el notable retraso en la publicacién de este ntimero y por los
inconvenientes que esto pudo haberles causados, les agradecemos su espera. Ademés, invitamos
a la comunidad matemaética venezolana e internacional a seguir dandonos su voto de confianza
sometiendo sus trabajos en la revista para evaluaciéon y posible publicacion.

1 Dr. Tobias Rosas Soto.

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas y editor del presente ntimero



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas is pleased to present the Vol. 22, No.
2, 2022. The articles contained in this volume are those received during the second semester of
the year 2021, wich ones were evaluated and accepted for publication, before the edition of this
volume.

It is important to note, that despite the low demand for articles by authors by differents
reasons, the journal could receive eight (8) works, of which two (2) did not approve the evalua-
tion stage by the respective arbitrators. So, in this number are published five (5) articles in the
Research Articles section, one (1) articles in the Expository and Historical Articles section. By
other hand, in this edition, only two problems will be proposed in the Problems and Solutions
section. Only problems will be proposed due to the lack of influx of solutions to the problems
proporsed previously.

The editorial work related to this issue is the result of the efforts of Editorial Board and the
Chief Editor. The Editors want to express their gratitude to all of those who made this volume
possible: to the authors of the presented works, who gave their vote of confidence to the journal;
to the referees, who evaluated the articles with selfless work, guaranteeing the quality standards
of the journal and significantly improving the way of working; to the editorial team of Divulga-
ctones Matemdticas. To all of them, thanks a lot.

The journal is now on the portal of Revistas Cientificas y Humanisticas de la Univer-
sidad del Zulia (ReviCyHLUZ) whose official website is: produccioncientificaluz.org.
Now the articles are identified with the letterhead of the Sistema de Servicios Bibliotecarios
y de Informacion de LUZ (SERBILUZ), and the journal has produccioncientificaluz.
org/index.php/divulgaciones as its official website.

It is important to clarify that the web address divmat.demat-fecluz.org continues working
to obtain the issues of the journal published before the year 2016, until they are transferred in
their entirety to the new website mentioned. All this in order to give more expansion and recog-
nition to the journal.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas ask for apologize to the au-
thors of the articles published here for the remarkable delay in the publication of this issue and
for the inconvenience that this may have caused them, we thank them for the waiting. Further-
more, we invite the Venezuelan and international mathematical community to continue giving
their support by submitting their articles to our journal for evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobias Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas and editor of the present volume
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Resumen

Este manuscrito considera al modelo de redes de Petri como una herramienta 1til para el
analisis de conflictos en sistemas dindmicos de eventos discretos. Particularmente, tratamos
al conflicto basados en la estructura de la red mas alld de su comportamiento dindmico, esta-
bleciendo para ello argumentos tedricos centrados en la “independencia” entre eventos. Con
mayor precisién, la conjugacién entre algunas clases de redes tales como las redes seguras,
de libre decisién, vivas y de libre escogencia caracterizan la ausencia de conflictos en la clase
de sistemas nombrada arriba.

Palabras y frases clave: Sistemas de eventos discretos, redes de Petri, conflicto.

Abstract

This manuscript considers the Petri nets model as a useful tool for conflict analysis in
dynamic systems of discrete events. In particular, we treat conflict based on the structure of
the network beyond its dynamic behavior, establishing theoretical arguments focused on the
“ independence ” between events. More precisely, the conjugation between some classes of
networks such as secure, free-choice, live, and free-choice networks characterize the absence
of conflicts in the class of systems named above.

Key words and phrases: Discrete event systems, Petri nets, conflict.
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1 Introduccion

Las Redes de Petri (RP) han sido desde su inicio (1962) de gran interés en la teoria y aplicaciones
de redes para la modelacién y anélisis de sistemas concurrentes asincrénicos, incluyendo areas
de aplicacién tales como sistemas de computacién con programacién concurrente y sistemas de
multiprocesadores, protocolos de disefios y verificacién en redes de computacién [1, 2, 5].Todos
estos sistemas son caracterizados como Sistemas Dindmicos de Eventos Discretos (SDED) y
constituyen el contexto en el cual estaremos centrados.

Ahora, la complejidad resultante desde la no linealidad inherente y la dimensién del espacio de
estados en los SDED conducen a dificultades inusuales tanto en disefio como en andlisis [3, 6, 7].
En efecto, con disenos inapropiados, los SDED pueden ser conducidos a bloqueos y sobreflujos
de capacidad,entre otros rasgos indeseables, permitiendo la degradacion en la ejecucion. Por lo
tanto, es necesario contar con herramientas potenciales para detectar y corregir estos problemas.
Nuestro objetivo consiste en el anélisis de conflictos usando redes de Petri. Tempranamente, un
conflicto en un SDED toma lugar cuando dos o mas subsistemas estan listos para ejecutar eventos
u acciones diferentes cuyas ocurrencias dependen directamente de la utilizaciéon de una entidad
compartida e indivisible; en consecuencia, la ausencia de conflicto expresa que cualquier evento
en la evolucién del sistema en el tiempo solo puede ser inhabilitado por su propia ocurrencia.

Convencionalmente, tal como es expuesto en [7, 8], las herramientas para el andlisis de SDED
usando RP estdn fundamentadas en dos técnicas: el drbol de Alcanzabilidad y las Ecuaciones
Matriciales; y ambas son expresadas directamente en términos del comportamiento dindmico de
la red. Sin embargo, la direccionalidad de los argumentos dados aqui para el andlisis de conflicto
estd relacionada con la estructura propia de la red y no de su dindmica. Los resultados més
resaltantes establecen, bajo ciertas condiciones, las relaciones mas estrictas entre la ausencia de
conflicto y la independencia de la ocurrencia de eventos, permitiendo desde un punto de vista
tedrico algunas caracterizaciones bajo estructuras de libre decision, de libre escogencia, seguras
y vivas.

La organizacién es como sigue: Comenzamos dando las definiciones bésicas de la teoria de las
RP e incluiremos su comportamiento dindamico. Luego, expresamos conceptualmente algunas de
sus propiedades; para finalmente, establecer los resultados tedricos de andlisis de conflicto.

2 Nociones preliminares

Con el propdsito de incluir nuestro contexto, comenzamos con la definicién formal de una red de
Petri, sus marcaciones y su correspondiente grafo asociado para finalmente establecer la dindamica
o el comportamiento dindmico de una red.

Una Red de Petri es un cuddruple R = (L, T, E, S) donde L = {ly,ls,...,l,} es un conjunto
finito cuyos elementos serdan llamados lugares, T = {t1,%s,...,t;} es un conjunto finito cuyos
elementos serdn llamados transiciones, LNT = 0, E : T — L es una funcién de entrada:
para cada t € T, E(t) € L™ es llamado multiconjunto de lugares de entrada para T (L*° denota
el conjunto de todos los multiconjuntos sobre L para los cuales no hay limitaciéon del ntmero
de ocurrencias de sus elementos); y S : T — L™ es una funcién de salida: para cada t € T,
S(t) € L es llamado multiconjunto de lugares de salida para .

El comportamiento dindmico de la red comienza por considerar la representacion de estatus
de lugares: asociamos a cada lugar de la red un nimero natural que expresa el significado preciso
de la condicién o configuracién logica del lugar en el tiempo. Formalmente, una RP marcada es

Divulgaciones Matemdticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 1-9
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un par M = (R, m), donde Resuna RPym: L — N, N={0,1,2,...}, es una funcién llamada
funcién de marcacién (o marcacién): para cada l; € L, m(l;) € N es llamado nimero de fichas en
el lugar [;; la cual especifica un vector m = (mqy,ma,...,my), n =cardL,m; e Nyi=1,2,...,n
con m(l;) = m; [8].

Las RP marcadas pueden ser representadas por grafos dirigidos como sigue: los lugares son
etiquetados por circulos y las transiciones por barras. Si un lugar [; es un lugar de entrada para
una transicién t; es decir I; € E(t), entonces hay |l;, E(t)| (nimero de veces que [; estd en el
multiconjunto de lugares de entrada E(t)) arcos dirigidos del correspondiente circulo a la corres-
pondiente barra. Si un lugar [; es un lugar de salida para la transicién t; es decir, [; € S(t),
entonces hay |I;, S(t)| (ntmero de veces que I, estd en el multiconjunto de lugares de salida S(t))
arcos dirigidos de la correspondiente barra al correspondiente circulo. Finalmente, las fichas son
representadas por puntos en el interior del circulo y, en consecuencia, la funcién de marcacion es
representada por el nimero de puntos en el interior de cada circulo. Enfatizamos que las RP vis-
tas como una herramienta grafica nos proveen de un método unificado para representar Sistemas
Dinamicos de Eventos Discretos, permitiendo facilidad para modelar sus caracteristicas: asin-
cronizacién, secuencialidad, concurrencia, conflicto, exclusion mutual, etc; mostrando excelente
visualizacion de las dependencias del sistema y focos de informacién local.

En cuanto al comportamiento dindmico de una RP debemos enfatizar que una marcacion
representa el estatus de cada uno de los lugares en la red. Asi, ésta especifica exactamente el
estado actual del sistema que establece las condiciones logicas para la ocurrencia de eventos;
luego, una vez que ocurra un evento las condiciones del sistema en general varian dando lugar a
una nueva marcacién o estado. Para ser més precisos, una transiciéon ¢ € T' en una RP marcada
M = (R,m) es llamada habilitada si m(l;) > |l;, E(t)|, para todo lugar I; € L. En este caso
también diremos que la transicion ¢ es habilitada por la marcacién m. El conjunto de transiciones
habilitadas por la marcacién m es dado por &, (m) = {t € T : m(l;) > |l;, E(t)|,V1; € L}.

Ahora, si t € £ (m) entonces la marcacién m’ dada por m/(l;) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(¥)],
1=1,2,...,n;n = card L, es llamada marcacién alcanzable desde m por el disparo de t. Ademss,
sit’ € £ (m/) y esta es disparada, obtenemos una marcaciéon m”, y asf sucesivamente. Por lo tanto,
se obtiene una funcién de cambio de marcaciones, la cual puede ser extendida de manera natural;
es decir, si la funcién de cambio de marcaciones § : N® x T" — N" n = cardL, es dada por
o(m,t) = m' donde m'(l;) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(t)], i = 1,2,...,n; entonces su extension
es la funcién parcial 8 : N® x T* — N", dada por g(m, 0)=my S(m, ot) = 5(3\(m,0),t),m €
N*,t € T,o € T*. Aqui, T denota el monoide libre con unidad 6: T* es el conjunto de todas
las combinaciones finitas de elementos de T' [4]. Finalmente, como § es una extensién de ¢ no
haremos distincién notacional entre ambas.

Note que la funcién parcial de cambio de marcaciones § estd definida en (m, t) si, y solamente
si, t € € (m).

Por su parte, en una RP marcada M = (R, my), una marcacién m € N, n = card L, serd lla-
mada alcanzable desde my si existe una sucesién de disparos de transiciones o = t;,t;, ...t;, € 1™
tal que d(mp, o) = m. Luego, el conjunto de alcanzabilidad de la RP desde la marcacién mg es
dado por

A(R,mo)={meN /T o eT* §(mg,o) =m}.

Ejemplo 2.1. Consideremos la RP marcada dada en la figura 1. En esta red e(m) = {t1.t5.t4}.
Disparando t4 obtenemos la nueva marcacion m’ = (1,0,1,3,0). Ahorae(m’) = {t1.t3}: Disparando
t1 obtenemos la marcacion m” = (0,1,2,5,0), en la cual e(m") = {ta2.t3}. Este comportamiento
particular de la RP dada es ilustrado en las figuras 1, 2, 3.

Divulgaciones Matemdticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 1-9
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Figura 3: La marcacion resultante del disparo de la transicién ¢; en la figura 2

Como se puede apreciar desde el ejemplo 2.1, el cambio de marcacién en una RP es producido
por el disparo de transiciones y estas marcaciones pertenecen a N, n = card(L).

Ejemplo 2.2. Sea M = (R,mg) una RP marcada, con L = {1,2,--- ;n} y funciones de en-
trada (E) y salida (S) tomando valores en el conjunto potencia de L. Consideremos L = {o €

Divulgaciones Matem4dticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 1-9
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T*/6(mo, o) estd definida}. Entonces,
o(m,t) =m — Z e; + Z €,
1€E(t) JES(t)

donde e; denota la n-upla unitaria con ceros en sus componentes excepto en la i-ésima compo-
nente. Para cada o € L, sea O(0) = (O, (0), O, (0),--+,04,(0)), con O, (o), j =1,2,--- K,
denotando el nimero de apariciones de t; en o, luego

5(m,a):m—2(9t(o) Z €; — Z €;

€T 1€EE(t) JES(t)

para todo m € A(R, mg) y todo o € L.
En efecto, por induccion sobre la longitud de la sucesion de disparos de transiciones tenemos
que para k =2 = |o|, 0 =t;,t;, € L.

5(m7 tjl tjz) :5(5(772, tj1 )v th)

:5(m,tj1) — Z €; — Z 6]'

iEE(th) jES(th)
S D i) B (D oI o
i€E(t);) JEB(t5) i€E(t),) JEE(tj)
=m =Y Oultytp) | D e D> e
teT i€EE(t) JES(t)

Supongamos que

5(m,0):m—Z(’)t(U) Z e — Z e |,

teT 1€EE(t) JES(t)

para k = |o| > 2, asi para t, € T, ot), € L.

d(m,otp) =6(6(m, o), ty) = §(m, o) Z e + Z e;

i€E(ty) JES(tn)
:m—ZOt(U) Z e; — Z e | — Z e; — Z €;
teT i€E(ty) JES(tn) i€E(ty) JES(tn)
=m — Z O¢(oty) Z e; — Z €;
teT i€EE(t) JES(t)

3 Estructuras de redes

Mostraremos algunas estructuras que garantizan la representacion de diversas propiedades fun-
cionalmente correctas en un sistema tales como disponibilidad de recursos, ausencia de conflictos
y no bloqueo.

Divulgaciones Matemdticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 1-9
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Particularmente, en términos de conflicto, si todo par de eventos diferentes no dependen
simultdaneamente de alguna condicién comin para sus ocurrencias ni conducen a una condicién
comun luego de sus ocurrencias, entonces esto es apropiado para decir que todo par de eventos
en el sistema son “independientes”.

Definicién 3.1. Una RP R = (L, T, E,S) es llamada de libre decisién si E(t;) N E(t;) =0y
S(t;) N S(tj) =0, para cualesquiera t;,t; € T,1 # j.

(a) (b)

Ij Ij

Figura 4: Dos fragmentos de redes representando de izquierda a derecha dos transiciones con un lugar de entrada
comun y con un lugar de salida comun respectivamente.

Otra propiedad importante, relativa a la estructura de una RP, es la libre escogencia. Tal
propiedad es incluida para representar la ocurrencia de diferentes eventos “dependientes” de la
misma condicién (ver figura 4(a)), la cual definimos como sigue.

Definicién 3.2. Una RP R = (L,T,E,S) es llamada de libre escogencia si para todo par
ti,t; € T,t; # tj, se tiene que E(t;) N E(t;) = {l} para algin | € L o E(t;) N E(t;) = 0.

Definicién 3.3. Un lugar [ € L en una RP marcada M = (R, mg) es llamada k-acotado si existe
k € N tal que m(l) < k, para todo m € A(R,mg). Si todos los lugares en la red son k-acotados,
entonces la red es llamada k-acotada o simplemente acotada. En particular, si la red es 1-acotada
diremos que la red es segura.

Definicién 3.4. Una RP marcada M = (R, mg) es llamada persistente (libre de conflictos) si
para todo m € A(R,mg), y todo par t;,t; € T t; # t;;t;,t; € £(m), se tiene que t; € £(5(m, t;)).

Definicién 3.5. Una RP marcada M = (R, mg) es llamada viva (no bloqueada) si para to-
da marcacién m € A(R,mg) y toda transicién t; € T, existe una marcacién m’ € A(R, my)
alcanzable desde m tal que t; € £(m/).

4 Resultados tedricos

En esta seccién seran dados los argumentos para el andlisis de RP que caracterizaran la clase
de redes persistentes mediante la estructura propia de la red, y en consecuencia la ausencia de
conflictos en el sistema.

Divulgaciones Matemdticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 1-9
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Proposicién 4.1. Si R = (L,T,E,S) es una RP de libre decisidn, entonces M = (R, mg) es
persistente.

Demostracion. Sea m € A(R,myg), y sean t,t' € E(m) con t # t'. Como R es de libre decisién,
entonces E(t) N E(t') = (). Sea §;(m,t) la componente i-ésima de §(m,t). Si l; € E(t), entonces

§;(m,t) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(¢)]
= m(L) + |l S(6)| = m(li) = |L, E(t')]

Finalmente, si I; € E(t) entonces l; ¢ E(t'); de donde, |l;, E(t;)] = 0. En consecuencia,
0;(m,t) > 0 = |l;, E(t')] = 0. Luego, 6;(m,t) > |l;, E(t")| para todo I; € L. Por lo tanto,
t' € £(6(m,t)). Luego, M es persistente. O

Teorema 4.1. Si M = (R, mq) es una RP marcada persistente, entonces para toda marcacion
m € A(R,mg) y todo par de transiciones t,t', con t,t' € £(m), t # t' se tiene la propiedad
stguiente:

lk e EQ)NE®), I & St)NSEH) = m(ly) > 1.

Demostracion. Seam € A(R,myg), y sean t,t' € E(m), con t # t’, entonces m(l;) > |l;, E(t)| para
todo l; € L. Sea l;, € E(t)N E(t'), entonces en particular m(ly) > |k, E(t)] > 1. Supongamos que
I € St)NS(t') y m(lx) =1, entonces por la persistencia de M, di(m,t) > 0, asi 1 — |lp, E(t)| +
|lg, S(¢)| > 0. Luego, 1 + |lg, S(t)| > |lk, E(t)|. Ahora, si Iy € S(t) entonces |li, E(t)] < 1; de
donde |li, E(t)| = 0 lo cual es contradictorio.

Finalmente, si I, € S(t) entonces I, & S(t'). Luego, usando el razonamiento previo tenemos
que dx(m,t') > 0, con lo cual llegamos a la contradiccion |lg, E(t')] = 0. Por lo tanto, m(lg) >
1. O

Corolario 4.1. Dada M = (R, mg) una RP marcada sequra. M es persistente si, y solo si, R es
de libre decision.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.1. O

Teorema 4.2. Dada M = (R,mq) una RP sequra. Si M es persistente, entonces para cuales-
quiera m € A(R,mg); t,t' € E(m), t A1, se tiene la propiedad siguiente:

le E(t)NE({) =1 S({t)NnS).

Demostracion. Seal € E(t)NE(t") y 1 ¢ S(t) N S(t'), entonces m(l) > 1, lo cual contradice la
seguridad de M. O

Corolario 4.2. Dada M = (R, mg) una RP segura, con S(t) N S(t') = 0,Vt # t'. Entonces, M
es persistente si, y solo si, E(Q) N E({') =0,Vt £t

Demostracidn. Desde el teorema 4.2 se sigue que si S(£)NS (') = 0, Vt # ¢, entonces E(¢)NE(t') =
(), Vt # t'; en consecuencia, se obtiene el resultado. O]

Teorema 4.3. Dada M = (R, mg) una RP marcada donde E y S tienen rango en el conjunto
potencia de L. Supongamos que para toda marcacion m € A(R,myp), todo part,t’ € E(m), t A1,
y todo lugar Iy, € E(t) N E(t') se tiene que m(ly) > 1, entonces M es persistente.
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Demostracion. Sea m € A(R, mg), y sean t,t' € E(m), cont #t'. Sil; € E(t) N E(t'), entonces
por hipétesis m(l;) > 1; de donde

51;(771, t)

m(l;) — [li, E@)| + |1, S(t)]
ml) —1> 1= [l;, B(#)].

%

Por otro lado, si l; ¢ E(t) N E(t') entonces consideramos los casos siguientes: I; € E(t) y
l; ¢ E(t). Asi, [, € E(t) = I; & E(t') = d;(m,t) > 0 = |l;, E(t)|. Finalmente, I, ¢ E(t) =
5:(m,t) = m(l) + |1, SO = m(l) > s, E(E)].

El caso l; ¢ E(t) y l; € E(t') es trivial. Luego, d;(m,t) > |l;, E(t')| para todo l; € L. Por lo
tanto, t' € £(d(m,t)). Luego, M es persistente. O

Teorema 4.4. Dada M = (R,mqg) una RP marcada viva, donde R es de libre escogencia.
Supongamos que las funciones de entrada y salida tienen rango en el conjunto potencia de L.
Entonces, la persistencia de M implica que para cualesquiera t,t’ € Tt # t'. se tiene la propiedad
stguiente:

le E)NE{)=1€S({t)nS().

Demostracion. Supongamos que existen transiciones t,t' € T, t # t', y | € L tales que | €
EWNEW)yl ¢ St)nS(t). Como R es de libre escogencia, entonces E(t) = E(t") = {i}.
La vivencia de M asegura que existe m € A(R,myg) tal que ¢’ € E(m); luego, m(l) > 0 y en
consecuencia t € £(m).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [ € S(t') y sea m' = §(m, ¢), donde ¢ = tt.. .1,
(m(l) — 1)-veces, entonces claramente m’ € A(R,myp); t,t' € E(m’) pero t' & E(5(m/,t)). Por lo
tanto M no es persistente. O

Corolario 4.3. Dada M = (R, mg) una RP marcada viva, con R de libre escogencia tal que
SE)NSE)=0,Vt #1t'. Entonces, M es persistente si, y solo si, E@)NE{t') =0, Vt #1'.

Demostracion. Si S(t)NS(t') = 0,Ve # t/, entonces desde el teorema 4.3 E(t)NE(t') = 0,Vt # ¢/;
de donde se sigue lo requerido. O

Corolario 4.4. Dada M = (R,mg) una RP marcada viva, con R de libre escogencia tal que
St)yNS(t)=0,Vt #1t'. Entonces, M es persistente si, y solo si, R es de libre decisién.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.4. O

5 Conclusion

El modelo RP verificando los argumentos teéricos establecidos en la seccién 4 proporcionan una
estructura para estudiar un amplio rango de SDED, donde la red es conocida. La persistencia de
una RP excluye la existencia de cualquier conflicto. Por lo tanto, en la asignacién de recursos
compartidos, un modelo de red persistente implica que no hay conflicto entre procesos. La no
persistencia de una red puede implicar cierto grado de injusticia en la asignacién de recursos en
un contexto de sistemas distribuidos, en especial, en un medio ambiente de manufactura.
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Resumen

Estableceremos a los autématas finitos mediante un enfoque algebraico, donde todos los
argumentos y pruebas son constructivas; y donde el concepto fundamental para dicho enfo-
que esta centrado en la multiplicidad.

Palabras y frases clave: Autématas finitos, comportamiento dindmico, multiplicidad.

Abstract

We will present finite automata through an algebraic approach, where all the arguments
and proofs are constructive; and where the fundamental concept for this approach is centered
on multiplicity.

Key words and phrases: Finite automata, dynamic behavior, multiplicity.

1 Introduccion

Presentamos una estructura algebraica la cual serd aplicada a los autématas finitos [1, 4, 5, 2, 3],
donde la nocién bésica que nos permitird tal extensién es la multiplicidad. Para ser maés precisos,
sea A = (Q,%,FE,I,T) un autémata, y sea |A| su correspondiente comportamiento dindmico,
cada camino ¢ : i — t, 4 € I,t € T con etiqueta |c¢| = s determina que s € A; mds ain, si n es
el nimero de tales caminos, entonces podemos establecer una funcién >* — IN la cual especifica
la multiplicidad de los elementos s € ¥*. En este caso diremos que s € |A| con multiplicidad n.
También, con abuso de lenguaje escribiremos la funcién de multiplicidad como |A| : £¥* — N,
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|A|(s) = n, y la llamaremos el comportamiento de A. Note que de acuerdo a lo establecido,
|A|(s) = 0 significa que s ¢ |A|. Asi, identificamos a |.A|, el cual es un subconjunto ordinario de
¥*, con la aplicacién | A| : ¥* — IN. Por otro lado, sin consideraciones de multiplicidad cualquier
subconjunto A de ¥* puede ser visto como una funcién A : ¥* — 8, donde 8 = {0,1}. La
identificacién es dada por la relacién: s € A <= A(s) = 1. Finalmente, nos confrontamos con
dos clases de “Subconjuntos” de ¥* (IN-subconjuntos y S-subconjuntos) las cuales corresponden,
unificadamente, al concepto de un semianillo K.

2 Nociones preliminares

Nosotros asumiremos que son conocidos los conceptos y resultados béasicos de las teorias de
autématas y lenguajes. Por su parte,

Definicién 2.1. Un semianillo K es un conjunto dotado de dos operaciones: suma(+) y mul-
tiplicacién -; tal que (K,4) es un monoide conmutativo con elemento neutro 0 y (K,-) es un
monoide con elemento identidad 1. Ademas, para todo z,y, z € K se tiene que

z(y+2) =2y + x2 (y+ 2)x = yx + zx
20 =0 = Oz.

Un semianillo K es llamado conmutativo si (K, -) es conmutativo. Claramente, todo anillo
con unidad es un semianillo. Ejemplos de algunos semianillos conmutativos.

Ejemplo 2.1. Sea 8 ={0,1} es un semianillo, donde la suma esta dada por
1+1=1 0+0=0
0+1=1 1+0=1.
Note que 0 es el elemento neutro. La multiplicacion estd dada por
1-1=1 0-0=0
0-1=0 1-0=0.
donde 1 es el elemento identidad.

Ejemplo 2.2. FEl conjunto N es el semianillo de todos los enteros n > 0, con la suma y la
multiplicacion usual.

Ejemplo 2.3. El conjunto N es el semianillo N junto con un elemento adicional co, donde la
suma y la multiplicacion son extendidas por

n + 00 = 00 o0 +Mn =00 00 + 00 = 0
n-o0o=o00, n#0 o0o-n=o00;n#0 00 - 00 = 00
0:-0=0=0"00.

Ejemplo 2.4. El conjunto Rt es el semianillo de todos los niimeros reales x > 0, con la suma
y la multiplicacion usual.

Ejemplo 2.5. FEl conjunto RY es el semianillo de los nimeros Rt junto con oo, donde las
operaciones se extienden exactamente como en el caso de N a N.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



12 Fernando Ortiz - Luz Solé

Sea {x;};es una familia arbitraria de elementos de un semianillo K, donde I es un conjunto
cualquiera de indices; es decir, una aplicacién ¢ : I — K, tal que ¢(i) = x;, ¢ € I. Si I es finito,

la suma
d wieK (2.1)
icl
Esta suma tiene las siguientes propiedades:
Si I = {i}, entonces sz = (2.2)

icl

Sil= U I; es una particién de I y z € K, entonces
jed

o= (Z x) (2.3)

i€l jeJ \i€ly

z <Z x) => (2.4)

icl el

<Z x) 2= @z (2.5)

i€l iel
Si I =0, entonces le =0 (2.6)
iel

Ahora, considerando a (2.1) en lugar de la suma z+y y tomando (2.2)-(2.6) y (X, -) el monoide
dado como axiomas, entonces podemos definir

{E1+{E2:Z$i, con [ ={1,2} vy Ozz:zji, sil=0.

i€l i€l

En consecuencia, bajo esta axiomatica, tenemos una forma equivalente para definir un semi-
anillo. En efecto, la conmutatividad y asociatividad se obtienen del hecho siguiente: si ¢ : J — I

es una biyeccién, entonces
PILTD S
iel jeJ

Por otro lado, la distributividad a izquierda y derecha se obtienen de (2.4) y (2.5). Enfatizamos
que (2.1) es definida si I es finito. Ahora, si para cualquier conjunto de indices I, (2.1) estd bien
definida como elemento de K, entonces bajo nuestra nueva definiciéon de semianillo, se obtiene la
nocién de semianillo completo. Finalmente, todo semianillo completo es un semianillo.

Los anillos N, Ei B son completos ya que la suma puede extenderse de manera natural para
definir (2.1), para cualquier conjunto de indices I, esto es, usando el orden usual en N, R+,ﬁ
puede definirse (2.1) como la menor de las cotas superiores de los elementos in, donde J

=
recorre todos los subconjuntos finitos de 1.
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Definicién 2.2. Dados dos semianillos K y K ", un homomorfismo p: K — K " es una funcién
que satisface:

(1 + 22) = @(r1) + @(22),

0(0) =0 27

(2.8)

Notemos que si I es finito, entonces
o(Ta) - Tetew 29)
il il

Observacién 2.1. Si K y K' son completos entonces (2.7) es reemplazado por (2.9) para I arbi-
trario.

Definicion 2.3. Un semianillo K serd llamado positivo si satisface:
1. 0#1.
2. siz+y =0, entonces x =y = 0.
3. sixzy =0, entonces x =06 y = 0.

Sea K un semianillo y considérese T': K — (8 dada por:

1 ir =
() =4 S
0, sizx#0

Entonces, T' es un homomorfismo si, y sélo si, K es positivo.
En lo que sigue asumiremos que K es un semianillo no trivial (0 # 1) y conmutativo.

Definicién 2.4. Sea X un conjunto. Un subconjunto A de X es una funcién A : X — K. Para
cada x € X, el elemento A(z) serd llamado la multiplicidad con la cual = pertenece a A. Si los
valores que toma A son 0 y 1, diremos que el subconjunto A de X es no ambiguo.

Si K = 3, entonces todos los subconjuntos de X son no ambiguos. Los subconjuntos A de X
no ambiguos pueden ser identificados con el subconjunto {z : A(z) = 1} de X (recordemos que
hemos supuesto 0 # 1).

Ejemplo 2.6. Sea X,0 y x, para cada x € X, dados por:

1. X(z) =1, para todo x € X; §(x) =0, para todo z € X ;

1, siz=y
2. x(y) =
) {O, en otro caso,
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son subconjuntos no ambiguos. Los subconjuntos no ambiguos x seran llamados “simples”. Si
A es un subconjunto no ambiguo de X, las notaciénes © € A y A(xz) = 1 son sinénimos.

Finalmente, si A es un subconjunto de X y ¢ : K — K " es un homomorfismo de semianillos,
entonces la composicion

X2 K45 K
es un subconjunto p(A) de X.

La primera operacién que consideraremos es la suma o unién, denotada por Y 6 U respecti-
vamente. Para cada familia indizada {4;};c; de subconjuntos de X, definimos

(U Ai> (z) = (Z A¢> (x) =) Ai(x) (2.10)

i€l iel iel

Esta definicién no requiere comentario si K es completo. En otro caso, se asumird que la
familia {A;};cs es localmente finita; es decir, para cada € X se tiene que A;(z) = 0 excepto
para un numero finito de elementos i € I.

SiI={1,---,n}, se usard la notacién

AIUAZU"'UAn6A1+A2+~--+An

en lugar de U A; b Z A;, respectivamente.
iel iel
La segunda operacién es la multiplicacién de k € K por un subconjunto A. El resultado es
un subconjunto kA definido por
(kA)(z) = kA(x) (2.11)

A partir de las definiciones previas, se tienen las siguientes propiedades:

1A=A, 0A=0, (kiky)A=ki(kA), (Z k;,-) A=>"kA, k (Z A,») = kA

il icl il icl
La interseccién A N B de dos subconjuntos es definida por:
(AN B)(z) = A(z)B(x).

También, definimos la interseccién cuando B es un subconjunto y A es un subconjunto no
ambiguo con respecto a 5. En este caso se tiene que:

B(z), sizeA

(AQB)(I):{O sizd A

Ahora, para cada subconjunto A de X se tiene que:

A= Z A(z)z.

zeX

Esta suma estd bien definida. En efecto. La familia {A(z)z},ex es localmente finita:

Alx), siz=y
0, en otro caso
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A Z A(z)z es llamada la expansién de A (en términos de simples). Esta es una forma til

rzeX
de manipular los subconjuntos. En efecto,

Ejemplo 2.7.
kA=Y kA@x)z ANB=)_ A(z)B(z)x

zeX zeX

Sea A un subconjunto de X y sea X " un subconjunto no ambiguo con respecto a 3 de X. Si
A(zx) = 0 para todo z € X \ X , entonces A es un subconjunto de X . En este caso, escribimos
A C X . Finalmente, obtenemos que:

AcCcX o AnX =A.

Nuestro interés ahora es estudiar el producto entre dos subconjuntos de S , donde (S, ) es un
semigrupo.

Definicién 2.5. Sean (S,-) un semigrupo y A, B subconjuntos de S, con K completo. El sub-
conjunto AB de S es dado por:

(4B)(z) = ) A(2)B(y) (2.12)

TY=2

Observacion 2.2. 1. La férmula para el producto AB, dada en la ecuacién (2.12), es incluida
para garantizar la bilinealidad del producto.

2. Sea z € S, pueden existir infinitos pares (z,y) tales que xy = z. Por esta razén es necesario
que K sea completo. Sin embargo, si S = X7 es el semigrupo libre con base ¥ (no necesa-
riamente finito), entonces el nimero de factorizaciones xy = z es exactamente |z| — 1. En
consecuencia, la suma en (2.12) es finita y K por lo tanto no tiene porque ser completo. El
mismo argumento se aplica si S = X*.

Asi, AB es bilineal. En efecto. Sean {A;}icr y {Bj};es familias de subconjuntos de S, entonces

(ZAZ)B:ZAiB Al> B;| =) 4B,

icl iel jeJ jeJ
(kA)B = k(AB) = A(kB).

Ademés, AB es asociativa. Finalmente, si M es un monoide, entonces K™ es un semianillo (no
necesariamente conmutativo) con identidad el elemento simple 8, donde 6 es la identidad de M.
Sean Py @ conjuntos finitos. Un subconjunto de P x @ es una matriz donde las filas y las columnas
son indizadas con elementos de P y () respectivamente, con entradas en K. Si A € KP*? en
lugar de escribir A(p, ¢), escribiremos A, y la matriz la identificaremos como A = [A4,,]. La suma
de matrices es definida usando la suma de subconjuntos. Esto es, si B € K*®, entonces

(A+ B)pg = Apg + Byg

Una nueva operacién es la multiplicacién de matrices. Sean A € KP*Q y B € K9*E el producto
AB € KP*Q est4 definido por:

(A B)pr = Z Apg Bar-
q€Q
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Las propiedades usuales de la multiplicaciéon son facilmente establecidas. Si P = @, entonces
KP*P e un semianillo con unidad 1p, donde

1, siqzq/
(lP)qq’_{o siq#q

Si A € KPX@ y P es unitario, entonces A es llamado vector fila. Si Q es unitario, entonces A
es llamado vector columna.

3 Automatas finitos sobre un semianillo conmutativo

Definicién 3.1. Sean ¥ un alfabeto finito y K un semianillo conmutativo. Un K-autémata A
es un quintuple

= (Q,ZaEalaT)a
donde @ es un conjunto finito, I y 7" son subconjuntos de @, y E es un subconjunto de Q x ¥ x Q.

Sea A = (Q,X,E,I,T) un K-autémata. Si E(p,«,q) = k # 0, entonces diremos que existe
ko . .z .
un arco de p a ¢ que denotaremos p —— q con etiqueta ka. En este caso, también diremos que
P LN q estd en A.
Como en el caso de los autématas, se consideran los caminos o trayectorias ¢ : p — q. Asi, si
€ es un camino

ki koo

knan
q1 i Qp—1 —— (,

entonces su etiqueta es [¢| = ks, con K = ky -+ kp, y s = a1 -+ -, , y su longitud es ||| = n = |s].

Definicién 3.2. Sea A = (Q,%, E,I,T) un K-autémata. El comportamiento de A es el subcon-
junto de ¥*, denotado |.A|, dado por:

A= > > 1(p)||T(q) (3.1)
P,qEQ ¢
con c recorriendo todos los caminos ¢ : p — ¢; es decir,
Als) = >0 > 10
P,qEQ keC
donde C ={ke€ K :3c:p—q,|c| = ks}.

Observacion 3.1. 1. Para cada s € ¥*, existe solo un nimero finito de caminos con etiquetas
ks, k € K. Luego, la suma (3.1) es localmente finita y en consecuencia |.A| estd bien definido
sin asumir que K sea completo.

2. Los unicos caminos con longitud 0 son los triviales, es decir, los caminos
¢:p—> p, con etiqueta |c| = 16.

En consecuencia,

AO) = | D D Uw)eT () | (0) =D I(p)T(p) = IT

P,qEQ ¢ PEQ
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T(p1)
donde IT es producto del vector fila I = (I(p1),- -, I(pn)) por el vector columna

T(pn)
El subconjunto E de @ X X x @ es una funcién

EF:QxYXxQ— K.

Denotaremos E(p, o, q) = Epq(cr). Asi, para todo p,q € Q, Epq es un subconjunto de 3. De esta
manera, E puede ser vista como una matriz

E:QxQ— K=,

llamada matriz de transicién. Cada subconjunto de ¥ puede extenderse a un subconjunto de X*
poniendo, para p,q € @,

E,y X" — K,
Epy(s), siseX
qu(S)Z{Opq gy

De manera que, E puede ser vista como un subconjunto de @) X @Q; es decir, como una matriz
Q x @ con entradas en K* . Por lo tanto, como K> es un semianillo, podemos utilizar las
operaciones correspondientes. Ahora bien, para cada n € IN, definimos las matrices

E":QxQ— K>,
E’=1¢,E'=E,...,E" = EE"',n > 2, donde

E), = Z quEf'q_l, con p,q € Q.
re@

Claramente, si s € X* y |s| # n, entonces E}, (s) = 0, conp, q € Q. Luego, { £}, }nen es localmente
finita. Asi, podemos definir
o0
Epy = Z Ep,
n=0

y en consecuencia, obtenemos la matriz

E :QxQ— K>
E* :1Q+E+E2+...+E"+...

llamada matriz de transicién extendida. Para cada s € ¥*, consideremos la matriz
E*(s) = [E},(s)] € K9*9.
Sis=aj---a,, entonces

E*(s)=E"(s) = E(a1) -+ Elay) = E*(a1) - E* ().
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4 Resultados tedricos

Teorema 4.1. Para cualesquiera p,q € Q, el subconjunto E;, es la suma de todas las etiquetas
de caminos ¢ :p — q en A.

o0
Demostracion. Sean p,q € Q, como Ej, = E E}, es suficiente comprobar que Ej, es la suma

pg=1
de todas las etiquetas de los caminos de longitud n.

Sin =0, entonces
0, sip=gq
0 )
By = .
{¢7 sip#q
donde 6 es la identidad de K= .

Si n =1, entonces
E;q = Z Epr(lQ)rp = Z EpTESq-
reqQ reEQ

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, n > 2; es decir,

E;Lq_l = Z Epr Eriry - By, 1q = Z EPTE:Lq_Q'
T1 T 1€Q re@
Entonces,
Epy = Z Ep Byt = Z Epr, Z EriryErirg -+ Brog
reQ rEeQ T2, T €Q
= Z Epr  Eryry - By g = Z EPT‘E;L;Z'
T, TnEQ reQ

Asi, EJ, es la suma de todas las etiquetas de los caminos con longitud n. Luego, E,, es la
suma de todas las etiquetas de los caminos ¢ : p — ¢ en A.

Corolario 4.1. El comportamiento de A es |A| = IE*T, con I visto como un vector fila y T
como un vector columna.

Demostracion.
Al= > > Ip)T(q) = > Up)E;,T(q) = IET.
P,gEQ ¢ P,q€Q

O

Definicién 4.1. Sean K un semianillo conmutativo y ¥ un alfabeto finito. Un subconjunto A
de Y*es llamado regular si existe un K-autémata A tal que |A| = A.

Cuando consideremos dos K-autématas A = (Qa, X, Fa,1a,Ta) y B=(Qp5,2,Ep,Ip,Tp),
asumiremos que Q4 N Qp = 0.
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Definicién 4.2. Sean A, B, dos K-autématas, el K-autémata unién de Ay B es dado por
AUB = (Qau, %, Eaus.Laus, Taun)

donde, Qaup = Q4 U @B,

~ J1a(p), sip€Qa _ JTa(p), sipeQa
Taus(p) = {IB(m, sipeqy  Ta®= {TB@), sipeQp

Ealp,a,q), sip,g€Qa
EAUB(p7OC,q) = EB(p7a7q)7 si p,q € QB
0, en otro casob

Observacidon 4.1. Un camino en AU B es un camino en A o es un camino en B.

Proposiciéon 4.1. La union de dos subconjuntos requlares de ¥* es un subconjunto regular de
.

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos regulares de ¥*, vy A, B dos K-autématas tales que
|A| = Ay |B] = B. Consideremos el K-autémata AU B, entonces, para todo s € ¥*,

AUBI(s) = Y Y Lis®lTavs(@) | ()= > Y Lius(p)kTaus(q).

P,q€QAauB © P,q€EQAUQE k

donde k € K es tal que existe un camino ¢: p — g en AU B con |c| = ks,

JAUB|(s) = > > IakTal+ > > Isp)kIs(g
P,q€Qa k P,9€Qp k

= |Al(s) + |B|(s) = A(s) + B(s) = (AU B)(s).

Asf, JAUB| = AU B. O

Definicién 4.3. Sean A, B dos K-autématas. El K-autémata producto (o interseccién) de A y
B es dado por A x B = (Qaxp, %, Eaxp,Iaxp,Taxp), donde

Qaxp=QaxQp, Laxs(p,q) = 1a(p)IB(q),
Taxp(p,q) = Ta(p)Ts(q), Eaxs((p,q), o, (p',q")) = Ea(p,a,p')Ep(q, 2, q').
Observacion 4.2. Un camino ¢ : (p,q) — (p',q’) en A X B, con etiqueta |c| = ks, puede ser visto

como un par ¢ = (¢, "), donde ¢ : p — p es un camino en A, con || =k1sy ¢’ :q — ¢ es
un camino en B, con |¢’| = kss, con kiksy = k.

Proposicion 4.2. La interseccion de dos subconjuntos regulares de ¥* es un subconjunto reqular

de ¥*.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



20 Fernando Ortiz - Luz Solé

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos regulares de ¥* y A, B dos K-autématas tales que
|A| = Ay |B| = B. Consideremos el K-autémata A x B. Entonces, para todo s € X%,

|A x B|(s) = Z ZIAxB(]% el Taxs®'sq) | (5)

(r.q),(p',q')EQaXQB ¢

> > L)@, ) Ta@)Ta(d) | ()

P.p'€QA439,:9'€QB (c’,c'")

donde ¢’ : p — p’ es un camino enA y ¢ : ¢ — ¢’ es un camino en B,

=Y S Lk Ta@) @)k Ts(d)

P, €QA3q,9' €EQB k1,k2

— 3 > L)k Ta(W')15(0)k2Tr(q')

PP’ €QA3q,9' €EQB k1,k2

donde |c'| = kys, |¢”'| = kas y kiky = k con ks = ||,

Z ZIA Yk Ta(p Z ZIB Vk2TB(q")

P, €EQa k1 4,9’ €EQp k2
=| X Xnmleme)) | Y S m@liTs6) ) ()
PP EQa ¢ ,9'€Qp

= [Al(s)[B|(s) = (JA[N[B])(s) = (AN B)(s)
O
Definicién 4.4. Un K-autémata A = (Q,%, E,I,T) es llamado normalizado si I = {i} y

T = {t} (o simplemente I =iy T = t) son dos subconjuntos simples distintos, y no existen arcos
q HLEIN i, t BLEIN q, con k #£ 0, es decir, E(q,,i) = E(t,a,q) =0 paratodog € Q y a € X.
Proposiciéon 4.3. Para cada K-autdmata A existe un K-autémata normalizado A tal que
|A'| = |A] N D>

Demostracion. Sea A= (Q,X, E,I,T) un K-autémata y con&deremos Q'=QUiUt, donde iy
t son dos nuevos estados dlstmtos Definimos la nueva matriz E' como sigue:

Epq, Zl Epq, Ept = Z Ep Ty, By = Z lpEpqTy, Epi =FEy = Eyq = 0,

PEQ q€Q P,q€EQ

E/

donde I, = I(p) y T(q) = T,. Un célculo simple determina que E;f = IEtT, donde E* =
E+E?+...4+ E"+ ... = EE*. El K-autémata A’ = (Q',%, E’,i,t) es normalizado, y usando
el corolario 4.1 se tiene

\A| = E;f =IE*T = [E*TNE" = A nE*

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 10-22



Estructura algebraica de los autématas finitos y lenguajes 21

Proposicién 4.4. Sea A un subconjunto regular de >* y sea k € K, entonces kA es un subcon-
junto reqular de X*.

Demostracion. Sea A un K-autémata tal que |A| = A, y sea k € K. Consideremos el K-autémata
kA= (Q,%,E,kI,T), donde (kI), = kI, (I visto como un vector fila), entonces

kAl = > klEr Ty =k > L,EnT, = k|A| = kA.

P,q€Q P,q€EQ

O

Proposicién 4.5. Un subconjunto A de ¥* es reqular si, y sélo si, el subconjunto A’ = ANTT
también lo es.

Demostracidn. Sea A un K-autémata tal que | A| = A. Entonces, existe un K-autémata (normali-
zado) A’ tal que |A'| = |A|NEt = ANYt = A'. Reciprocamente, supongamos que ANST = A es
un subconjunto regular de £*. Como A'(#) = 0 (ya que £ (0) = 0), podemos escribir A = kf+ A’
donde k = A(6). Ahora, como 6 es un subconjunto regular de ¥*, entonces por las proposiciones
4.1 y 4.4 se tiene que A es regular. O

Proposicion 4.6. Si A y B son subconjuntos requlares de ¥X*, entonces AB también lo es.

Demostracion. Sea A =k + A, B=10+ B ,con A = ANYt, B = BNt k= A0) y
[ = B(0). Entonces, AB = klf + kB +14" + A'B’. Basta probar que A'B es regular. Para esto,
sean A = (Q1,%, Ev,i1,t1) y B=(Q2,%, Es, i, t3) dos K-autématas normalizados que reconocen
ad y B’ respectivamente. Consideremos el K-autémata normalizado C = (Q, X, E, i1, t2), donde
Q@ es la union disjunta de Q1 y @2, salvo la consideracién t; = is. Luego un arco en C es un arco
en A o es un arco en B. Asi, claramente

C| = E, = |A||B|=A'B.

_ * *
ints — £, B

ipty igto

O

Teorema 4.2. Un subconjunto A de ¥ es reqular si, y sélo si, existe un enteron > 1 y E una
matriz n X n cuyas entradas son subconjuntos de ¥ tal que A = Efr

Demostracién. Supongamos que A es un subconjunto regular de X%, y sea A = (Q, %, E, i, 1)
un K-autémata normalizado que reconoce a A. Sin perdida de generalidad supongamos que

Q={1,---,n},coni =1yt =n. Comoi##t se tiene que n > 1. Ahora, por el corolario 4.1
se tiene que |A| = E} = Efn = A. Reciprocamente, si A = Effn, donde E es una matriz n X n
de subconjuntos de ¥ y n > 1, entonces poniendo @ = {1,--- ,n}, I =1y T = n, obtenemos un
K-autémata A = (Q, %, E,l,n) que como antes |A] = Ef = A. O

Corolario 4.2. Si E es una matriz n X n de subconjuntos de X, entonces para cualesquiera
1 <4, j <n, los subconjuntos E7; y E;; son requlares.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.2 O
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5 Conclusion

SiK=Ny A= (Q,%X,E,I,T) es un K-autémata, entonces ) es un conjunto finito, I y T son
dos subconjuntos de ) , y E es un subconjunto de @ x X x ); luego, si I,T y E son no ambiguos
se sigue que A es un autémata finito en el sentido convencional. Asi, los K-autématas, con K un
semianillo conmutativo, extienden naturalmente a los autématas. Mas atin si A es un subconjunto
regular de ¥* con respecto a IN, existe un IN-autémata no ambiguo A tal que |A| = A.
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Abstract

This paper presents an analysis of the characteristics of the model to simulate the process
of infection by COVID 19 in Wuhan China, a set of observations are indicated that represent
the bases for its modification and a qualitative study is carried out.
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Resumen

En este trabajo se presenta un anélisis del modelo para simular el proceso de infecciéon
por COVID-19 en Whuhan China, se indican un conjunto de observaciones que presentan
las bases para su modificacién y se realiza un estudio cualitativo.

Key words and phrases: Modelo matemaético, epidemia, andlisis cualitativo.

1 Introduction

The disease that has most affected humanity in recent years has been COVID-19. In [12] the
authors make an exhaustive analysis of the situation presented in Wuhan, China, making a
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model that corresponded exactly to the presented situation, predicting the future of the disease
in correspondence with the cases presented.

In view of the situation presented in Santigo de Cuba, the authors of [13] adapted the model
presented in [12], managing to make sure that the prognoses made corresponded to the reality of
the epidemic in that region of the Cuban East. We propose to make a qualitative analysis of this
model in order to prove the adaptability of the model to other situations and to other countries
outside the country of origin.

Due to these great affects produced by COVID-19 in the world, multiple results have been
published both from the point of view of biochemical characteristics, treatment, and from the
point of view of modeling to make predictions regarding the future of the pandemic, among others
can indicate the works [13, 10, 14, 17, 18], which represent models using ordinary differential
equations, which give conclusions regarding the future behavior of the infection process of the
population under consideration.

The qualitative study of these models is very important, as this allows us to draw conclusions
regarding the future situation of this process; allowing to determine necessary and sufficient
conditions under which a possible complication could or could not be prevented. (cf. [15, 16, 17]).

COVID-19 desease is caused by the SARS-CoV-2 coronavirus, a respiratory disease that so
many lives have claimed, there are many ideas on how to fight this disease; but the method that
most researchers agree on, is given by the method of isolating the infected to prevent possible
transmission to other people [11]. One of the treatments that has already given results is interferon
alpha-2b, in addition to others already tested in the treatment of other diseases such as AIDS,
hepatitis, among others.

Interferon alpha-2b, was developed by the Cuban Genetic Engineering and Biotechnology
Center and has already been used in different parts of the world with highly reliable results (cf.
2)).

Today in the world vaccines are applied to raise the immune response of an individual and pro-
tect him from disease, among which have been certified are Pfizer-BioNTech, Moderna, Janssen
from Johnson & Johnson, Sputnik V and Sinovac-CoronaVac.

Currently in Cuba, they are working with five vaccine candidates against COVID-19, which
are passing through different phases of the clinical trial, Soberana 02 and Abdala that are passing
through the third phase of the trial, Soberana 01, Soberana Plus and Mambisa that are passing
through the second phase of the trial [1, 9]. In the particular case of the candidate, Mambisa
explores the intranasal route, while the remaining candidates are intramuscularly [9], particularly
Soberana Plus is studied in convalescent patients.

There are multiple works dedicated to the study of the causes and the conditions under which
an epidemic may develop, among these we can indicate [7]. The problem of epidemic modeling
has always been of great interest to researchers such as the cases of (cf. [3, 4, 6, 5, 8]).

In [15] different problems of real life are treated by means of equations and systems of differ-
ential equations, all of them only in the autonomous case; where examples are developed, and
other problems and exercises are presented for them to be developed by the reader.

The objective of this work is to make a qualitative study of the SEIR model with three
additional classes: the total population size (N), the public perception of risk (D), and the
cumulative cases number (C) reported by Lin et al. [13] which simulates through a system
ordinary differential equations, the situation presented in Wuhan China, the process of infection
of COVID-19 in such a way that it can respond to the current situation in different countries
and regions of the world; as it happened in Cuba and other countries, a possibility that had
already been indicated in [17], where in addition it was planted how to reverse this situation.This

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 23-33



Qualitative study for COVID-19 transmission 25

would give a justification from the theoretical point of view of the conclusions presented in [13],
where the situation in Santiago de Cuba is precisely indicated, theoretically demonstrating the
predictions made from the adaptation of the model.

2 Initial model presented

Starting from this original system, we will place some modifications depending on the character-
istics of the problem, in response to observations that will justify each of the adaptations made,
which has the following expression.

ds A(t)
@ - Mt
dE B(t)
E = —(0’ + /J)E + TSI
dl B I z
P -(y+wl+o
dR
= 2.1
7 R+ ~I (2.1)
dN _ N
"
4D = AD +dyI
dat 7
ac 5
a —°
with D
B0) = ol1 — )1 - 2, (22)

where 0=1, 471, d, A1, B(¢), Bo, @ and k are the mean latent period, the mean infectious period,
the proportion of severe cases, the mean duration of public reaction, the dynamic transmission
rate, the initial transmission rate, the governmental measure strength and the intensity of indi-
vidual response, respectively, in addition:

S represents the susceptible population, E represents the exposed population, I represents the
infected population, R represents the recovered population, N represents total population, D
represents the public perception of risk and C represents the cumulative number of cases.

1. Under the same conditions, not all susceptible people are infected.
2. The recovery time is not the same for all patients.

3. The number of infected people is not exact, as there are asymptomatic patients on the
street without being detected.

4. The unknown functions in the system are being considered with some approximation.
5. Disturbances will be introduced to bring us closer to the real situation.

6. How S(t) is a limited function with values in the range [0, 8y] a constant value within that
range will be considered here.
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7. To guarantee the validity of the qualitative study, we will make a distinction between the
total populations and the allowable concentrations.

3 Qualitative analysis of the modified model

For the qualitative study of the model, the system of differential equations will be modified for
which the following variables will be introduced:

i1 is the total infected population at the moment ¢.

51 is the total susceptible population at the moment t.

€1 is the total exposed population at the moment ¢.

71 is the total recovered population at the moment ¢.

71 is the total population at the moment t¢.

dy is the total of the population that have the risk at the moment t.
¢1 is the total of cases accumulated at the moment ¢.

In addition it will be denoted by i1, 71 51, €1, 71, dy and &, the admissible values respectively, of
each of the populations. Here the variables will be introduced s1, e1, i1, r1, n1, d1 and ¢; defined
as follows: s; =81 — 81, e = €1 — €1, i1 = %1 —Zl, rN=T1—T1,Nn =N1 — N1, dy =di — Czl and
¢y =¢ — ¢, themass; —0,e; >0,iy 0,77 > 0,n; —0,d; = 0and ¢; — 0 when t — oo,
the following conditions would be met: §; — s, €1 — eé1, 1= i1, T1 — 71, 1 — g, Jl - d;
and ¢; — ¢; which would constitute the main objective of this work.

The system (2.1) can be generalized as follows

dsy . .

T —p1 — Prisiin + S1(s1,e1,41, 71,11, d1, ¢1)

deq ) )

o —(o+ p)er + Bisiin + Ei(s1,e1,01,m1,n1,d1,¢1)
. (y + p)i1 + oey + I ( ; di,c1)
dat = —\vT ) roe 1(81,€1,%1,71,N1,0d1,C1

dry ) )

- hn +vi1 + Ri(s1,e1,01,71,n1,d1,¢1) (3.1)
dn1 .

E = —puny —|—N1(817€1,21,T1,n1,d1,61)

ddq . .

T —Ady + dvin + Di(s1, €1, 41,71, n1,d1, 1)

dCl .

i oer + Ci(s1,€1,i1,7m1,n1,d1,¢1)

Where
Si(s1,e1,41,71,n1,d1,¢1),  Ei(si,er,i1,r1,n1,di,¢1),  Ti(si,er,41,71,n1,d,¢q),
Ri(s1,e1,11,7m1,n1,d1,¢1),  Ni(sy,er,ir,r1,m1,di,ce1),  Di(si,er,in,ri,ni,di ) (3.2)

01(81761,i1,r1,n1,d1701)
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are perturbations and from the mathematical point of view they are infinitesimals of superior
order because they constitute series of power where the inferior degree of their powers is the
second; besides that §; € [0, %"] like this,

; _ (p) .p1 _p2,:P3,.pa, D5 D6 DT
Si(s1,e1,i1,71,n1,d1,¢1) = E sy syteytirtritn®di® e,

[p|>2

with |p| = p1 + p2 + p3 + pa + ps + D6 + p7, the another series given on the equation (3.2) have a
similar development.

The characteristic equation corresponding to the matrix of the linear part of the system (3.1)
has the form,

k(k + X (k +p)*(k+ (v + 1)) (k + (n+0)) =0

As it turns out, it has a zero eigenvalue and another six negatives, this is a critical case, it is
necessary to apply the analytical theory of differential equations to draw conclusions regarding
the future behavior of the infection process. For this, we will simplify the system, reducing it
to almost normal form. By means of a non-degenerate transformation X = SY, where X =
col(sy,e1,i1,71,m1,d1,¢1), Y = col(sa, ea,i2,7r2,n2,d2,c2) and S the matrix of the eigenvalues of
the matrix of the linear part of the system

00 0 001 0
00 0 000 e
00 =X 0 0 0 —4=g
v Yy—o
S={00 == 010 meer
vd o(v—o)
00 0 100 0
yd(p+o)
01 1 000 o
10 0 000 1

where additional satisfaction is required of additional algebraic conditions associated with the
proper subspaces to guarantee the reduction of the matrix to the diagonal form, so the system is
reduced to,

5,2 == k152 +52(527627i23r23n23d2702)
6/2 = koeo +EQ(SQ,@Q,iQ,T27n27d2762)
iy = kgiy + I2(s2,€2,02,72,n2,d2, c2)
’]"’2 = ]C47"2 +R2(82,€2,i2,T2,n2,d2,62) (33)
n’2 = ksno —|—NQ(SQ,@Q,iQ,’PQ,’I’LQ,dg,Cg)
5 = keda + Da(s2,e2,02,72,n2,d2, C2)
ch = Co(sz,ez,i2,72,n2,d2,c2)
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Theorem 3.1. The exchange of variables

s2 = 83+ hi(c3)
ea = e3+ ha(cs)
9 = 13+ hg(Cg)
ro = 13+ ha(cs) (3.4)
ne = mn3+ hs(cs)
dy = dz+ he(cs)
co = c3+ hr(cs) +E(53,637i3,r3,n3,d3,03)
transforms the system (3.3) into almost normal form,
st = kiss+ S3(ss,es, iz, r3,n3,d3,C3)
eh = koes+ Es(ss,es,is, r3,ng,ds,c3)
i = kaiz + I3(s3,e3,13,73,M3,d3,C3)
ry = kars + Rs(ss,es,i3,73,n3,ds, C3) (3.5)
ny = ksns+ N3(ss,es,is, rs, ns,ds, c3)
L = keds + Ds(ss,es,i3,73,n3,d3,C3)
¢y = Cs(cs)

where

hi(cs), ha(cs), ha(cs), ha(cs), hs(cs), he(cs), hr(cs), h(ss, e3,13,73,n3, d3, c3),
53(83, 63,i3,7‘3,7’b3, d3,C3),EJ3($37 63,i3,’r‘3, ns, dg, 03), 13(837 63,i3,T3, ns, dg, Cg),
R3(s3,e3,13,13,M3,d3,¢3), N3(83, €3, 3,73, 13, d3, c3), D3(s3, €3, 3,73, 13, d3, C3),
Cs3(s3, €3,13,73,n3,d3, C3)

admit a similar development

So(s2,€2,12,72,N2,d2, C2), FEa(s2,€2,i2,72,n2,d2,¢2), I2(s2,€2,i2,72,n2,d2,C2),
Ry(s2,€2,12,72,n2,d2,¢2), Na(sa,e€2,i2,72,n2,d2,¢2), Da(s2,€2,12,72,n2,d2,C2),
02(327 €2,12,T2,M2, d27 02),

besides that

h(ss,es,i3,73,n3,d3,c3), S3(s3,e3,13,73,n3,d3,¢c3), FE3(s3,e3,i3,73,n3,d3,¢3),
I3(ss,es,13,73,n3,d3,¢3), Rs(ss3,es, iz, rs,n3, ds,c3), Ns(ss,es,is, rs3, ng,ds,cs),
Ds(s3,e3,13,73,n3,d3, C3)

are canceled when s3 = e3 = i3 = r3 = n3z = dsz = 0.

Proof. Deriving the transformation (3.3) along the trajectories of the systems (3.3) and (3.5) the
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system of equations is obtained,

dhy
S3 = 52*76303(03)
dho
B = E»— —200(c
3 2 dcgc':s(cs)
dhs
I3 = 12—7%03(03)
dh
Rs = 32*7403(03)
c3 3.6)
dhs,, (3.
N3 = NZ_T@, 3(c3)
dhg
Ds; = Dz—T%C3(03) )
dh 0 h .
C3 = 02(0:3) - 70;03(63) *ﬁ;(klss + S3) — E(kzes + E3) — @(k?,% + I3)
hk: + R3) ah(k + N3) 8h(kd + D3) ahC( )
5'77’3( 473 3 5‘7713 573 3 ng 60a3 3 3763 3(C3

As the h series has the form

- - Oh - -
- 5 —1 . 5 1P6
h = E h(p)sgle§22§’3r§4n§ dgﬁcg", then ——s3 = p1s3 E h(p)sgl egzz§3r§4n§ d§°c§6 = p1h.

[p|>2 Os3 |p|>2
Similatly, th ons Mo _pi Oh _n Oh o a Oh g O g
1milarly, € expressions 66363 = p2h, aiSZS = p3n, 8T3T3—p4 y 6n3n3 = psh, (9d3 3 = D6

and a—c?, = prh. Substituting these expressions in the equation (3.6), we obtain
C3

dh
Sz = 52—5;03(03)
dha
Ey = Ez—T%Ca(C3)
dhs
I = I— =2
3 2 d03c3(c3)
dh
Rg = RQ*deng(Cg)
cs
e = s (3.7)
3 = Q—TCS 3(03)
dh
Dy = D2_T£C3(C3)
G . . .
- dhr oh Oh oh
ikih = — — - —S53 — —F3 — —I3—
C’3+;p Ca(c3) dC3CB(C3) 83353 Bes % T 3,0
oh aiLN aﬁD aﬁc
(977"33 877133 37d33 87633(03)

To determine the series that intervene in the systems and the transformation, we will separate
the coeflicients from the powers of degree p = (p1, p2, ps3, P4, D5, Ps, p7) in the following two cases.
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Case I: Doing s3 = e3 = i3 = r3 = ng = d3 = 0 in the system (3.7) results the system,

dhy
So(h1,ha, hs, ha, hs, he,c3+hy) = dTBCS(CB)
dhs
Es(hi, ha, hs, ha, hs, he,c3 + h7) = 7%03(03)
dhg
Iy(hi, ho, h3, ha, hs, he,c3 + hy) = T%CB(%)
dhy
Ro(h1, he, h3, ha, hs, he,c3 + hr) = T%CS(C:z) (3.8)
dhsg
No(hi,ha,hs, ha, hs, he,c3+ hy) = 7%03(03)
dhg
Dy(hy, ha, hs, ha, hs, he,c3 + hr) = T@Cg(c3)
dh
CQ(h17h27h37h47h57h6703+h7) _03(03) = E;CB(CK?»)

The system (3.8) allows the determination of the series coefficients hq(c3), ha(cs), hs(cs), ha(cs),
hs(c3), he(cs) and Cs(cg) where for being the resonant case hy = 0, and the remaining series are
determined in a unique way.

Case II For the case when s3 # 0, ez # 0, i3 # 0, r3 # 0, nzg # 0 and d3 # 0 of the system
(3.7) it follows that,

S3 = 52(33+h1,63—|—h2,i3+h3,7‘3+h4,n3+h5,d3+h6,63+h7+h)
E3 = Fa(ss+hy,ez+ ha, iz + hs, 3+ ha,nz + hs, ds + he, c3 + hy + h)
Is = Iy(s3+hi,es+ haiz + hs,r3 + ha,n3 + hs,ds + he, c3 + hy + h)
Rs = Ro(s3+ hi,es+ ha,iz+ ha,r3 4+ ha,ng + hs,ds + he, c3 + hy + h)
N3 = Ny(sz+ hi,es+ ha,iz + hs,r3 + ha,n3 + hs,ds + he, c3 + hy + h)
D3 = Dy(s3+ hi,es + ha, iz + ha,r3 + ha,n3 + hs,ds + he, c3 + by + h)
6 -
- - Oh
(Zp’f“) h= = Calss, hn,es,ha,i3, ha, 13, hayns, hs, ds, he, c3 + hr + h) = 553 —
i—1 ~ _ _ ~ ~ _ 3
Oh oh 5hR ahN 8hD 8hc
663 3 8i3 3 67“3 3 8713 3 (9d3 3 883 3

(3.9)
Because the series of the system (3.5) are known expressions, the system (3.9) allows calculating
the series h(ss, es,i3,73,13,d3,c3), S3(s3,€3,13,73,13,d3,¢3), E3(s3,€3,13,73,n3,d3, c3),
I3(s3,e3,13,73,Mn3,d3,c3), R3(s3,e3,13,73,n3,d3,c3), N3(s3,€3,13,73,n3,d3,c3) and
Ds(ss, es,13,7r3,n3,ds, c3). This proves the existence of variable exchange. O

In the system (3.5) the function C3(c3) admits the following development in power series:
Cs(c3) = ack + ...
Where « is the first non-zero coefficient and n is the corresponding power.

Theorem 3.2. If a < 0 and n is odd, so the trajectories of the system (3.5) are asymptotically
stable, otherwise they are unstable.
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Proof. Consider the Lyapunov funtion defined positive,
. 1 .
V(s3,e3,13,73,n3,d3, c3) = 5(53 + €3 +i3+735+n3+dj+c3)

whose derivative along the trajectories of the system (3.5) has the following expression,

% = klsg + kzeg + k3Z§ + k47"§ + k5n§ + kbdg + an,Jrl + R(Sg, €3, ig, r3,ns, d3, 03)

As in R appear the powers of degrees greater than the second with respect to s3, es, i3, r3, n3 and
ds and higher degree n + 1 with respect to cs, the expression of the derivative of V' is negative
definite, this allows us to affirm that the equilibrium position is asymptotically stable. This
result suggests that the limited progression of the COVID-19 epidemic may be due to opportune
epidemiological investigations and effective control measures in each source of infection. O

4 Acknowledgments

The authors appreciate the technical support and invaluable feedback provided by Luis Eugenio
Valdés Garcia, Adriana Rodriguez Valdés, Manuel de Jestis Salvador Alvarez and Hilda Moran-
deira Padrén. We also thank to Universidad de Oriente, Direccién de DATYS-Santiago de Cuba,
Direccién Provincial de Salud Publica and managers of the provincial government of Santiago de
Cuba.

References

[1] Armas, L. Cuba: gpor qué cinco candidatos vacunales?, on https://www.cubahora.cu/
ciencia-y-tecnologia/cuba-por-que-cinco-candidatos-vacunales.

[2] Del Sol, G. The interferon that treats covid-19, on https://www.granma.cu, 2020.

[3] Esteva, L and Vargas, C. Analysis of a dengue disease transmission model, Math. Biosci.,
150(1998), 131-151. Doi: 10.1016/s0025-5564(98) 10003-2.

[4] Greenhalgh, D. Some threshold and stability results for epidemic models with a den-
sity dependent death rate, Theoret. Population Biol., 42(1992), 130-151. Doi: 10.1016/
0040-5809(92)90009-1.

[5] Halloran, M. E., Cochi, S. L., Lieu, T. A., Wharton, M. and Fehrs, L. Theoretical epidemi-
ologic and morbidity effects of routine varicella immunization of preschool children in the
United States. Am. J. Epidemiol, 140(1994), 81-104. Doi: 10.1093/oxfordjournals.aje.
al17238.

[6] Halloran, M. E., Watelet, L. and Struchiner, C. J. Epidemiological effects of vaccines with
complex direct effects in an age-structured population, Math. Biosci., 121(1994), 193-225.
Doi: 10.1016/0025-5564(94)90070-1.

[7] Hamer, W. H. Epidemic disease in England, Lancet, 1(1906), 733-739.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 23-33



32

Yuri Alcantara - Sandy Sanchez - Antonio Ruiz

8]

[13]

[15]

[16]

[17]

[18]

Hethcote, H. W. A Thousand and One Epidemic Models. Lecture Notes in Biomathematics,
100(1994). Springer, Berlin. Doi: 10.1007/978-3-642-50124-1_29.

Infomed temas de salud. Lo que debe conocer sobre los cuatro candidatos vacunales
cubanos contra la COVID-19, on https://temas.sld.cu/coronavirus/2021/02/06/
lo-que-debe-conocer-sobre-los-cuatro-candidatos-vacunales-cubanos-contra-
la-covid-19.

Ivorra, B., Ferrdndez, M. R., Vela-Pérez, M. and Ramos, A. Mathematical modeling of the
spread of the coronavirus disease 2019 (covid-19) taking into account the undetected infec-
tions. the case of china, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation,
(2020), 105303. Doi: 10.1016/j.cnsns.2020.105303.

Montero, C. A. Covid 19 with science in China, on http://www.cubadebate.cu, (2020).

Lin, Q., Zhao, S., Gao, D., Lou, Y., Yang, S., Musa, S., Salihu, Wang, M. H., Cai, Y., Wang,
W., and Lin, Y. A conceptual model for the coronavirus disease 2019 (covid-19) outbreak
in wuhan, china with individual reaction and governmental action, International journal of
infectious diseases, 93(2020), 211-216. Doi: 10.1016/j.1jid.2020.02.058.

Ramirez-Torres, E. E., Selva, A. R., Rodriguez-Aldana, Y., Sdnchez, S., Valdés, L. E., Palu-
Orozco, A., Oliveros-Dominguez, E. R., Zamora-Matamoros, L., Labrada-Claro, R., Cobas-
Batista, M., Sedal-Yanes, D., Soler-Narino, O., Valdés-Sosa, P. A., Montijano, J. I., Bergues,
L. E. Mathematical modeling and forecasting of COVID-19: experience in Santiago de Cuba
province, Revista Mexicana de Fisica, 67 (2021), 123-136. Doi: 10.31349/RevMexFis.67.
123.

Reno, C., Lenzi, J., Navarra, A., Barelli, E., Gori, D., Lanza, A., Valentini, R., Tang,
B. and Fantini, M. P. Forecasting covid-19 associated hospitalizations under different lev-
els of social distancing in lombardy and emiliaromagna, northern italy: Results from an
extended seir compartmental model, Journal of Clinical Medicine, 9(2020), 1492. Doi:
10.3390/3jcm9051492.

Ruiz, A. 1., Ferndndez, A. A., Libério, A. M., Cabal, C., Batista, E., de Carvalho, E.,
Chagas, F., Ledo, L. M., Lacortt, M., Gonzéilez, O. A., Castanéda, P., Ferreira, R., Sdnchez,
S., Marinho, T. V., da Costa, T. and Ribeiro, Z. Modelagem matemdtica de problemas
diversos, Appris, Brazil, (2018).

Ruiz, A. 1., Sdnchez, S., Ledo, L. M., Andrade, F., Lacort, M., Ferreira, R., de Carvalho, E.,
Ferndndez, A. A. and Da Costa, T. Applications of Differential Equations in Mathematical
Modeling, CRV, Brazil, (2016).

Ruiz, A., Leao, L. M., Martén, I., Ferreira, R., Sousa, V., Andrade, F., Lima, P., Igle-
sias, N., Lacort, M., Sdnchez, S. and Ruiz, A. I. Coronavirus, A Challenge For Sciences,
Mathematical Modeling, IOSR Journal of Mathematics (IOSR-JM), 16(2020), 28-34. Doi:
10.9790/5728-1603012834.

Zhao, S., Musa, S., Lin, Q., Ran, J., Yang, G., Wang, W., Lou, Y., Yang, L., Gao, D. and
He, D. Estimating the unreported number of novel coronavirus (2019-ncov) cases in china in
the first half of january 2020: a data driven modelling analysis of the early outbreak, Journal
of clinical medicine, 9(2020), 388. Doi: 10.3390/jcm9020388.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 23-33



Qualitative study for COVID-19 transmission 33

[19]

[20]

[21]

[22]

Primer-Apellido Inicial-Segundo-Apellido.(opcional), Primer-Nombre; Titulo del articulo,
Revista, Volumen(Nimero) (Ano), Pédgina inicial - Pégina final.

Primer-Apellido Inicial-Segundo-Apellido.(opcional), Primer Nombre; Titulo de disertacion,
Tipo de sisertacién, Institucion, Afio.

Primer-Apellido, Primer-Nombre; Titulo del libro, Editorial, Numero-de-Edicién,vLugar-de-
edicion, ano.

Primer-Apellido Inicial-Segundo-Apellido.(opcional), Primer Nombre; Titulo del articulo.
En: Titulo del libro o proceeding (nombre de los editores), Editorial, (afio), Pdgina-inicial —
Pagina-final.

Primer-Apellido Inicial-Segundo-Apellido.(opional), Primer Nombre; Titulo del articulo,
preprint, nombre del repositorio or intitucién, (ano)

Nombre del sitio web, Tépico consultado, ano-elaboracién-sitio-web, feche-ultima-
modificacién-sitio-web, direccin-electrnica-sitio-web.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 23-33



UNIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

Sist de Servicios Bibliot i H 1 ~ H
DEL ZULIA B > o= PP Repositorio Académico
Divulgaciones Matematicas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 34-47 ©Autor(es)
https://produccioncientificaluz.org/index.php/divulgaciones/ e-ISSN 2731-2437
DOI: https://doi.org/10.5281/zenodo . 7487440 p-ISSN 1315-2068

(CC BY-NC-SA 4.0)

Matriz de adyacencia de Ramsey del grafo
K g .m) con componentes h-buenas y las
relaciones geométricas entre lados y vértices de
los grafos G, H y Kp, m

Ramsey adjacency matrix of the graph K g gy with h-good components and the
geometric relationship that exists between sides and vertices of the graphs G, H
and K R(G,H)-

José Figueroa (jose37650gmail . com)
Departamento de Quimica
Universidad Clodosbaldo Russian
Cumand, Republica Bolivariana de Venezuela.

Felicia Villarroel (feliciavillarroel@gmail.com)
Departamento de Matematica
Universidad de Oriente
Cumand, Republica Bolivariana de Venezuela.

Henry Ramirez (hlramirez6@hotmail.com)
Departamento de Higiene y Seguridad Laboral
Universidad Clodosbaldo Russian
Cumand, Republica Bolivariana de Venezuela.

Tobias Rosas (tjrosas@gmail.com)

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8085-5011
Departamento de Matematica, Facultad Experimental de Ciencias
Universidad del Zulia
Maracaibo, Reptblica Bolivariana de Venezuela.

Resumen

Sean G y H dos grafos simples, finitos, y no vacios. El nimero de Ramsey R(G, H), se
define como el menor entero positivo n, tal que hay un grafo F' de orden n que contiene un
subgrafo G’ copia monocromdtica isomorfa a G, o el complemento de F' (denotado por F)
contiene un subgrafo H' copia monocromaética isomorfa a H. Se dice que el grafo completo K,
contiene componentes h-buena, si para toda secuencia s;, coni = 1,--- ;m + 1, donde m es la
talla de cada secuencia que colorean los lados del grafo completo K, = FUF, tal que se pueda
extraer de F', al menos una /copia monocromética G isomorfa a G, o F contenga al menos
una copia monocromatica H isomorfa a H. En este manuscrito se presentan dos resultados
principales, a saber: 1) Se determinan los lados incidentes de cada vértices v, . . ., v, del grafo
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G de orden n, a través de su matriz de adyacencia A(G), obteniendo la férmula Traz(M) =

" d(vi) = 2|E(G)|, donde M = (A(G))? es una matriz de orden n x n, Traz(M) es la
traza de la matriz M, y d(v;) es el grado del vértice v; para ¢ =1,...,n. 2) Se determina la
matriz de adyacencia Ramsey del menor grafo completo Kz (g, x) con componentes h-buena.
Se determina a través de los elementos m;; de M, las relaciones existentes entre los lados
y los vértices de los grafos G y H, con respecto a Kg(a ) y se obtuvieron las siguientes

propiedades:
1) Zmij = Zmi]‘ = mile(KR(G,H))| = k|E(KR(G7H))|, con k = m;; € M.

i>7 1<j
E(K
2) Existen r,s € Z", dependientes de E(G), E(H) y E(Kr(,m)), tal que M _
r
E(G)
-
V(K
3) Existen p,q € Z*, dependientes de V(G), V(H) y V(Kr(c,m)), tal que, w —
V(H)
.

4) Traz(M) = Zd(vi) =2|E(K,)|.

Palabras y frases clave: Teoria Combinatoria, Nimeros de Ramsey, Grafos con com-
ponentes h-buena, Matriz de adyacencia, Producto de Matrices, Matriz diagonal, Matrices
triangulares.

Abstract

Let be G and H two simple graphs, finite and non-empty. The Ramsey R(G, H) number,
is defined as the smallest positive integer n, such that there is a graph F', that contains
a monochrome copy G isomorphic to G or the complement of F' (denote by F), contains
a monochrome copy H ' isomorphic to H. It is said that the complete graph K, contains
components h-good, if for every sequence s; of size m, with ¢ = 1,--- ,m + 1, that colors
the sides of the complete graph K, = F U F, such that can be extracted from F, at least
one G’ monochrome copy isomorphic to G 6r F contains at least one H " monochrome copy
isomorphic to H. Two main results are presented in this manuscript, these are: 1) The
incident sides of each vertex vi,...,v, of the graph G are determined, through an adjacency
matrix A(G), getting the formula Traz(M) = 3" d(vi) = 2|E(G)|, where M = (A(G))?
is a square matrix of order n x n, Traz(M) is the trace of the matrix M, and d(v;) is the
degree of the v; for i = 1,...,n. 2) The Ramsey adjacency matrix of the least complete graph
KRg(a,mn) with components h-good is determined. It is determined through the elements m.;
of M, the relationships between the sides and the vertices of the graphs G and H, with
respect to Kg(q,m) and the following properties were obtained:

1) > mij =Y mi; =my|E(K,)| = k|E(Ky)|, with k = m,; € M.
1>7 1<j

F(K,
2) There exist 7, s € Z1, dependent on E(G), E(H) and E(Kpg(c,m)), such that % =

EG)

V(K
3) There exist p,q € ZT, dependent on V(G), V(H) and V(K g(c,m)), such that VEr.m) =
p

V(H)
Pt
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4) Traz(M) = d(vi) = 2|E(Krc.m)|-
=1
Key words and phrases: Combinatorial Theory, Ramsey Numbers, Graph with com-
ponents h-good, Adjacency Matrix, Product of Matrices, Diagonal Matrix, Triangular Ma-
trices.

1 Introduccion

En este trabajo se consideran todos los grafos simples, finitos, sin lazos y no vacfos. En [1] Diestel,
expresa que un grafo G, es un par de conjuntos (V(G), E(G)), denotado por G := (V(G), E(G)),
donde V(@) es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices o nodosy E(G) es un conjunto
de pares no ordenados de elementos de V', llamados lados o aristas. Si G es un grafo que no posee
lazos ni lados multiples, entonces G se dice grafo simple. Los vecinos de un vértice u € V(G),
denotado por Ng(u), es el conjunto de todos los vértices v € V(G) tal que (u,v) € E(G). El orden
de G, denotado por |G|, es el nimero de vértices de G. Dado un grafo simple F', su complemento
serd denotado por F, y ademés se tiene que el grafo completo K, = F U F. En [2] Figueroa,
se dice que el grafo completo K, contiene componentes h-buena, si para toda secuencia s;, con
i=1,--- ,m+ 1, donde m es el tamano de cada secuencia que colorea los lados del grafo completo
K, = FUF, tales que pueda extraer de F, al menos una copia monocromética G’ isomorfa a G o
extraer de F al menos una copia monocromatica H "isomorfa a H. En [3] Grassmann y Tremblay,
definen la matriz de adyacencia A(G) de un grafo G con n vértices, vy, ...,v,, COMo una matriz
cuadrada simétrica de orden n x n cuyos elementos a; ; se definen de la siguiente manera:

[ 1 si (vi,v5) € E(G)
a;,j(G) = { 0 si (vi,v;) ¢ E(Q),

Una matriz cuadrada M = [m;]}';_;, de orden n, se dice simétrica si m;; = my;, para todo
i,j € {1,...,n}, es decir, M = M?" (la transpuesta de la matriz). Ademéas, M se denomina
diagonal si m;; = 0 si i # j, Vi,j € {1,2,--- ,n}. Se denotard por Traz(M) a la traza de la
matriz M.

Nétese que de una matriz cuadrada M = [mlj]f j=1, de orden n, se puede obtener una matriz
diagonal Diag(M) definida por Diag(M) = [mi; x §;;]7 con

i,j=1"
s 0 s i)
YT osioi=g
mia 0 0 0
0 ma O 0
Diag(M) = [m; j x 045]; =1 = 0 0 mas 0 7
0O 0 0 0

n
de manera que Traz(M) = Traz(Diag(M)) = Z Mi;.
i=1
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2 Grados de los vértices de un grafo G, a través de su
matriz de adyacencia.

Se dardn a continuacién algunos ejemplos ilustrativos donde se refleja parte de los resultados de
esta seccion.

Ejemplo 2.1. Sea G el grafo diamante como se observa en la Figura 1.

'

Vi Va

Vz

Figura 1: K4 — [, grafo diamante

Sea la matriz de adyacencia A(G) del grafo diamante G, donde A(G) es una matrices simétri-
ca, ya que cada lado del grafo G se cuenta dos veces en G.

0111

1010

AlG) = 1101

1 010

Luego, definiendo la matriz M = (A(G))* por

0111 0111 31 21
v | toro | frovro]_[12102
1101 1101 Tl 2131
1010 1010 1 21 2

Notese que M es una matriz simétrica, ya que el producto de matrices simétricas es un matriz
simétrica.
Luego, calculando la matriz diagonal Diag(M), se tiene que

Diag(M) = [mi; x 6; 5} = =

OO O W
O O N O
o w o o
N O OO

4 4
Traz(M) = mi = dv;)=3+2+3+2=10=2x5=2[E(G)|.

=1 i=1

Ejemplo 2.2. Sea G el grafo pez como se observa en la Figura 2.
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Figura 2: Grafo pez

Sea la matriz de adyacencia A(G) del grafo pez G.

010001

101011

010100

A(G)_001010

01 0100

110000

Luego, definiendo la matriz M = (A(G))* por

010001 01 00O0°1 211011
101011 101011 140201
y-|0otro1o00f fO1010O0]) | 102021
1001010 0010107 [020200
010100 010100 102021
110000 110000 11101 2

Observe que M, es una matriz simétrica en el sentido usual. Entonces,

Diag(M) = [mij x 6; ;)¢

ij=1 =

OO OO OoON
O O OO O
S oo N OO
SO NO OO
OO O OO
N OO O OO

6 6
Traz(M) =Y mi=» dv)=2+4+2+2+2+2=14=2x7=2[E(G)|.
i=1

i=1

Ejemplo 2.3. Sea G el grafo drbol como se observa en la Figura 3.
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5 Vs Va g 7 - V11

Va2 VoW

Figura 3: Grafo arbol.

Sea la matriz de adyacencia A(G) del grafo drbol.

0 0000 O0O0OTO0OTO O
0 00O O0OO0OO0OTO0OTP O

1

1
0001 0O0O0O0O0OTO0OO0OTO0OO O

0 0 O
0 0 O
1

1100 0 0 0 O0O0O0O01

0 000O0OO0OT1O0UO0TO0O0OTO0OTO O
0 000O0OO0OT1O0O0TO0TO0OTO0OO

10 0 0 0 001

1
0 000O0OO0OO0OO0OTO0OOOT1TO0

0 000O0OO0OO0OO0OOSOOT1TO
0 000O0OO0OO0OTO0ODOTOOT1TO0
0 000O0OO0OO0OTO0ODOOOT1TO0

0 0 0O

1 1 0 1

1

1
0 01 00 0O

0 00O 0 OO

0

1

1

0 0 O

A(G)

(A(GQ))2. Ast, la matriz M es una matriz simétrica y su diagonal estd dada por.

Sea M

00000 O0OO0OO0OTOO0OTUO0OTO O

1

00 0O0O0OO0OO0OTOTOOO OO0 3

OO DO OO OO OO OO
coococoococoococow
coococoococococo—~O
[eleleloelololalall s =hel
coococoococo—~ooo
cCoocococo—~000O
OO O OO MO OO OO
OO OO —HO OO O OO
cooocoocoocooo
covooocooooo
O = O O OO OO o oo
— OO OO OO oo oo
coococoococoocooco

I

i

I

'R

s

T

<

b

X

b

Il

—~

2

(=)

3

S

13

13

1) = Zm“

24 =2 x 12 = 2|E(G)|.

> d(vy)

13
)

Traz ([mij X 5,‘7j]-

Traz(M)
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Teorema 2.1. Sea A(G) la matriz de adyacencia de un grafo simple G cualesquiera, finito y sin
lazos. Sea M = (A(G))?, con Diag(M) = [my; x §; 5]} ;_,, entonces

n

Traz(M) = Traz ([mi; x 6; ;17 ,_y) = Zd(vi) = 2|E(G)].

i,5=1
i=1

Demostracion. Sea A(G) la matriz de adyacencia de un grafo simple cualquiera G, sin lazos. Como
A(G) es una matriz simétrica, entonces a;; = a;; para todo i,j € {1,...,n}. Luego, considere
M = (A(G))? 1a cual es también una matriz simétrica, porque el producto de matrices simétricas
es simétrica. Notese que, por definicién de M, el elemento m,; esta dado por la expresion

aj +ajy + - +aj, (2.1)

para todo ¢ = 1,...,n. Como los elementos o entradas de la matriz A(G) son 0 y 1 se tiene que
la expresién en (2.1) se transforma en

a1 + a2 + -+ Qi (2.2)

Por otro lado, obsérvese que la suma de las entradas de la fila i-ésima de la matriz A(G) da como
resultado el nimero de vértices de V(G) relacionados con el vértice v;, es decir,

d(vi) = ain + @iz + -+ + @i (2.3)

Ahora, sea 0;; el delta de Kronecker y considerando la matriz M = [mij]ﬁjzl, se puede obtener

la matriz diagonal Diag(M) = [mi; x d; j];';_;. Asi, por las ecuaciones (2.2) y (2.3), se tiene que
Traz(M) = (ain+--+an)+ -+ (an+- -+ ann)
= ) et d(w)
= 2|E(G)|

Por lo tanto,
Traz(M) =Y _d(v;) = 2|E(G)].

O

3 Matriz de adyacencia Ramsey A(Kp m)), y la relacién
existente entre los lados y vértices de los grafos G, H y

KrG,m-

Definicion 3.1. Sean G'y H dos grafos simples cualesquiera, finitos y sin lazos. Se llama matriz
de adyacencia Ramsey, denotada por A(Kg(g,m)), a la matriz de adyacencia del menor grafo
completo Kr(q gy = F'U F, tal que F contiene una copia monocromética G isomorfa a G o F

. . . /.
contiene una copia monocromatica H isomorfa a H.

Definicién 3.2. Dada la matriz A(Kpg(c, m)) como en la Definicién 3.1, definase la matriz M =

(A(K R(G, H))) , la cual es una matriz simétrica y satisface las siguientes condiciones:
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1) > mig =Y mij =mi;| E(Krc.m)| = KIE(Kge,m)|, con k =mi; € M.

1>7 1<j
2) TTGZ(M) = Z?:l d(’l)z) = 2|E(KR(G,H))‘

Definicién 3.3. Una matriz M como en la Definicién 3.2, se dice que es lado de Ramsey si G
es bueno con respecto a H, y existen enteros t, o, p, q, T, S € 77T, tales que se satisfacen las
siguientes relaciones geométricas entre los lados de los grafos G, H, y Kr(q,m):

|E(G)| _ |E(H)|

EEmem)| _1B@] o EEnem)| B _
P q ] T o t

Definiciéon 3.4. Sean G y H dos grafos simples cualesquiera, finitos y sin lazos. Sea [ =
méx{|G|, |H|}. Una matriz M como en la Definicién 3.2 se dice que es vértice de Ramsey, si
existen enteros a, b, ¢, d, e, f € ZT tales que se satisfacen las siguientes relaciones geométricas
entre los vértices de los grafos G, H y K;:

V(Erg.m)l _ [V(G) VEwem) V0D _

) b a i) d c e f

i

Ejemplo 3.1. Sea G = K, ,, el grafo estrella, para n > 4 y sea H = K4 — [ el grafo diamante,
si l = méx{|G|, |H|} = max{5,4} = 5. Luego R(G,H) =5, para n = 4. R(G, H) no puede ser 4,

pues |E(F)| < |E(G)| y |[E(F)| < |[E(H)|, (ver [2]).
La matriz de adyacencia de R(G, H) estd dada por:

01111

101 11

AKn@an) =lagll, = | 110 11

11101

11110

Como M = (A(KR(G,H)))z, entonces

01111 01111 4 3 3 3 3
1 01 11 1 01 11 343 3 3
M=]11011]|x}]11011]=]33433
11101 11101 3 3 3 4 3
11110 11110 3 3 3 3 4

Nétese que M, es una matriz simétrica. Ademds, como Kra )y es un grafo completo se tiene
que a;; 0 para i > j ya;; #0 para i < j. Ast, my; #0 parai < j ei < j. Por tanto,

S om o= > mi=3+3+3+3+3+3+3+3+3+3
i>7 i<j

= B(1+14+1+41+14+1+1+141+1)=3x10=3x |E(K;s)|.

Luego,

Zmij = Zmij =3 x |E(K5) .

i>j 1<j
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Como 3 x |E(K5)| =3 x 10 =15 x 2, entonces existe g = 2 € ZT, tales que

2 15 x |E(G
3 |B()| = (5) x (15 x 2) = 22X EE]
s, 8 (B = 2Dy o tanto |y = 22N,

> miyg = mi;j =3x |B(K5)| =6 x5=6x|E(H)|.
i>j i<j
Luego, 3 X |E(K5)| =6 x |[E(H)| de donde |E(K5)| =2 x |E(H)|. La relacion geométrica entre
los lados de Kg(q,my ¥y los lados de los grafos G y H.
Obsérvese ahora que

5 x |E(G)]

()] = =

y |E(Ks)| =2 x[E(H)],

igualando ambos resultados se obtiene:

[E(G)| _ |E(H)|
4 5

La relacion geométrica entre los vértices de Kr(a iy y entre los vértices de G, H y Ki, a
través de las matrices triangular superior e inferior esta dada a continuacion

D mig =Y mi; =30=6x5=06[V(Ks)| = 6]V(G)|

>3 1<j

de manera que |V(K5)| = |V(Q)| y asi existe d =2 € Z tal que
2
6x V()| = (15 x2) x (3) = 2y,

V(H)]

Luego, como |V (K5)| = |V(G)| y |[V(K5)| =5 x e igualando las expresiones resulta:

V(&) _ VH))

5 4

Ahora, la matriz Diag(M) estd dada por

4000 0
04000
Diag(M) = [mi; x 6;5]7,-,=| 0 0 4 0 0
00040
0000 4

Asi,
Traz(M)=4+44+4+44+4=20=2x10=2|E(Ks)|

Divulgaciones Matemadticas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 34-47



Matriz de adyacencia Ramsey 43

Ejemplo 3.2. Sea G el grafo drbol del Ejemplo 2.3, Figura 3 y H = W,, el grafo rueda, para
n > 13, sil = max{|G|, |H|} = méx{13,14} = 14, luego R(G,H) =n+1, paran =13. R(G, H)
no puede ser 13, pues |E(F)| < |E(G)| y |E(F)| < |E(H)|, (ver [2]).

Asi, Kp(a,m) con R(G, H) = 14, es el menor grafo completo que, coloreado con cada secuencia
s; de talla m =91, para i =1,2,---,92, satisface que F contiene una copia monocromdtica G
isomorfa a G o F contiene una copia monocromdtica H isomorfa a H.

Sea la matriz de adyacencia del grafo Kg(g,m), dada por

o

A(Kgrem) = laiglii=1 =

= e e e e e e e e e e O
= e e e e e e e e O
= e e e e e e e e O e e
= e e e e e e O e e e e
= e e e e O e e e e e
R R R R HRRHRRFRORRF PP &R

= e O R e e e e e
= e O e e e e e e e
= e O e e e e e e e
= O e e e e e e e e
= O e e e e e e e e e

e e e e e e e
= O = = e e e e e e e e e
O R R

Sea M = (A(KR(G’H)))Q, es decir,

13 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 13 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 13 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 13 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 13 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 13 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 13 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13 12
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 13

Nétese que M, es una matriz simétrica. Ademds, como Kra ) es un grafo completo se tiene
ay; 70 parai>j ya; 70 parai < j. Asi, my; # 0 para i < j e i < j. Por tanto,

> mij =Y mi; =mi| E(Kre.m)| = 12|E(Kp.m)l.

>3] i<j

i>j i<j
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i>7 i<j

La relacion geométrica entre los lados de Kr(g,m), y los lados de los grafos G y H.

E(Ky4)| _ |E(G)]

= =1.
91 12

12 x | E(Kya)| = 91 % [E(G)| —> |

E(Kw)| _ |E(H)|
7 2

12 x |E(Ky)| = 42 x |E(H)| => —13.

91 x |E(G)| = 42 x |E(H)| => 'E(GG” = 'Eg” =2

La relacion geométrica entre los vértices de Kpa m), y entre los vértices de G y H a través
de las matrices triangular superior e inferior se muestra a continuacion

D mig =3 mi;=T8V(Kw)| =84V(G)| y > mi; =T8V(H).
> i<J >3
Luego,
V(K V(G
TSIV (K| = 841V (G)| = Ll _ VO,
14 13
8|V (K14)| = W|V(H)| = |V (K14)| = [V (H)| = 14,
! V) _ Vi)
4 = H = == 1.
84|V(G)| = 8|V (H)| = 3 1
Ahora, la matriz Diag(M) estd dada por: Diag(M) = [m;; X 6; j]” 1
30 0 0 0 0O O 0 0 0 0 0 0
0 130 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O 0 0
0O 0 13 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0
O 0 0 130 0 0 0 0 0O O O 0 0
O 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0
. O 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0 0
DiagM) =1 "4 o o 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0 0 0
O 0 0 0 0 0 0 0 0 130 0 0 0
O 0 0 0 00 0 0 0 0 13 0 0 0
O 0 0 0 00 0 0 0 0 0 13 0 0
O 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 13 0
o 0 0 0 00O 0O 0O 0 0 0 0 0 13

Traz(M) = Traz([mij X 6 ;];5-1) Zd v;) = 2|E(R(G, H))|.
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Teorema 3.1. Sean G y H dos grafos simples cualesquiera, finitos y no vacios. Si G es bueno
con respecto a H y A(K;) = A(Kg(q,u)) es la matriz de adyacencia del menor grafo completo
que contiene una copia monocromdtica isomorfa G o una copia monocromdtica isomorfa a H,
con M = [my. ;) = (A(K}))?, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) 3isjmij = 25 mij = my| E(K)| = K| E(K)], con k =my; € Z7.

E(K EG
2) Ezisten r,s € Z", dependientes de E(G), E(H) y E(K;), tales que (KD = LEC )|
r

S

K, H
3) Existen p,q € 7, dependientes de V(G), V(H) y V(K;), tales que V(K)] = [V )|

q
1
4) Traz(M) =" d(v;) = 2|E(K))|.
i=1
Demostracion. 1) Sean G y H dos grafos simples cualesquiera, finitos y no vacios. Si G es

bueno con respecto a H, entonces existe un conjunto de secuencias s; de talla m, con
i=1,2,---,m+ 1, donde cada s;, colorea los lados del grafo completo K; = F U F, tal
que del grafo F' puede extraerse al menos una copia monocromatica G’ isomorfa G ,ode F
puede extraerse al menos una copia monocroméatica H " isomorfa H. Considérese la matriz de
adyacencia A(K;) = [a;;], del menor grafo completo K, que contiene componentes h-buena,
la cual es simétrica de orden [ x [ y su elementos estdn dados por

1 si i)
a”_{o sii=j (3.1)

Definase la matriz M = (A(K;))?, también simétrica de orden I x [. Témese una particién de
la matriz M, en tres matrices: una matriz triangular superior (m;;) con j > 4, una triangular
inferior (m;;) con ¢ > j y la matriz Diag(M). Nétese, que el nimero de elementos distintos
de cero de M es [? y el de la matriz Diag(M) es [ (justo los elementos de la diagonal de
M). Luego, sea w el ntimero de elementos distintos de cero de la matriz triangular superior,
entonces como M es simétrica se tiene que la matriz triangular inferior tiene w elementos

u. Como Kl

es completo y M simétrica, todos los elementos m;;, para ¢ # j son iguales, por la ecuacién
(3.1), y ademds >, . mi; = >, ;mij. Sin pérdida de generalidad,

distintos de cero, y por tanto {2 = [ + 2w de donde se obtiene que w =

Zmij = (mig+---+mu) + (mag + - +ma) + -+ (Mmg_zy +mu—2y) + Ma-1y
J>i

I(r—-1
= m12><(1+1+---+1—|—1):m12><w:m12>< )

= k|E(K)].

2) Usando el resultado del item 1) se tiene que

Zmij = Zmij = k‘|E(Kl)| (32)

Jj>i i>7
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Como |E(G)| < |E(K))| y |E(H)| < |E(K))]|, existen

9

SO
ISH

i = () 1)

J>1

Sy = ((§ )1

7>

-
,— € QT, tal que
s

(3.3)

(3.4)

Para la ecuacién (3.3) basta tomar ¢ = k|E(K;)| y d = |E(H)|. De forma similar para la

ecuacion (3.4).

Luego, igualando las ecuaciones (3.2) y (3.3) se tiene

B _ B(G)
c kb

conw = kb, ¢ # w, ya que | E(K))| = |E(F)|+|E(F)| y |[E(G)| < |E(F)| o |E(H)| < |E(F)].

Igualando las ecuaciones (3.2) y (3.4) se tiene

B(K)| _ B

e kd

con u = kdie # u, puesto que |E(Ky)| = |E(F)| + |E(F)| y |[E(G)| < |E(F)| o |E(H)| <

[E(F)].

Igualando las ecuaciones (3.3) y (3.4) se tiene que

Haciendo r = be y s = cd, entonces

3) Sean f,j,1,p,q,7,y,2 € ZT, existen

|E(H)| _ |EG)]

cd eb
[E(H)| _ |EG)

'S S ’
222 P cqr, tal que
y flq

> mi = (2) [V (K)I,

§>i

S = (3G

G>i

S = (§)Ivem)

J>i

Luego, de igualando las ecuaciones (3.5) y (3.6) se tiene que

VD] _ [V(C)

yz af
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VKD _ [V(G)]
q

De forma similar a la anterior se igualan las ecuaciones (3.5) - (3.7), y (3.6) - (3.7), obte-
niendo respectivemente que

Tomando, ¢ = zf y p = yz, entonces

V(K| _ [V(H)| v V(&) _ [V(H)
(] xl fi zl

4) Siwvy,...,v; son los vértices del grafo K, entonces aplicando el Teorema 2.1, se obtiene que

Traz(M) =Y d(v;) = 2|E(K))|.

i=1
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Resumen

Estas notas proporcionan un nuevo resultado relacionado con el problema de estimacién
no paramétrica de la funcién de densidad, no basado en nitcleos, el cual permite extender
el alcance del método de estimacién de la densidad con conjunto difuso. Para ello y bajo la
presencia del problema frontera en los estimadores de la densidad con nicleo y con conjunto
difuso, se consideraran los estimadores fronteras de la densidad con nicleo localmente adap-
table y con conjunto difuso, con el propésito de comparar sus desempefios. Cada rendimiento
se obtiene tomando en cuenta cuatro formas de densidades especificas y dos conjuntos de
datos reales. Los resultados de las extensas simulaciones muestran que el estimador frontera
con conjunto difuso tiene mejor rendimiento en los puntos cercanos a 0, en una dispersién
de la vecindad del pardmetro §,, cuando se comparé con el rendimiento del estimador fron-
tera localmente adaptable, para las cuatro formas de densidades consideradas. Aqui, b, es el
ancho de banda del estimador con conjunto difuso.

Palabras y frases clave: Estimador de densidad con conjunto difuso, estimacién fron-
tera, estimador de la densidad con ntcleo adaptable.

Abstract

These notes provide a new result related to the nonparametric density function estima-
tion problem, not based on kernels, which allows to extend the range of the fuzzy set density
estimation method. For this, and under the presence of the boundary problem in the den-
sity estimators with kernel and with fuzzy set, the boundary density estimators with locally
adaptable kernel and with fuzzy set will be considered, with the purpose of comparing their
performances. Each performance is obtained by taking into account four forms of specific
densities and two sets of real data. The results of the extensive simulations show that the
boundary fuzzy set estimator performs best at points close to 0, at a spread from the neigh-
borhood of the parameter b,, when compared with the performance of the boundary locally
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adaptive estimator, for the four density forms considered. Here, b, is the bandwidth of the
fuzzy set estimator.

Key words and phrases: Fuzzy set density estimator, boundary estimation, adaptive
kernel density estimator.

1 Introduccion

Las notas del presente articulo estan enmarcadas dentro del contexto general de la teoria de
estimacién no paramétrica de la funcién de densidad f, con muestras independientes. No obstante,
estas se desarrollan considerando un aspecto particular de la teoria senalada previamente: la
estimacién frontera de f con estimadores no basados en nicleos.

En cada soporte o dominio [0, 00) 6 [0, 1] de una densidad f, los puntos fronteras e interiores se
definen a través de un pardmetro de suavizado o ancho de banda p,, p, — 0 cuando n — oo, donde
ambos tienen forma general z = sp,, s € [0,1),y 2z =kp,, k > 1, respectivamente. Observe que,
cada punto frontera e interior satisface z € [0,p,) y 2 > p, . Los intervalos [0,p,) y [p,, o) se llaman
regién frontera e interior, respectivamente. Cabe destacar que los términos n y p, forman parte
de la expresién que define al estimador de f, donde n es el tamano de la muestra independiente
que se considera para estimar f. La clasificacién anterior, para los puntos del soporte de f, se
debe a la presencia del fenémeno o problema “efectos fronteras” en el estimador de f. En estas
notas, el fendmeno anterior sera resenado como problema frontera y no se tratara teéricamente.
No obstante, se subraya que el problema frontera afecta el desempeno general del estimador de
f, ya que este es diferente en los puntos fronteras e interiores. Tedéricamente ocurre lo siguiente,
en los puntos fronteras el sesgo del estimador de f tiene una tasa o velocidad de convergencia
maés lenta que en los puntos interiores. Técnicamente se tiene que, en los puntos fronteras el sesgo
del estimador de f tiene una tasa de convergencia de orden O (p,) en lugar de O (pi), donde
el orden 6ptimo para la tasa de convergencia del sesgo del estimador de f es O (pf) (ver Stone
17).

La teoria de estimacién no paramétrica de f, con muestras independientes, estd formada por
dos clases o grupos de estimadores: los tipo nicleo y los no basados en nicleos. No obstante,
entre los estimadores de ambos grupos sélo se consideraran los estimadores cldsico con nucleo
y con conjunto difuso, los cuales se definen a través de una funcién de nicleo K, y una funcién
atenuante ¢ (ver Reiss [14], Seccién 2.4) de la siguiente manera

filt) = n}liK(Xih_t) (1.1)

n

y
n
() = —————— 5" x o (V)), (1.2)
T T 2 o)
donde X,,..., X, es una muestra aleatoria independiente de la variable aleatoria X con densi-
dad f, V,,...,V, son variables aleatorias independientes uniformemente distribuidas en [0, 1] e
independientes de X,,..., X _, h y b son los parametros de suavizado de cada estimador con

hp = 0y b, = 0 cuando n — oo, y las funciones K : R — [0,00) v ¢ : R — [0, 1] satisfacen las
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siguientes condiciones:

K(—u) = K(u), /K(u)duzl,/uK(u)duzOyO;&/uQK(u)du<oo, (1.3)

0< /ap(u) du < 00, y /ap(u) du # 1en general.

En cuanto a los origenes de ambos estimadores, es oportuno puntualizar que el estimador (1.1)
fue introducido hace mds de medio siglo y de forma independiente por Rosenblatt [15] y Parzen
[13]. En cambio, el estimador (1.2) fue presentado en una fecha mas reciente, menos de una
década, por Fajardo, Rios y Rodriguez [6]. Por otro lado, la existencia de una amplia referencia
bibliografica donde se discuten en profundidad las caracteristicas tedricas de (1.1), justifica el
hecho de presentar, en lo que sigue, sélo algunas caracterfsticas tedricas puntuales de (1.2) con
funcién atenuante (c.f.a.) ¢ :

e Es una versién o caso particular del estimador introducido por Falk y Liese [7].
e No estd basado en nicleos, ya que la funcién I, (v) no es una funcién de nicleo.

e El término “conjunto difuso” fue justificado por Fajardo [4] en la Observacién 2, siendo
esta una consecuencia directa de la Observacién 1 en Fajardo, Rios y Rodriguez [6].

No obstante, entre las caracteristicas comunes que comparten los estimadores (1.1) y (1.2) resal-
tan:

e En la practica ambos estimadores dependen de pardmetros de suavizados particulares y de
funciones especificas, lo que fue caracterizado por Fajardo como un paralelismo entre (1.1)
y (1.2). Es oportuno destacar que las siguientes funciones minimizan el error cuadrético
medio integrado 6ptimo (ECMI*) de (1.1) y (1.2), respectivamente:

2
3 16z
K@ =20-T@. o) = [1 (%) ] T g 0)
(Nicleo de Epanechnikov) (Funcién Atenuante)

Para maés detalles, ver Epanechnikov [3] y Fajardo [4].

e En Fajardo [4] se demostré que (1.2) presenta el mismo comportamiento asintético de
(1.1), donde n~1/5 y n=4/> son los valores correspondientes para el orden de las tasas de
convergencia éptimas de ambos parametros de suavizados y ambos ECMI*’s.

e El rol de la funcién atenuante o funcién de pertenencia ¢ (ver [6], Observacién 1) fue
determinante en los resultados obtenidos por Fajardo, ya que su adecuada definicién per-
mitio establecer el siguiente e importante resultado

ECMI* {M < ECMTI* [fK] ,

el cual garantiza que el estimador @n proporciona mejores estimaciones que el estimador fK,
para todo nicleo K. Destacdndose como una funcién que le permite al estimador (1.2) se-
leccionar puntos de la muestra con diferentes probabilidades a diferencia de los estimadores
clésicos con nicleos, los cuales asignan pesos iguales a todos los puntos de la muestra.
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Otra caracteristica no deseada, enmarcada en el contexto de estas notas, es la existencia del pro-
blema frontera en (1.1) y (1.2). Los antecedentes bibliograficos sefialan que Hominal y Deheuvels
[9] describieron el problema frontera en (1.1) para densidades con soporte compacto. Mientras
que, en un reciente trabajo, Fajardo y Harmath [5] demostraron la presencia del problema fron-
tera en (1.2) para densidades con soporte [0, 00). Es oportuno sefialar que sélo para el caso del
estimador (1.1), el problema frontera han sido estudiado por muchos autores y en la literatura
existe una extensa variedad de métodos desarrollados para eliminarlo. Un excelente resumen de
algunos métodos muy conocidos son resefiados por Karunamuni y Alberts [12].

Estas notas comparan el desempeno del estimador frontera de f con conjunto difuso, que fue
introducido recientemente por Fajardo y Harmath, con el desempeno del estimador propuesto
por Karunamuni y Alberts, estimador frontera de f con ntcleo localmente adaptable, en puntos
cercanos a 0 en una dispersién de la vecindad de b,. Para ello, se consideraron cuatro formas
de densidades especificas, y en los puntos anteriores se realizaron extensas simulaciones para
comparar el error cuadrdtico medio (ECM) local de los estimadores definidos por Karunamuni-
Alberts y Fajardo-Harmath, observdndose que el EC' M local del estimador propuesto por Fajardo
y Harmath es menor. La reduccién anterior, muestra que el desempeno del estimador propuesto
por Fajardo y Harmath supera el desempeno del estimador definido por Karunamuni y Alberts.
Ademis, es oportuno destacar que el resultado obtenido extiende las propiedades del estimador
de f con conjunto difuso, proporcionando un nuevo resultado relacionado con los problemas
de estimacion no paramétrica de la densidad no basado en nicleo. Cabe resaltar que todas
las simulaciones se desarrollaron a través de la plataforma de programacion y calculo numérico
conocida como MATLAB.

La anterior y particular eleccién se fundamentd, principalmente, en los resultados de las simu-
laciones obtenidas por Karunamuni y Alberts para las cuatro formas de densidades consideradas
en estas notas. Tales simulaciones mostraron que el estimador de Karunamuni y Alberts fun-
cioné bastante bien para la mayoria de las densidades consideradas, cuando fue comparado con
los estimadores propuestos por Cowling y Hall [2], Jones y Foster [10], Zhang y Karunamuni [18]
y su sencilla modificacién que permite obtener el estimador de ajuste lineal local, Zhang, Karuna-
muni y Jones [19], y Hall y Park [8]. Entre otras razones que sustentaron la particular eleccién, se
destacan los resultados de las recientes simulaciones presentadas por Fajardo y Harmath [5] para
cuatro formas de densidades distintas en su mayoria a las consideradas en estas notas, pero con
compartimiento andlogo en 0. Tales simulaciones mostraron que el desempeno de su estimador
frontera fue superior al desempeno del estimador frontera introducido por Karunamuni y Alberts
[11]. Cabe destacar que los resultados de las simulaciones realizadas por Karunamuni y Alberts
[11] con las cuatro formas de densidades consideradas por Fajardo y Harmath [5], mostraron que
el desempeno de su estimador fue superior cuando se comparé con los estimadores definidos por
Jones y Foster [10], Zhang y Karunamuni [18] y su sencilla modificacién que permite obtener el
estimador de ajuste lineal local, Zhang, Karunamuni y Jones [19], y Hall y Park [8]. Adem4s, otra
de las razones que justifican la eleccién anterior son las propiedades teéricas que comparten los
estimadores propuestos por Karunamuni y Alberts [12], y Fajardo y Harmath [5]: no negatividad,
“continuacién frontera natural”, y en cuanto al desempeno ambos mejoran el sesgo mientras que
sus varianzas son pequenas. Finalmente, es necesario senalar que una revisién de la literatura, so-
bre el tema propuesto, revelé que no hay evidencia de publicaciones con respecto a comparaciones
del desempeno de otros estimadores con el desempeno del estimador propuesto por Karunamuni
y Alberts [12].

Las notas estan organizadas de la siguiente manera. La Seccién 2 incluye los estimadores
propuestos por Karunamuni y Alberts [12], y Fajardo y Harmath [5]. Las Secciones 3 y 4 presentan
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los analisis de los datos simulados y los datos reales, respectivamente. Las conclusiones en la
Seccién 5.

2 Estimadores Fronteras de la Densidad

En esta seccién se presentan los estimadores propuestos por Karunamuni y Alberts [12], y Fajardo
y Harmath [5], considerando sélo los detalles tedricos que permitieron su construccién como
estimadores sin problema frontera. Ademads, se resaltan algunas observaciones tnicas, asi como las
caracteristicas particulares comunes entre tales estimadores. Es oportuno destacar la importancia
de realizar un estudio tedrico formal para detectar la presencia o no del problema frontera en el
estimador de cualquier funcién, ya que no es obvio que el comportamiento de un estimador sea
el mismo en los puntos fronteras e interiores.

3 Referencias cruzadas, numeracion y entorno de teorema

Todos los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, definiciones, etc. deben tener sus propias
etiquetas para hacer referencias cruzadas internas; esto se hace usando las instrucciones \label
v \ref. La numeracion de todos estos elementos se refiere a cada apartado del articulo, que ya ha
sido establecido en el entorno teorema. Cada uno numerado se debe hacer referencia a la ecuacién
usando la instruccién \eqref.

3.1 Estimador Frontera con Nucleo Localmente Adaptable

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f, tal que f tiene soporte [0, 00). Para una
muestra aleatoria independiente X ,..., X de la variable aleatoria X y para cada ¢ € [0, 00),
Karunamuni y Alberts inician la construccién de su estimador frontera considerando la siguiente
transformacion de la muestra original g (X,),...,g (X, ), donde g : [0, 00) — [0, c0) es una funcién
continua y mondtona creciente. A partir de los datos transformados y para r = ch,, con ¢ > 0,
definen el siguiente estimador adaptable

£ —1}12:: (r_ )// K (u (3.1)

donde b, satisface h, — 0 cuando n — oo, y las condiciones sobre K se dan en (1.3). Ademas,
calcularon las expresiones para el sesgo y la varianza del estimador (3.1), las cuales se describen
en el siguiente teorema. A lo largo de estas notas, se denotara por ¢(*) la i-ésima derivada de toda
funcién arbitraria gq.

Teorema 3.1 (Lema 2.1 en [12]). Sean f y g funciones cuyas sequndas derivadas existen y son
continuas en [0,00). Ademds, suponga que g(0) =0 y g(l)(O) = 1. Entonces las expresiones para
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el sesgo y la varianza del estimador (3.1) en los puntos r = ch, con ¢ € [0,1], son las siguientes

C

—h

E[f.0)- 1] = ”{f(O)g(”(O) [ c—wrwan 100 |

J&) K (u) du ) 71UK(U) du}

2

+

W"(U)du{ - [®(0)¢ /Cl K(u) dqu/cl(c u)? K (u) du [f@)(())
71 —_ —

— J(0)g9(0) =342(0) (fV(0) = £(0) g2 (0))] } +o (k7). (3:2)

Var [ (7«)] _ — (ff]: (KO)(U) du>2 [ Cl K2(u) du+ 0 <nlh)

- ( ffjj(g(u) du)’ /61 Ko +o (nlh) ' 3

Ademas, en su trabajo senialaron las siguientes propiedades:

e El término principal de (3.3) no estd afectado por la transformacion g.

e Cuando c=1, Var {fn (r)} =Var [fK(r)} Es decir, en el punto interior » = h, la varianza

del estimador (3.1) se reduce a la varianza del estimador (1.1).

No obstante, es oportuno sefialar que el estimador (3.1) presenta el problema frontera. En efecto,
de la expresion (3.2) se desprende que la tasa de convergencia del sesgo del estimador (3.1) es de
orden O (h,), en cada punto de la regién frontera [0, ) y en el punto interior h, .

El siguiente paso que Karunamuni y Alberts tomaron para definir su estimador frontera, se
baso en construir una funcién de transformacion g con la siguiente propiedad

§20) = =100 [ urwau / 5(0) [ c—wKwa (3.4

—1

siempre que f(0) # 0. Observe que tomando adecuadamente una funcién g con la propiedad
anterior, desaparecerd el problema frontera en (3.1). No obstante, el hecho que (3.4) dependa
de ¢ permitié6 que Karunamuni y Alberts senalaran que tal funcién g dependeria del punto de
estimacién dentro de la regién frontera [0, b, ), y a esa propiedad la llamaron adaptabilidad local.
Ademsds, en su trabajo modificaron la notacién reemplazando g por g, 0 < ¢ < 1, para resaltar
tal dependencia local. A continuacién, se sintetizan las condiciones que Karunamuni y Alberts
imponen a la funcién g, para cada ¢, 0 < ¢ < 1:

(i) g, : [0,00) = [0,00), g, es continua y monétona creciente, y existe () para cada i = 1,2, 3,

c

(i7) 9.(0) =0y ¢V (0) =1,
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(7i7) la segunda derivada de g, es

42(0) = —F(0) / CluK(u) du / £(0) / " (e = u) K(u) du.

- -1

Bajo las condiciones sobre g, (i), (i7) y (iii), Karunamuni y Alberts construyen e implementan
la siguiente funcion de transformacion para definir su estimador frontera

d
9.n) =y + Ly’ +d* 2y, (3.5)

donde

lc:—/_CluK(u)du//_Cl(c—u)K(u)du (3.6)

d=f1(0)/£(0). (3.7)

Para la aplicacién préctica de la transformacién (3.5), Karunamuni y Alberts implementan la
idea de Zhang, Karunamuni y Jones [19], y reemplazan (3.7) por la estimacién piloto de tipo
nicleo definida por

d = (10g (£ (h,)) ~10g (£2(0) ) /., (38)
donde

. 1 h, — X, 1

1

. ) 1 = -X,\ 1
fn (O) :maX{TLhOZ K(O) (h0> 3712}7

i=1

con h, = o(hy), h, y K son dadas en (3.1), y K, es el llamado nticleo de orden dos con punto
extremo inferior, el cual satisface las siguientes condiciones

0 0 0
/_IK(())(“)du:l» /_luK(U)(u)du:O, y 0</_1u2K(0)(u)du<oo,

y hy =b(0) h,, con b(0) dado por
(1 eran)’ (15 @) |
(f?l u? K (u) du)2 (ﬁl K* (u) du)

Para cada ¢ € [0, 1], Karunamuni y Alberts definen el estimador de la funcién de transformacién
(3.5) como

b(0) = (3.9)

d .
9.(n) =y + Ly’ +d* 2y, (3.10)
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donde d viene dado por (3.8). Ellos destacaron que g, y d dependen de n, tal dependencia no la
resaltaron para simplificar la notacién. Finalmente, Karunamuni y Alberts definen el estimador
frontera de f con ntcleo localmente adaptable de la siguiente manera

P = nlhg K (’”_gh(x)) //CIK(U) du, (3.11)

donde r € [0,00), 0 < ¢ < 1, g, viene dada por (3.10), h, y K como en (3.1). Observe que en
cada punto interior r € [h ,00), ¢ = 1, se tiene que ¢, (X,) = X,, i = 1,...,n. Es decir, en cada
punto interior el estimador (3.11) se reduce al estimador (1.1). Como la propiedad anterior se
cumple en particular para by tomando en cuenta que la regién frontera del estimador (3.11)
es [0, h, ), tal comportamiento lo interpretaron de la siguiente manera: el estimador (3.11) es una
continuacién frontera natural del estimador (1.1). Ademés, las expresiones para el sesgo y la

varianza del estimador (3.11) que obtuvieron, se describen en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Teorema 2.1 en [12]). Sea f. (1) definida por (3.11) con funcién de nicleo K dada
en (3.1) y con pardmetro de suavizado h, = O (n=Y/%). Suponga que h, en (3.8) es de la forma
h, =0 (n*1/4). Ademds, asuma que K existe y es continua en [—1,1], f(0) > 0, y que existe
f® y es continua en una vecindad de 0. Entonces para r = ch,, 0<c<1, se tiene que

2 c
E |:-f'n, (T) - f(?“)} = W{ @ (0) /_1(U2 - 2’LLC) K(u) du

M (2 ’ U—C2 u U 2
0 (lc+zc)/_1( )K()d}—ko(hn), (3.12)

donde 1, es dada en (3.6), y

verlhol = 3 h, (J‘CJ:(I?(u) au)’ [ wwaro ()

n

De la expresién (3.12) se desprende que el estimador (3.11) no presenta el problema frontera, ya
que su sesgo tiene una tasa de convergencia de orden O (hf) en los puntos fronteras r € [0, h,)
y en el punto interior h, . Los autores Karunamuni y Alberts atribuyen ese importante ajuste
en el estimador (3.11) a la transformacién adaptativa local (3.10), ya que transforma los datos
dependiendo del punto de estimacion.

3.2 Estimador Frontera con Conjunto Difuso

Sean X,,..., X, una muestra aleatoria independiente de la variable aleatoria X con densidad f,
y V,,...,V una muestra aleatoria independiente uniformemente distribuida en [0, 1] e indepen-
diente de X, ..., X . Para ambas muestras, Fajardo y Harmath [5] inician la construccién de su
estimador frontera imponiendo las siguientes condiciones:

C1 La funcién de densidad f tiene soporte [0,00), y es al menos dos veces continuamente
diferenciable en una vecindad de z € [0, o).
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C2 El pardmetro b, satisface: , -+ 0 y nb, — oo, cuando n — oo.

C3 La funcién atenuante ¢ es simétrica con respecto al cero, tiene soporte compacto [—B, B,
B >0, ¢(u) € [0,1] y es continua en 0 con ¢(0) > 0.

Seguidamente los autores establecen los siguientes resultados, en los cuales describen el compor-
tamiento del estimador (1.2) en los puntos 0 y « € (0,5, ]. Ademés, para simplificar la notacién
definen

¢(U)=7¢(u) y r=sb,0<s<1.

J p(u) du

Teorema 3.3 (Teoremas 1y 2 en [5]). Bajo las condiciones (C1)-(C3), se tiene que

E[3.0) - 70)] = & 120) [ oot duto?).

. B B
E[J, () - £0)] = ~f0)+70 [ wlwdutb, 7O0) [ wiu)du

—s —s

2 B
+ %f@) (0) / u?(u) du + o (bf) , (3.13)

donde 0 < s < 1.

A través de los resultados anteriores, Fajardo y Harmath garantizaron que el estimador (1.2) no
presenta el problema frontera en el punto interior 0, ya que su sesgo tiene una tasa de convergencia
de orden O (bf) en 0. En cambio, con la sutil modificacién introducida en (3.13) con respecto a
la versién original, el lector podrd apreciar, con mayor facilidad, que el estimador (1.2) presenta
el problema frontera en cada x € (0,5 ]. En efecto, su sesgo tiene una tasa de convergencia de
orden O (b, ) en cada x.

El siguiente paso que Fajardo y Harmath tomaron para definir su estimador frontera, fue
construir una funcién atenuante ¢ con la siguiente propiedad:

B
/ up(u)du =0, paracada se€ (0,1]. (3.14)

S

Para tal fin, formalizan la Observacién 4 introducida por Fajardo [4] reescribiéndola como el
préximo teorema, con el cual controlaran adecuadamente las constantes que definen el sesgo del
estimador (1.2) y justificardn una condicién en el criterio que les permitird obtener una funcién
atenuante ¢ que satisface la condicién (3.14).

Teorema 3.4 (Teorema 3 en [4]). Bajo la condicion (C3), se tiene que para M > 0 existe B’ > 0
tal que

B
U:/ u*h(u)du < M.

B’
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La combinacién de (C3) y el Teorema 3.4, les permitié garantizar que
B/
v= / w2 (u) du = /u%ﬁ(u) du <M, con B’ > B,
_B
y asi redefinir ¢ como

¢(u) = % ]I[_BI)B/](U), con B’ < B. (315)

[ o(u)

El criterio propuesto por Fajardo y Harmath para eliminar el término con coeficiente b, en (3.13),

haciendo que f_i uw(u)du = 0 para cada s € (0, 1], se basé en deducir una funcién atenuante ¢
como solucién del siguiente problema variacional:

Maximizar : /cp(u) du.

Sujeto a : /@z(u) du = k, /ugp(u) du =0, / (uv” =) p(u)du=0, k>0, (PV)

p(u) =0 para u € (—B, B)¢,¢(0) > 0, p(u) €[0,1], y v € (0,M].

Es importante puntualizar que el criterio anterior generaliza el criterio propuesto por Fajardo [4],
el cual implenté para obtener una funcién ¢ que minimiza el ECMTI* del estimador (1.2) (ver
Fajardo [4], pdgina 307). El siguiente teorema garantiza la solucién de (PV).

Teorema 3.5 (Teorema 4 en [5]). La solucion de (PV) viene dado por

@ (u) = ll - <1l56k>2 u21 I

En particular, para s € (0, 1] se tiene que

@ (u) = ll - <11568> uzl I 15 15 (). (21)

Las siguientes observaciones fueron establecidas por Fajardo y Harmath:

Sle

' 16

k() k>0 (20)

e A partir de (1.2) c.f.a. ¢ y (3.13), se tiene que

/

2 B
[0, () - £0)] = % 120 [ auu)duto(?). (22)

donde 0 < s <1, B’ < 12 s, 1), viene dada por (3.15) c.f.a. ¢ y ¢ viene dada por (21). Asi,
el estimador (1.2) no presenta el problema frontera en z cuando la funcién atenuante es ¢, .

e Combinando el Teorema 3.3 con el Teorema 4 en Fajardo [4], se tiene que

. b2 B’
B0, ()~ 5] = % £9@) [ uwduto (). (23)

_B’
para cada k > 1y z € {0} U (b,,0), donde B’ < %k, 1, viene dada por (3.15) c.f.a.
@, ¥y @, viene dada por (20). Asi, el estimador (1.2) no presenta el problema frontera en
z € {0} U (b,,00) cuando la funcién atenuante es ¢, para cada k > 1.
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e Denotando el nicleo Epanechnikov por K, y sustituyendo en (PV) k por 2 y M por

3
M, = [u?K,(u)du, se tiene que el estimador (1.2) c.f.a. ¢, es el estimador propuesto
3

5

por Fajardo [4]. Ademas, el resultado alcanzado en Fajardo [4] permite garantizar que la

funcién atenuante ¢, minimiza ECM {éﬂ (z)}7 para cada k > 1y cada z € {0} U (b, 00).

Apoyados en (22) y (23), Fajardo y Harmath definen su estimador frontera de f con conjunto
difuso de la siguiente manera

N 1 <&
9, (x) = - ; Ty o (22)) (V0 (24)

donde 0 < s <1,a, =b, [¢ (u)du,y ¢ viene dada por (21). Ellos senalaron que, para z > b_,
s = 1, el estimador (24) se reduce al estimador (1.2) c.f.a. ¢. Asi, el estimador (24) es la
continuacién frontera natural del estimador (1.2) c.f.a. . Ademds, resaltaron que los resultados
obtenidos por Fajardo [4] permiten garantizar que la funcién atenuante p, minimiza localmente
a ECM[@H (2)] para cada s € (0,1]. Por otro lado, las expresiones para el sesgo y la varianza del

estimador (24) que obtuvieron, se describen en el siguiente teorema.
Teorema 3.6 (Lema 1 en [5]). Bajo las condiciones (C1)-(C3), se tiene que

B’

E[d,(2) - 1(0)] = % 1(0) [ uy, (u) du + o (87) (25)

Var [3, ()] = J;(g) (/ o (v) du>_1 +o (nlb) ,

n

donde 0 < s <1,0< B' < 1Zs, ¢, viene dada por (3.15) c.f.a. ¢, y ¢, viene dada por (21).

Finalmente senalaron que (25) garantiza que el estimador (3.11) no presenta el problema frontera,
ya que su sesgo tiene una tasa de convergencia de orden O (bj), en los puntos fronteras = € (0,b,)
y en el punto interior b,.

4 Analisis de Datos Simulados

En esta seccién se presentan los resultados sobre los datos simulados, los cuales fueron disenados
para comparar el desempeno entre los estimadores f, (t) y ¥, () en puntos cercanos a 0 en una
dispersion de la vecindad de b, .

Cada estimador se probd usando cuatro densidades especificas, con comportamiento variado
en 0. La densidad 1 trata el caso f(0) = 0, mientras que las densidades 2, 3 y 4 describen lo que
sucede cuando f(0) > 0 pero f'(0) =0, f/(0) >0y f'(0) < 0, respectivamente. Ademds, se im-
plementaron los siguientes anchos de banda globales 6ptimos como los parametros de suavizados
de f (t) y 9, (x), respectivamente:

) 1/5
o= J K2 (u) du Iy 1)

"R ) T [ ()]
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1/5
b, = ! 5 5 n=/5, (2)
[, W) du [[w, (w)du]” [ [f*(w)]” du

Para més detalles sobre (1) y (2), ver Silverman [16], paginas 39 — 40, y Fajardo [4], respectiva-
mente. Es oportuno destacar que la razén que motivé la implementacién de (1) y (2) como los
parametros de suavizados se debié al hecho que, las comparaciones basadas en los parametros de
suavizados éptimos son més convincentes que las comparaciones basadas en los parametros de
suavizados aproximados, ya que debido a la calidad o no del método de seleccién del parametro de
suavizado estas podrian ser enganosas. Ademads, se hace una eleccién del parametro de suavizado
global en lugar de uno local, porque es mucho mas probable que se utilicen en aplicaciones.

En todas las simulaciones, se utilizé una muestra de tamano n = 200. Ademds, para cada
densidad se calculé el sesgo (valor estimado menos el valor verdadero), la varianza y ECM
de ambos estimadores en los puntos »r = ch , 0 < ¢ < 1,y z = sb, 0 < s < 1, donde
ce{L k=147912}, s = (h/b)c, v los pardmetros h, y b, son dados por (1) y
(2), respectivamente. Asimismo, para estimar d se eligié, como en Karunamuni y Alberts [12],
h, =hn 20y Koy(t) =12(1+1t) (t+ ) I_, (1)

Todos los resultados se promediaron a través de 1000 pruebas y se muestran en las Tablas 1 a
4. Simultdneamente, basado en los resultados obtenidos, también se representan graficamente el
desemperio de cada estimador, junto con cada densidad f sobre sus respectivas regiones fronteras.
Tales desempetios se muestran en las Figuras 1 a 4. Una minuciosa revision de las Tablas 1 a
4 permite afirmar que, para todas las formas de densidades, el estimador ¥, tiene un mejor
desempetio que el estimador f,, ya que ECM[J, (z)] < ECM][f, ()] para cada = € (0,h,).
Ademids, se observa que ambos estimadores mejoran el sesgo mientras que sus varianzas son
pequenas. Sin embargo, la comparaciéon del desempeno de los estimadores f Ly 1§ a través del
error cuadréitico medio integrado (ECMT) no es conveniente, ya que para todas las formas de
densidades se tiene que (0,5, ] C (0,b,]. Finalmente, es oportuno enfatizar que a pesar de existir
una significativa diferencia entre los EC'M de ambos estimadores en cada una de las Tablas 1 a

47 esta se rmranifiacta an Ta Mahhla 9 fann rmmarnan mmamcnitiad fsian A +alan Aifavanniaa an “ompraran
con las 1 | observar
en la Fig oz9l ervar que

para f, 1 osf-

2 e e e e ' |

Fomd, ===,

Figura 1: Estimaciones de f(z) = % 22 ¢~ %, densidad 1, en la regiones fronteras (0, h,] y (0,b,], donde v =
n =200, h, = 0,832551 y b, = 1,535404.

1
T Mg,
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Tabla 1: Sesgo, varianza y ECM de las estimaciones indicadas, a través de un promedio de 1000 pruebas en los

puntos r =ch, yz =sb,,0<¢c<1y0<s<1,para f(z) = %zge_z, densidad 1, donde v = %ME, n = 200,

y éptimos globales h, = 0,832551 y b, = 1,535404.
£ () J,(x)
c Sesgo Var  ECM x 107° S Sesgo Var  ECM x 107°
0,0400 0,0015 0,0000 0,2258 0,0217 0,0001 0,0000 0,00031
0,1600 —0,0045 0,0000 2,0659 0,0868 0,0010 0,0000 0,09458
0,2800 —0,0167 0,0000 30,000 0,1518 0,0017 0,0000 0,30495
0,3600 —0,0268 0,0000 70,000 0,1952 0,0024 0,0000 0,59692
0,4800 —0,0430 0,0000 190,00 0,2603  0,0025 0,0000 0,61875

Tabla 2: Sesgo, varianza y ECM de las estimaciones indicadas, a través de un promedio de 1000 pruebas en los
22

puntos r =ch, yx =sb,,0<c<1y0<s<1,para f(z) = \/ge_T, densidad 2, donde v = %ME, n = 200,

y éptimos globales h, = 0,707481 y b, = 1,534486.

f.(r) v, ()

c Sesgo Var  ECM x 1074 s Sesgo Var ECM x 10~4
0,0400 —0,0189 0,0000 4 0,0184 0,0049  0,0000 0,23612
0,1600 —0,0247 0,0000 6 0,0738 —0,0027  0,0000 0,07275
0,2800 —0,0287 0,0000 8 0,1291  —0,0026  0,0000 0,06517
0,3600 —0,0304 0,0000 9 0,1660 —0,0040 0,0000 0,15860
0,4800 —0,0316 0,0000 10 0,2213 —0,0089  0,0000 0,79334

5 Analisis de Datos Reales

En esta seccién se pondran a prueba los estimadores f Ly 1§ en dos conjuntos de datos reales
conocidos, con el propdsito de mostrar su utilidad practica. Sélo para la estimacién de la densidad
con ¥, se realizaron 1000 pruebas, donde para cada muestra fija X,,..., X se tomé una muestra
independiente Vl(d), ceey Vn(d), 1 < d <1000, distribuida uniformemente en [0, 1]. Por otro lado,
el pardmetro h utilizado fue implementado por otros autores en sus simulaciones, para cada
conjunto de datos propuesto. No obstante, cada b, se obtendrd combinando (2) con el valor
aproximado de [ [f” (w)]? du, valor que se calculard a través de (1) para cada b, considerado.
Es oportuno senalar que, h, y b, se reflejardn en cada gréafica y haciendo uso de la propiedad
de “continuacién frontera natural” de los estimadores f, y 1 , se “abusard” de la notacién para
mostrar sélo dos curvas en la representacion grafica asociada a cada conjunto de datos, teniendo
en cuenta que a la derecha de h, y b, las graficas mostradas representan las gréficas de (1.1),
y (1.2) cfa. p,, respectivamente. En concreto, se identificard la estimacién con nicleo y con
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Tabla 3: Sesgo, varianza y ECM de las estimaciones indicadas, a través de un promedio de 1000 pruebas en los

puntos r = ch, yx =sb,,0<c<1y0<s<1,para f(z) = (22 + 22+ 1) e 2%, densidad 3, donde v = 1 M,
n = 200, y éptimos globales h, = 0,467044 y b, = 0,861329.
f.(r) 9, (z)

c Sesgo Var  ECM x 107° 5 Sesgo Var  ECM x 107°
0,0400 0,0393 0,0000  154,2479  0,0217  0,0014 0,0000 0,2088
0,1600  0,0065 0,0000 4,1782  0,0868  0,0003 0,0000 0,0088
0,2800 —0,0159 0,0000 25,2148 0,1518 —0,0061 0,0000 3,6991
0,3600 —0,0259  0,0000 67,1897 0,1952 —0,0079 0,0000 6,2911

0,4800 —0,0351 0,0000 123,0843 0,2603 —0,0118 0,0000 13,9596

Tabla 4: Sesgo, varianza y ECM de las estimaciones indicadas, a través de un promedio de 1000 pruebas en los
puntos r =ch, yx =sb,,0<c<1y0<s<1,para f(z) = 2e~ 2%, densidad 4, donde v = %ME, n = 200, y
6ptimos globales h, = 0,342128 y b, = 0,478176.

f.(r) v, (x)

c Sesgo Var ECM x 107 S Sesgo Var ECM x 107°
0,0400 —0,3717 0,0000 13810 0,0286 0,0132  0,0000 17,4451
0,1600 —0,2494 0,0000 6220 0,1145 —0,0016 0,0000 0,2562
0,2800 —0,1522 0,0000 2320 0,2003 0,0005 0,0000 0,0227
0,3600 —0,1003 0,0000 1010 0,2576 0,0050 0,0000 2,4650
0,4800 —0,0409 0,0000 170 0,3434 0,0093  0,0000 8,6437

2
Figura 2: Estimaciones de f(z) = \/ge_T, densidad 2, en la regiones fronteras (0,h,] y (0,4,], donde v =
1M, n =200, h, =0,707481 y b, = 1,534486.
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Figura 3: Estimaciones de f(z) = (22 + 2z + %) e~2% densidad 3, en la regiones fronteras (0, h,] y (0,b,], donde
v=1M,, n=200, h, = 0,467044 y b, = 0,861329.
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Figura 4: Estimaciones de f(z) = 2e~2%, densidad 4,en la regiones fronteras (0, h,] y (0,b,], donde v =
n =200, h, = 0,342128 y b, = 0,478176.

1
s My,

El primer conjunto de datos reales consta de 35 mediciones correspondientes a la precipitacion
promedio durante el mes de diciembre en Des Moines-lowa-EUA, desde 1961 hasta 1995. Para este
conjunto de datos, Karunamuni y Alberts [12] usan h, = 0,4250, obtenido a través de validacién
cruzada (ver Bowman y Azzalini [1]), el cual permite obtener un valor para b, = 0,4502. En la
Figura 5 se puede apreciar una marcada similitud entre la estimacién con ntcleo y con conjunto
difuso en los puntos interiores y en la mayor parte de los puntos fronteras. En cambio, fn no
reconoce que la densidad es cero para valores muy cercanos a 0 por su derecha, tal cual lo senala
el histograma de los datos al pie de la grafica. Mientras que el estimador ¥, si lo reconoce sin
importarle la curvatura.

El segundo conjunto de datos reales son los famosos datos sobre suicidios que se encuentran
en Silverman [16], Tabla 2.1. Estos corresponden a los perfodos de duracién de 86 tratamientos
psiquidtricos aplicado a los pacientes utilizados como controles en un estudio sobre riesgos de
suicidio, y es un ejemplo cldsico de un conjunto de datos donde el estimador (1.1) falla en la
regién frontera. También se mostrd, en el reciente trabajo de Fajardo y Harmath, que el estimador
(1.2) c.f.a. ¢ falla en la regién frontera. Para este conjunto de datos, Karunamuni y Alberts [11]
eligen subjetivamente h, = 60, el cual permite obtener un valor para b, = 83,8593. La Figura 6
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Figura 5: Estimaciones de las densidades para 35 mediciones correspondientes a la precipitacién promedio en
el mes de diciembre en Des Moines-lowa-EUA desde 1961 hasta 1965, mostradas en el piso de la grafica, donde

v =My, h, =0,4250, b, =0,4502 y h, = h,n~1/20.

muestra el comportamiento de las estimaciones con nicleo y con conjunto difuso. Se aprecia que
el valor de la densidad en 0 es capturado de forma efectiva por el estimador 9, con una apreciable
curvatura, tomando en cuenta que la densidad es 0 como lo indica el histograma al pie de la
grafica. No obstante, el estimador fn no reconoce el comportamiento anterior de la densidad y
decide truncarla en 0 asignandole el valor 0,008.
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Figura 6: Estimaciones de las densidades para 86 mediciones correspondientes a los tratamientos psiquidtricos
aplicado a los pacientes utilizados como controles en un estudio sobre riesgos de suicidio, mostradas en el piso de

la gréfica, donde v = 1 M, h, = 60, b, = 83,8593 y h; = h,n~1/20.

6 Conclusiones

Es claro que ningtn estimador existente en la literatura domina al resto de los estimadores para
todas las formas de densidades. Ademds, cada estimador tiene ciertas ventajas y funciona bien
en determinados momentos. Sin embargo, para las cuatro formas de densidades consideradas en
estas notas el estimador frontera de la densidad con conjunto difuso presenté un rendimiento
superior con respecto al rendimiento del estimador frontera de la densidad con nitcleo localmente
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adaptable, en puntos cercanos a 0 en una dispersiéon de la vecindad del parametro de suavizado
b, . El resultado anterior fue producto de las extensas simulaciones realizadas para comparar los
errores cuadraticos medios locales de los estimadores fronteras anteriores y forma parte de una
nueva contribucion en el drea de estimaciéon de la funciéon de densidad no basada en nicleo. Un
resultado similar fue presentado en Fajardo y Harmath, donde bajo condiciones andlogas a las
anteriores el estimador frontera con conjunto difuso presenté un rendimiento superior con respecto
al rendimiento del particular estimador frontera con ntcleo introducido por Karunamuni y Alberts
[11]. Cabe destacar que el estimador frontera con conjunto difuso y los estimadores fronteras con
nucleos considerados en estas notas como en Fajardo y Harmath, presentan estructuras totalmente
diferentes pero comparten propiedades comunes como: no negatividad, “continuacién frontera
natural”, y un desempeno robusto con respecto a diversas formas de densidades, ya que permiten
importantes reducciones del sesgo mientras que sus varianzas son pequeinas. Simultdneamente,
es oportuno resaltar que tales propiedades se obtienen como consecuencia de la influencia de las
funciones atenuante, ¢, , y de transformacién, ¢, , en cada estimador. Finalmente, es importante
recalcar que a través del proceso puntual atenuado que describe el método de estimacion de
densidad con conjunto difuso, el conjunto de observaciones considerada pueden describirse en
una vecindad del punto de estimacién, donde las funciones indicadoras que definen al estimador
de densidad con conjunto difuso deciden si la observacién pertenece o no a la vecindad del punto
de estimacion, y las funciones atenuantes que definen a cada funcién indicadora se utilizan para
seleccionar los puntos de la muestra con diferentes probabilidades, en contraste con los estimadores
con nucleo que asignan el mismo peso a todos los puntos de la muestra.
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Resumen

Se establecen demostraciones alternativas y directas de algunos teoremas de la geometria
moderna euclidea entre los siglos XVII y XIX como lo son el teorema de Vecten, el teorema
de Dostor, teorema de Blanchet y el teorema de Viviani.

Palabras y frases clave: Geometria moderna, teorema de Vecten, teorema de Dostor,
teorema de Balnchet, teorema de Viviani, demostraciones.

Abstract

Alternative and direct proofs of some theorems of euclidean modern geometry between
the XVII and XIX centuries are established such as Vecten theorem, the Dostor theorem, of
Blanchet and the theorem Viviani.

Key words and phrases: Modern geometry, Vecten’s theorem, Dostor’s theorem,
Balnchet’s theorem, Viviani’s theorem, proofs.

1 Introduccion

La demostracién de los teoremas que se tratan bajo razonamiento cldsico (deductivo), como lo son
los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani en el espacio euclideo simple €2, fue obtenida
por Legendre en [7], Dostor en [4] y Viviani en [12]. En este trabajo, se muestran cuatro resultados:
las pruebas de cuatro teoremas de los siglos XVII al XIX y es bajo razonamientos clasicos, en
esencia, bajo los teoremas de Ceva (ver [2]) y Thales, de congruencia y semejanza de tridngulos.
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Se presenta la divulgacién de dichas pruebas, dadas también por generaciones actuales como lo
hace Orellana en [10], con figuras ilustrativas y de forma detallada para hacer mas comprensible
las ideas que se presenten.

2 Preliminares

A continuacién se presenta una lista de la simbologia que se usa en el trabajo:

Q plano euclideo
Ay By, Cy,y ... puntos en Q, para i € N
{i,4,k} ={1,2,3} significa que i, j,k € {1,2,3} con i, j, k distintos entre si.
ﬁ recta que pasa por los puntos A4, E € .
L recta en ()
AB segmento entre los puntos A, B € ().
/@ rayo que inicia en B y pasa por B.
ANABC tridngulo de vértices A, B,C € Q)
ANABC ~ ADEF semejanza entre los tridngulos AABC y ADEF
XY congruencia entre las estructuras X e Y (segmentos, dngulos, tridngulos)
LABCD cuadrado de vértices A, B,C, D € Q.
/ZABC angulo de vértice en B, con lados BA y BC.
m(X) medida de la estructura X (dngulo, segmento).
a(AABC) area del tridngulo AABC.

Ahora se presentan los teoremas que serviran de pilares fundamentales para el desarrollo de
las demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani.

Teorema 2.1 (Teorema de Thales). (ver [8]). Si dos rectas cualesquiera son cortadas por rectas
paralelas, los segmentos que se determinan en una de las rectas son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra recta.

Teorema 2.2 (Primer Criterio de Semejanza). Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares
de dngulos respectivamente iguales.

Teorema 2.3 (Teorema de Pitdgora). (ver [1]). El cuadrado de la longitud de la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

Teorema 2.4 (Teorema de Ceva). (ver [6]). Dado un tridngulo cualquiera NAyAsAs, si Ey, es un
punto interior del segmento A;A;, para {i,j,k} = {1,2,3}, entonces los segmentos E;A; (para
i =1,2,3) son concurrentes si, y solo si, se cumple que
m (A1E3) ) m (AQEl) ) m (AgEg)
m (E3A2) m (ElAg) m (EQAl)

=1

Teorema 2.5 (Teorema de Euclides). (ver [1]). Sea el tridngulo rectingulo AABC con dngulo
recto en el vértice B y sea BD la altura desde B al lado AC, entonces

[m (BD)]* = m (AD) - m (DC)
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Teorema 2.6 (ver [5]). Dado el tridngulo ANA1A3As y M; el punto medio del segmento A; Ay
para {i,7,k} = {1,2,3}, entonces se cumple que:

1. Eltridngulo AM;M; Ay, es congruente con el tidngulo AMyMoMs, para {i,j,k} = {1,2,3}.

2. El segmento m (A;A;) = 2m (M;M;), para {i,j} C {1,2,3}, es decir, m (A; My,) = m (M; M)
para {i,j,k} ={1,2,3}

3 Algunos teoremas de la geometria euclidea entre los si-
glos XVII y XIX

En esta seccién se establecen demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y
Viviani.

Teorema 3.1 (Teorema del punto de Vecten). Seq el tridngulo AA1AsAs C Q y HA; A;BiCy, el
cuadrado construido sobre los lados A;A;, para {i, j, k} = {1,2,3} respectivamente. Ademds, sea
el punto Py, centro del cuadrado [JA; A; Bi,Cy, para {i,7,k} = {1,2,3}. Entonces, si A; es opuesto
a P;, los segmentos A; P; son concurrentes en un unico punto v llamado punto de Vecten, para
i€{1,2,3} .

Demostracion. Considérese el tridngulo AA;As As y el punto medio Mj del lado A3 A;. Como
P53 es el centro del cuadrado [JA;A5B3C3, se tiene que M3P3; cumple que A1 Ay L M3P3 de
manera que m(A; Ms) = m(AaMs) = m(PsMs), y asi AA; M3sP; = A Ay M3 P por el criterio de
congruencia (L.A.L.) (ver Figura 1-(a)). En efecto: ZPsM3A; = § = ZP3M3A;, pues A1 Ay L
M3 Ps; el segmento P3 M3 es lado comin de loa tridngulos APsMsA; y APsMsAs; y m(MsA;p) =
m(MsAs) pues Ms es el punto medio del lado A; As.

o o
o o
oPl
o °
A, M, .As
P M3 M Pse
2
o o
P
e 2 o o
Ay
o o
(a) Congruencias de tridngulos AA1M3sP3 y (b) Perpendicularidad de los segmentos Py M3 y
AA2M3P3. P2M3~

Figura 1: Teorema de Vecten
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Notemos que el segmento AsM; = M3Ms, por el Teorema 2.6 (ver Figura 1-(b)). Como
Ao My = Py My, entonces M3Ms = Py M. Por un razonamiento similar se obtiene que M3M; &2
A1M2 = MQPQ. Como AAngMg = AA:[MBMQ, se tiene que ZAQMlMg = 4M3M2A1, por el
Teorema 2.6, y como ZA;M1P, = 90° = LA M5 P>, entonces /M3M P, = /M3MsP,. Asi se
tiene que AM3 Py My = AM3zMsPs, y por tanto lo segmentos M3 P; y M3 P son congruentes.

Luego, dado que ZMgMQAQ + ZMQPQMg + ZPQMP,MQ = 9007 ZMlMgMQ = AMBMQAl y
ZMQPQM;; = ZP1M3M1, entonces ZM1M3P1 + ZMgMng + ZPQM:),MQ = 90°. De manera que
el ZP,M3P es recto en M3 ya que PyM3 1 P,Mjs. Pero como el ZPyM3P> y el ZA1M3P3 son
rectos, y el ZP,M3A; es adyacente a ambos angulos, entonces /A1 MsPy = /P3M3P,. Luego,
tomando en cuenta que m(A;Ms3) = m(P1Ms) se tiene que A1 M3 = P;Ms, de manera que
ANAIM3Py, =2 APy M3P, por el criterio de congruencia (L.A.L.) (ver (a) en Figura 2). De esto
dltimo se obtiene que PoP3 & A1 P;.

Por otro lado, como la suma de los angulos internos del tridngulo AAP; P, suman 180°, y
tomando en cuenta que: L M3P1 A= /L M3sPy2A; ZAP\Py = L/ M3P Py — /MsP Ay /ZPLP,A =
L M3Py A+ ZM3P, Py se obtiene que PoP; L A1 Py (ver (a) en Figura 2).

o ]

3

NA{M3P; =2 NP3 M3P;
(a) 1 M3 Py 3 M3 P> (b)ﬂ
i=1

Figura 2: Representacién del Teorema del punto de Vecten.

En forma andloga se obtiene que PPy = A3P3; y P3Py & AP, de donde se deduce que
PPy, 1 A3P3y P3Py L AyPs, respectivamente. Por tanto, en el tridngulo APy P, P3 se tiene que
A, P; contiene a la altura del lado P; Py, para {3, j, k} = {1, 2, 3}. Luego, como el ortocentro O del
triangulo AP; P, Py estd dado por la interseccién de sus alturas, se tiene que

{O} = A1P1 n A2P2 n A3P3

y por tanto lo segmentos A;P; son concurrentes en el punto V' = O (ver (b) en Figura 2), para
i€ {1,2,3}. O

Teorema 3.2 (Teorema de Dostor). En todo tridngulo rectdngulo al trazar una perpendicular
desde el punto medio de uno de sus catetos sobre la hipotenua, entonces la medida del otro cateto
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al cuadrado es la diferencia de las medidas de los segmentos al cuadrado determinados por el pie
de la perpendicular trazada sobre la hipotenusa.

Demostracion. Sea el tridngulo AA; Ay Az rectangulo en el vértice As. Considérense el punto
medio M del cateto A3 As; la perpendicular M D trazada desde M sobre la hipétenusa A As; y
la perpendicular A, D5 trazada desde el vértice Ay sobre la hipétenusa A; A3, entonces

MDiNA A3 = {Dl} y AsDy N A1 A3 = {DQ}
m(AyM) = m(MAs3) (3.1)

de manera que los puntos Aj, Do, D1, As colineales (ver Figura 3) y

De igual forma, tomando el segmento A; A3, se tiene

m (AlDl) +m (DlAg) =m (A]_Ag) =m (A1D2> +m (D2A3) . (33)
Ay
M
Ay Do Dl As

(a) Tridngulo AA; Az A3

Az
M M
. . ~Ag
D, D, D, As
(b) Tridngulo AA3DyAs (c) Tridngulo AA3 D1 M

Figura 3: Representacion para el Teorema de Dostor.

Las perpendiculares A;Dy y MD; determinan respectivamente los tridngulos ADy A3 Ay y
AD1A3M, y asi se tiene que: LAs Dy A3 = /M Dy A3 pues ambos son dgulos rectos en Dy y Dy,
respectivamente; LA A3As & /A1 A3As por ser angulo comun; y £/DsAs Az = /DM A3 por
ser angulos correspondientes entre paralelas. Asi, por el Teorema 2.2 se tiene que ADyA3A5 ~
ADyA3M, y por tanto

- . (3.4)

m (Did;)  m (Dyds)
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Tomando en cuenta la ecuacién (3.1) se tiene que
m (A7) = 2m (A7) = 2 m (VT3).
y sustituyendo en la ecuacién (3.4) se obtiene
m (D3 Asz) = 2m (D As) (3.5)
De manera que, usando la ecuacién (3.2), se tiene
m (D) = m (D37) (3.6)

y por tanto D1 A3 & DyDy.
También, tomando en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene que

m (A1Dy) = m (A1 Ds) +m (D1 4s)

y entonces

Ahora, aplicando el Teorema 2.5 al tridngulo AA; As A3, se tiene que

[m (AQDZ)} 2 =m (AlDQ) -m (DQAg)
y usando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se obtiene que
fm (A = [m (A4:D) — m (D2D)] -2 [m (D207)]

y asi
m (@05))" = [2 m (A4:D3) -m (D)) 2 [m (DaD7)]”. (35

Por otro lado, aplicando el Teorema 2.3 al tridngulo AA; Dy A5 y usando la ecuacioén (3.7), se
tiene que

[m (A42)]" = [m (4D3)]” + [m (A4Dy) —m (D> D7),
Desarrollando cuadrados y tomando en cuenta la ecuacién (3.8) se tiene que
m (4142)]" = [m (4D7)]" = [m (D2D1)]
y por la ecuacién (3.6) se finalmente que
[m (A142)]" = [m (4 D))" = [m (43D7)]°
O

Observacion 3.1. Podemos probar directamente también para la tltima parte por congruencia
de tridngulos, osea que AA;As Dy =2 ANAs Ay Az y esto llevard a que

m (A1) fm (A1D7) + m (DiA3)]

[m (AlDl) -m (D2D1)} m (A1A2)
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Teorema 3.3 (Teorema de Blanchet). Sean el tridngulo AA1A3As y Dy, € A;A; para {3, j,k} =
{1,2,3}. Si algin A;D; es altura del lado AjAy para {i,j,k} = {1,2,3} y P € A;D; para
i=1,2,3, entonces £LD;D;A; = /Dy D;A; para {i,j, k} = {1,2,3}

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea AzDs la altura del lado A;As en el tridngulo
ANA1AsAz. Ademés, sean D1 y Do puntos sobre los lados respectivos As Az y A1 As tales que,

Como se tiene que P € A;D; para i = 1,2,3 entonces

A1D2 N A2D3 N A3D1 = {P}
Trazando la recta £ paralela al lado A1 Ay del AA;As Az, tal que
LNAAIAJA3 = {A3}

y proléngando los segmentos D3Dy y D3D; hasta los puntos F; y Fs, respectivamente (ver
Figura 4), se tiene que

—_— —_—
D3D2 N ,C = {El} y D3D1 n L: = {EQ}

D3

(a) Segmentos, rectas y extensiones

(c) Angulos iguales

Figura 4: Representacién para el Teorema de Blanchet.

Dado que D3Ajs es la altura de A;As entonces ZPD3Asy es recto, y como Aj;As || EEQ
entonces /P A3 FE> es recto. Se busca probar que el tridngulo A FEy D3 E5 con base Ey Es es isésceles.
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Noétese que se Cumple lo Siguiente: 4D1A3E2 = ZDlAng y 4D1E2A3 = ZD1D3A2 por ser
adngulos alternos internos entre paralelas; y ZEyD1 A3z = /D3 D1 As por ser angulos opuestos por
el vértice. De manera que, por el Teorema 2.2, se tiene que AD1D3As ~ AD1FE;As y por tanto

m (DiA;)  m (DidAy)
m (A;D5)  m (&)

(3.9)

Por otra parte se tiene que: /Dy AsFy = /Dy A1D3y /DyFE1 Az = /Dy D3 Aq por ser angulos
alternos internos entre paralelas; y LAs Do Fy = £ D3D5Aq por ser angulos opuestos por el vértice.
De manera que ADyA3FE; ~ ADy Ay D3 y por tanto

m (D) _ m (EiAy)

Ahora, como las cevianas A1 Dy, Ay Dy, A3D3 en el tridngulo A Ay Ay A3 son concurrentes en
el punto P (ver [2]), y aplicando el Teorema 2.4, se tiene que

m(Ang) m(Ang) m(A3D2)
m (DsA3) m (D:1As) m (DaAy)

-1 (3.11)

Al multiplicar las ecuaciones (3.9) y (3.10) se tiene que,

m (DlAg) om (D3A1) _m (DlAg) m (E1A3)

m (AQDS) m (Ang) m (A3E2) m (A3D2)

y por tanto

m (DlAg) m (DgAl) m (AgEg) m (m>
m (43D5) m (A1Dy) m (DiAs) m (ErAs)

=1 (3.12)

Ahora, aplicando transitividad en las ecuaciones (3.11) y (3.12), se obtiene que

m (A1D3) m(Az2Dy) m(AsD3) m (D1A43) m(D3Ay) m(AsEz) m(AsDs)

m (DsA;) m (D1As) m(DyA1)  m(A3Ds) m(A1Dy) m(DiAs) m (BiAs)

de manera que cancelando términos se obtiene que

m (A3 Es)
m (E143)

Asi, aplicando el Teorema 2.3 a los tridngulos AFyA3Ds v AFE1A3D3 se obtiene que EsDs 22
E1 D3 lo que implca que o = ZD1 D3 A3 = /Dy D3 Az = (. O

Teorema 3.4 (Teorema de Viviani). Sean un tridngulo equildtero NA1AsAs y P es un punto
interior cualquiera al tridngulo. Si Dy € A;A; tal que PDy L A;A; para {i,j,k} = {1,2,3},
entonces la medida de la altura del tridngulo es igual a

m (PD1) +m (PDs) +m (PDs) .
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Demostracion. Sea el tridngulo AA; Ay Az equildtero de lados con medidas

m (AlAQ) =m (A2A3) =m (A1A3) =k con keR (313)

Como P es un punto interior al tridngulo y PDy L A;A; (D) € A;A; tal que) para {i,j,k} =
{1,2,3}, entonces se obtiene que: PDy es altura del AA;PA3; PDs3 es altura del AA;PAg; y
PD; es altura del AAyA3.

Calculando el area de los tridngulos determinados se tiene que

a (LA 4s) = M a(AAPAy) = k-m (PDs)
(3.14)
a(AAyPAs) = %_

Sin perdida de generalidad, témese la altura AsD sobre el lado A1 As del AA;As A3, asi se
obtiene que

A A,) -m (43D -m (43D
a(AAlAQAg):m( ! 2)2m( sD) _ & mg sD).

Figura 5: Representacién para el Teorema de Viviani.

Luego, en términos de dreas equivalentes ocurre que (ver Figura 5),
a (AAlAQAg) =a (AAlpAg) +a (AAlAQ) +a (AAlpAg) .

y por tanto
k-m (PDQ) k-m (PD3) k-m (PDl) k-m (A3D)

2 + 2 + 2 - 2

lo que implica que

|

[ (P.D) +m (P:D3) +m (PDY)] = & -m (A,D)

teniendo asi que
m (PD3) +m (PDs3) + m (PDy) = m (A3D)
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Observacion 3.2. En concreto, podemos decir que la suma de las distancias desde un punto
cualquiera del interior del tridngulo equilatero hasta los lados de este, no depende del punto P.
Esto es vélido generalizando para poligonos regulares de n € N, (n > 2) lados. Considerando la

altura del AA;A5As con medida m (AgD) igual a

m (A1 A,)

V/3, se tendra un resultado anélogo.
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Los problemas apropiados para esta secciéon son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de mateméatica no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrénico, en espaiiol o
inglés, a la direccion arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en I¥TEX). Las
propuestas deben acompaiiarse de la solucion, o al menos de informacion suficiente que haga
razonable pensar que una soluciéon puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a BTEX source file). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

Los dos problemas propuestos a continuacién se plantearon en la XXXV Olimpiada Mexicana de
Matematicas 2021 celebrada virtualmente.

151. Determina todos los conjuntos no vacios C1,C5,Cs, ..., tales que cada uno de ellos tiene
un numero finito de elementos y todos sus elementos son enteros positivos, con la siguiente
propiedad: Para cualesquiera enteros positivos m y n, la cantidad de enteros positivos en el
conjunto C,, més la cantidad de enteros positivos en C), es igual a la suma de los elementos
en el conjunto Cyyyp.

Nota: Al denotar con |Cy| la cantidad de elementos de C, y con Sy, la suma de los elementos
de C}, la condicion del problema es que para m,n enteros positivos se cumple

|Cn| + |Cm| = Sm+n

152. Sea AABC un tridngulo acutangulo escaleno con ZBAC = 60° y ortocentro H. Sea wy la
circunferencia que pasa por H y es tangente a AB en B, y w. la circunferencia que pasa
por H y es tangente a AC en C.

e Pruebe que wy y w. solamente tienen a H como punto comun.

e Prueba que la recta que pasa por H y el ortocentro O de AABC' es tangente comin
awpy We.
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2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24-25, 28, 44, 54, 79, 84-91, 94—
100, 108-113, 116, 118-123, 126, 128-129, 133-143 y 145-150. Invitamos a los lectores a enviarnos
sus soluciones para esos problemas.
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