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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 20,
No. 2, 2019. Los articulos contenidos en el presente nimero fueron recibidos en el segundo
semestre del ano 2019, que fueron evaluados y aceptados para su publicacion, antes de la edicién
del presente nimero.

Es importante resaltar que el presente ntimero de la revista solo muestra (5) articulos en la
seccion de Articulos de Investigacion y un manuscrito con la solucion de tres (3) problemas pre-
sentados en la seccion de Problemas y Soluciones, y presentando un nuevo problema para resolver
propuesto en la 34% Olimpiada Iberoamericana celebrada en Guanajuato, México, en septiembre
del 2019.

El trabajo editorial relacionado con este niimero es el resultado de mucho esfuerzo de algunos
miembros del Departamento de Matematica de la Facultad Experimental de Ciencias. Los Edi-
tores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este ntimero:
a los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de confianza a la revista; a los
arbitros que evaluaron los articulos, cuya labor desinteresada permitié satisfacer los estandares
de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo editorial de
Divulgaciones Matemadticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la
seccion de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

A partir de este Vol. 20 (incluyendo el No. 1, 2019) la revista Divulgaciones Mateméticas
pasa a estar en el portal de Revistas Cientificas y Humanisticas de la Universidad del
Zulia (ReviCyHLUZ) cuyo sitio web oficial es: produccioncientificaluz.org. Ahora los
articulos estaran identificados con el membrete del Sistermna de Servicios Bibliotecarios y
de Informacion de LUZ (SERBILUZ). Por tanto, la revista tendra dos paginas web de uso
oficial: divmat.demat-fecluz.org y produccioncientificaluz.org, donde seran publicados
los articulos y se podran descargar de forma gratuita. Todo esto con la finalidad de darle més
expansiéon y reconocimiento a la revista.

Por ultimo, el Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas pide disculpas a los autores
de los articulos aqui publicados por los inconvenientes causados por la tardanza en la edicién
de este numero, les agradecemos su espera. Ademads, invitamos a la comunidad matematica
venezolana e internacional a seguir dandonos su voto de confianza sometiendo sus trabajos en la
revista para evaluacion y posible publicacion.

L Dr. Tobias Rosas Soto.

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas y editor del presente ntimero



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas is pleased to present the Vol. 20, No.
2, 2019. The articles contained in this issue are those received during the second semester of the
year 2019, wich ones were evaluated and accepted for publication, before the edition of this issue.

It is important to stand out that the present issue of the journal shows (5) five articles on the
section of Research Papers and one manuscripts with the solution of three (3) problems presented
in the section of Problems and Solutions and presenting a new problem to solve propoused on
the 34% Olimpiada Iberoamericana celebrated in Guanajuato, Mexico, on september 2019.

The editorial work related to this issue is the result of the efforts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to ex-
press their gratitude to all of those who made this issue possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of confidence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with selfless work, guaranteeing the quality standards of the journal and significantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemadticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

From this Vol. 20 (including the No. 1, 2019) the journal Divulgaciones Matemaéticas is goin
to be in the portal of Revistas Cientificas y Humanisticas de la Universidad del Zulia
(ReviCyHLUZ) wich oficial webpage is: produccioncientificaluz.org. Now the articles
will be identify with the letterhead of Sistema de Servicios Bibliotecarios y de Infor-
macion de LUZ (SERBILUZ). Furthermore, the journal will have two oficial webpages:
divmat.demat-fecluz.org and produccioncientificaluz.org, where will be published the
articles y it will may download in a free way. All these with the purpose to give more expantion
and recognition to the journal.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas ask for apologize to the au-
thors of the articles published here for the inconvenient the delate of the edition of this issues
made, we thanks your wait. Furthermore, we invite the Venezuelan and international mathemat-
ical community to continue giving their support by submitting their articles to our journal for
evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobias Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas and editor of the present issue



DIVULGACIONES MATEMATICAS
Vol. 20, No. 2, 2019

Contenido (Contents):

Articulos de Investigacion
(Research papers)

Propiedades geométricas de poligonos en planos de Minkowski.
Geometric properties of polygons in Minkowski planes.
Loidybeth Carrillo Colmenares, Tobias Rosas Soto

Locally defined operators in the space of functions of bounded A-variation.

Operadores localmente definidos en espacios de funciones de A-variacion acotada.
Wadie Aziz, José A. Guerrero, Newman Zambrano

On the C-trace pseudospectrum in the matrix algebra.
Sobre el pseudoespectro de C-traza en el algebra matricial.
Aymen Ammar - Aref Jeribi - Kamel Mahfoudhi

Composition operators from Sobolev spaces into Lebesgue spaces.
Operadores de composicion desde espacios de Sobolev en espacios de Lebesgue.
Wadie Aziz

On some interesting properties of p—laplacian equation.
Sobre algunas propiedades interesantes de la ecuacion p—laplacinana.
Gustavo Mboro Nchama, Mariano Rodriguez Ricard, Angela Ledn Mecias

Problemas y Soluciones
(Problems and Solutions)

José H. Nieto S. (Editor)

1-30

31-38

39-44

45-62

63-71

72-75






V| UNIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

= DEL ZULIA B s R Repositorio Académico

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30

Propiedades geométricas de poligonos en planos
de Minkowski

Geometric properties of polygons in Minkowski planes

Loidybeth Carrillo Colmenares (loidy_16@hotmail.com)
Tobias Rosas Soto (trosas@demat-fecluz.org)

Departamento de Matematica
Facultad Experimental de Ciencias
Universidad del Zulia
Maracaibo - Venezuela

Resumen

En este articulo se estudian las propiedades geométricas de dos tipos de poligonos en el
plano normado y afin R?, tales como: cuadrildteros y pentdgonos. Se generaliza la nocién de
anticuadrilatero para cualquier cuadrildtero, con respecto a un punto del plano y se introduce
la nocién de C-ortocentro para cuadrilateros inscritos en una circunferencia. De igual forma
se define la nocién de antipentdgono para un pentdgono cualquiera, en el plano normado
y affn R?, con respecto a un punto dado y también se introduce la nocién de C-ortocentro
para pentdagonos inscritos en una circunferencia. Se determinan las relaciones geométricas
del baricentro de estos poligonos, sus respectivos antipoligonos, los tridngulos formados por
sus vértices y algunos puntos notables de dichos tridngulos, tales como: baricentros, cir-
cuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando estos existen). Se utilizé el programa
Geogebra para la modelacién de figuras en el plano euclideo R2.

Palabras y frases clave: Planos de Minkowski, poligonos, centroide, C-ortocentro, an-
tipoligonos.

Abstract

In this article we study the geometric properties of two type of polygons in the normed
and affine plane R?, such as: quadrilaterals and pentagons. The notion of antiquadrilateral
is generalized for any quadrilateral, with respect to a point in the plane and we introduce
the notion of C-orthocenter to inscribed quadrilaterals on a circumference. On the same way
we define the notoion antipentagon for any pentagon in the normed and affine plane R?,
with respect to a given point and so we introduce the notion of C-orthocenter to inscribed
pentagons on a circumference. The geometric relations of the barycentre of this polygons, its
antipolygons, the triangles formed by its vertices and some points related to these triangles,
such as: baricenters, circumcenters and C-orthocenters (when they exist), are determined.
The Geogebra program was used for the modeling of figures in the euclidean plane RZ.

Key words and phrases: Minkowski planes, polygons, centroid, C-orthocenter, an-
tipolygons.

Recibido 13/08/2019. Revisado 30/08/2019. Aceptado 12/11/2019.
MSC (2010): Primary 51F05; Secondary 51N10, 51N20.
Autor de correspondencia: Loidybeth Carrillo Colmenares
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1 Introduccion

Desde el punto de vista analitico, el plano euclideo es un espacio bidimensional con producto
interno donde se satisfacen los axiomas de Euclides para la Geometria (ver [1, 3, 4, 11]). Co-
mo consecuencia de la estructura algebraica del espacio y sus relaciones, los distintos objetos
geométricos pueden ser vistos como ecuaciones algebraicas. Por tanto, los resultados de la Geo-
metria clasica de Euclides pueden ser traducidos o interpretados como algin tipo de relaciéon
algebraica analitica.

Ahora bien, en los espacios vectoriales bidimensionales (planos) se pueden definir diferentes
tipos de normas y, por tanto, distintas formas de medir en dichos plano. Estos planos normados
son llamados planos de Minkowski y han sido muy estudiados (véase [3, 4, 11]). Todo matemético
que trabaje con Geometria en planos de Minkowski sabe, de su propia experiencia, que hay muchas
propiedades geométricas elementales no se cumplen para todos los planos normados en general,
tal y como se cumplen en el plano euclideo. Sin embargo, algunas propiedades pueden redefinirse
de manera que las mismas se cumplan, en cierto modo, en planos normados. Un ejemplo de esto
se puede observar en [2, 5, 6, 8, 9, 10] sobre tridngulos y en [2, 7] para cuadrildteros inscritos en
una circunferencia.

En este trabajo concentramos nuestro estudio en las propiedades geométricas existentes en
cuadrildteros y pentdgonos sobre el plano normado y affn R2. Se generaliza la nocién de anticua-
drilatero para cualquier cuadrilatero, con respecto a un punto del plano y se introduce la nocién
de C-ortocentro para cuadrilateros inscritos en una circunferencia. De igual forma se define la no-
cién de antipentdgono para un pentdgono cualquiera, en el plano normado y afin R?, con respecto
a un punto dado y también se introduce la nocién de C-ortocentro para pentagonos inscritos en
una circunferencia. También se determinan las relaciones geométricas del baricentro de cada uno
de estos poligonos, sus antipoligonos, los tridngulos formados por sus vértices y puntos asociados
con los mismos, tales como: baricentros, circuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando
estos existan).

Se utiliza el programa Geogebra (ver [12]) para la modelacién de figuras en el plano euclideo
R2. Es importante aclarar que en las figuras de ilustracién se utilizan las circunferencias generadas
por la norma euclidea con la finalidad de generar una mejor compresién de la idea que se desee
resaltar en la demostracion.

2 Preliminares

Dado un plano M y x1,29 € M. Se denota por {x1,z2) a la recta que pasa por los puntos z; y

X2, parametrizada por txy 4+ (1 —t) 23 con t € Ry por [x1,z2] al segmento entre 1 y x2, dado

xr1+x

por tzy + (1 —t)x2 con t € [0, 1], cuyo punto medio estd dado por 2 Noétese que el vector

director de la reca (x1,x2), o del segmento [z1,x3], estd dado por x; — x5. De manera que dos
rectas, o segmentos, serian paralelas si sus dos vectores directores son miiltiplos esalares entre si.

Se llamard circunferencia unitaria al conjunto C = {x € V : ||z|| = 1} y para cualquier punto
zeVyreRTU{0}, el conjunto C (z,r) =z +rC={y €V :|a—y| =r} se definird como la
circunferencia de centro x y radio r.

Sean p € M y k € R, se llamard simetria puntal de centro p a la funcién S, : M — M
dada por Sp(w) = 2p —w, Yw € M y se llamard homotecia de centro p y razén k, a la funcién
H,, : M — M dada por la expresion H, i(w) = (1 — k)p + kw, VYw € M, también llamada
homotecia puntual de razon k.
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Se llamara tridngulo con vértices en los puntos x1, zo, 3, denotado por Axjxsxs, al conjun-
to de puntos ax; + Bz2 + yrs donde a, 3,7 € RT U {0}, con a + 8 + v = 1. Los segmentos

T, +x; + T

[z1, 22], [x2, 23], [T3,21] serdn los lados del tridngulo y g = se denominara el ba-

ricentro del Az;x;x,. Un punto z se dird circuncentro del tridngulo Azjzoxs si es centro de
una circunferencia que contiene los vértices del triangulo. También dado un punto cualquiera
del plano p4 diremos que el tridngulo Apipaps es el py-antitridgulo del tridngulo Axjxoxs si

Di = Sm,; (ps) para i =1,2,3, donde m; son los puntos medios de los lados del tridngulo Axjasxs.

3—2
Se define al punto ¢ = Tot T2+ Ts — opa

el punto de simetria entre el tridngulo Azjzoxs v su

pa-antitridngulo Ap;paps, donde claramente p; = S,(z;) para i = 1,2,3. Ademds si ps un circun-
centro del tridngulo Axjxoxs, entonces se dird que x4 es el C-ortocentro del tridngulo Axizoxs

asociado a p4, si Sg(ps) = x4. Por dltimo, si x4 es el C-ortocentro del tridngulo Azqzozs y
Tq + My . . . iy

n; = %, para i = 1,2, 3. Se llama circunferencia de Feuerbach del tridngulo Azqizox3, a la

circunferencia que pasa por los puntos m; y n;, para i = 1,2, 3.

Sea V,, = {x1,x9,23, - ,2n} un conjunto de puntos distintos del plano, se llama poligono
estrellado de n lados o n-gono estrellado, de vértices z;, denotado por &y, , a la poligonal cerrada
formada por los puntos x;. De igual forma se llama poligono convero de n lados o n-gono convero,
de vértices z;, denotado por Py, , al conjunto de puntos de la forma a1 21 +oez2+azzs+- - -+, Ty,
donde a; € RTU{0} parai =1,2,3,--+ ,n, con o +as+asz+--+a, = 1. Los segmentos [z;, T;11]

y [@n, x1] son llamados lados del poligono, parai = 1,--- ,n— 1. También se llamard centroide del
n

poligono Py al punto b, = - Z x;. Es importante aclarar que b. no es el centroide del n-gono
i=1

estrellado #2), . Si hay una circunferencia C(p,r) en M tal que los vértices z; del poligono Py,

cumplen que z; € C(p,r) para todo x; € V,, se dird que C(p,r) es la circunferencia circunscrita

de Py, y p se dird circuncentro de Py, . También se dird que el poligono estad inscrito en la

circunferencia C(p, ).

Denominaremos circunferencia de Feuerbach de un cuadrildtero inscrito en una circunferencia
(ver [2]), a la circunferencia que pasa por los centros de las circunferencias de Feuerbach de los
tridngulos que se pueden formar con los vértices del cuadrilatero.

Por 1ltimo enunciaremos una serie de resultados relevantes para la comprensién y desarrollo
del articulo. A saber:

Teorema 2.1. (ver [8]) Sean p1,pa,ps y pa cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski,
pertenecientes a la C(xz,\). Sea ¢; el punto de simetria del Ap;ppp; y su x-antitridngulo, y h; =
Sq: () el C-ortocentro del Apjprpi, para {i,7,k,1} = {1,2,3,4}, entonces:

1. Los segmentos [hi, p;] tienen el mismo punto medio q. Ademds,

_pitpetp3tps— 2z
q9= B) .

2. h; —h; =pj —pi para {i,j} C {1,2,3,4}.
3. Los segmentos [hi, h;] y [gi,q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}.
4. Siw = 8y(x), entonces h; € C(w, ) parai=1,2,3,4.

3

5. ¢ €Clq,5) parai=1,2,3,4.
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4 Loidybeth Carrillo Colmenares - Tobias Rosas Soto
6. C(g,3) = H, ,(C(x, ).
7. Sim;; = pi‘;‘PJ Y xij = Sm,; (x) para {i,j} C {1,2,3,4}, entonces x;; es circuncentro de los

tridngulos que se forman a partir de los puntos {p;, p;j, hx, b} para {i,j,k,1} ={1,2,3,4}.

Teorema 2.2. Sean pi1, p2, p3 Yy pa cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski, pertene-
cientes a la C(x, N). Sea ¢; el punto de simetria del Ap;pip; y su x-antitridngulo, y h; = Sq, (x)
el C-ortocentro del Ap;prpr, para {i,j,k, 1} ={1,2,3,4}, entonces:

1.

3

Los segmentos [h;.p;] tienen el mismo punto medio q. Ademds,

pP1+p2+p3+ps—2x
q= 9

hi —h; = p; — p; para {i,5} C {1,2,3,4}.

Los segmentos [hi, hj] y [¢i, q;] son paralelos para {i,j} C {1,2,3,4}.
Siw = Sy(x), entonces h; € C(w,\) para i =1,2,3,4.

¢ €Clq,%) parai=1,2,34.

Clg,3) = H, 1 (Cla, \).

Simg; = pi;pj Y xij = Sm,; (x) para {i,j} C {1,2,3,4}, entonces x;; es circuncentro de los

tridngulos que se forman a partir de los puntos p;, p;, hi y hi para {i,7,k, 1} = {1,2,3,4}.

Cuadrilateros

Teorema 3.1. Sean x1,x2,x3,24 y f, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sea w; el

punto de simetria del Ax;xix; con su f-antitridngulo, y sea b; =

T;+ T+ 2

3 )para {Z)j’k7l}:

4

{1,2,3,4}. Sean b. = Z % y hy = Sw,(f), parai=1,2,3,4, entonces se cumple lo siguiente:

1.

i=1
Los segmentos [x;, h;], con i =1,2,3,4, tienen el mismo punto medio q. Ademds,

. 1+ To+x3+ x4 —2f
= 5 ,

es decir, ¢ = Hy__1(f).
x; —xj; =h; — h;, con {i,7} C {1,2,3,4}.

w; = Hbiﬁ%(f), para t =1,2,3,4. También w; — w; = %(bl —b;), para {i,j} C {1,2,3,4}.

by = Hbm_%(xi), para i =1,2,3,4. Ademds, b, —b; = f%(asiij), para {i,j} C {1,2,3,4}.

hi = Hy, —2(f), parai =1,2,3,4. En particular, h;—h; = 3(b;—b;), para {i,j} C {1,2,3,4}.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30



Propiedades geométricas de poligonos en planos de Minkowski 5

., , . T+ xp+x; —
Demostracion. Témese en cuenta que h; = Sy, (f), parai = 1,2,3,4 y w; = ~Z K =/

2 )
para {i,j, k,1} = {1,2,3,4} (ver (a), Figura 1). Por tanto,
x; +h xi+[2<mj+xk2+xl_f>_f] Ty + 2o+ w3+ x4 —2f
i TNy 1 2+ T3+ g —
9 9 9 c f be, 1(f)a

para todo i = {1,2,3,4}.

Figura 1: Ilustraciones 1, Teorema 3.1

Ahora (ver (b), Figura 1) obsérvese que

xj+l‘k+1‘l—f
2

hi:2wi_f:2< )—fzxj+xk+xz—2f
para {4, 7, k,1} = {1,2,3,4}. Por tanto, se tiene que

hj—hi=z;+ap+a;—2f — (x; +xp + 2 — 2f) =2, — 5.

Noétese que b; = W, para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}. Por definicién de homotecia
3 f
Hy, () = 2~ L. luego
3 f 3 (zi+zp+a f zi+op+a—f
H, 1 Z*bi—*:* 2= ) == = Wy
b3 (f)=3bi =3 2( 3 ) 2 2 v

En particular,

w; —wW; = (;bl — g) — <3b] — g) = ; (bl —bj).

para {i,j} C {1,2,3,4} distintos (ver (a), Figura 2).

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30
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(a) Items. (b) ftem 4.

Figura 2: Tlustracién 2, Teorema 3.1

T+ T2+ x3 + Ty
4

Por otro lado, se tiene que b, = y, por definicién de homotecia,

1 1 T+
Hy, _1(xi) = §(4bC —x;) = §((x1 +ap+ w3+ ay) —x) = w =b;.
para {i,j, k,1} = {1,2,3,4}. Luego, (ver (b), Figura 2)
4 1 4 1 1
bty = g~y ) = (e go) = (e g ) = gt

Por ultimo, por definicién de homotecia, Hp, —o(f) = 3b; — 2f (ver (c), Figura 2). Asi,
Hy, —o(f) = xj + o + 21 — 2f, para {i,7,k,l} = {1,2,3,4}, implicando que h; = Hy, —2(f),
para ¢ = 1,2, 3,4. Por tanto,

hi —hj = Hy, —o(f) — Hy,,—2(f) = (3bi — 2f) — (3b; — 2f) = 3(b; — bj).

mostrando lo deseado. O

Basados en el Teorema 3.1 se puede establecer la definicién de anticuadrilitero para un cua-
drilatero cualquiera, con respecto a un punto en el plano:

Definicién 3.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea V4 = {x1, 22, 23,24} el conjunto de vértices

4
1
del cuadrildtero Py, (£y,) en M, y sea b, = ZZ:E,-. Sean f € M, tal que f ¢ V;, y ¢ =
i=1
Hy, —1(f). Se dice que el Py, (P3,) es el f-anticuadrildtero de Py, (Py,), st Ha = {h; : by =
Sq(x;) para i =1,2,3,4} (ver Figura 3).

(a) Convexo (b) Estrellado

Figura 3: f-anticuadrilatero
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Nétese que la Definicién 3.1 también cumple que h; = Sy, (f), para i = 1,2,3,4, donde w;
es el punto de simetria del Azjzyz; con su f-antitridngulo, para {7,7,k,l} = {1,2,3,4}. Esto
concuerda con la Definicién 3.1 de anticuadrildtero, mostrada en [7] para cuadrildteros inscritos
en una circunferencia.

Teorema 3.2. Sean x1,x2,x3,24 y [, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean w;
T+ Tk + T

3
. Ty )

{1,2,3,4}. Sean bC:ZZ’ q = Hy, 1(f), y hi = Su,(f), para i = 1,2,3,4, entonces se
i=1

el punto de simetria del Axjxpz; con su f-antitridngulo, y b; = , para {i,j,k,1} =

cumple:
1. Si 2z = Sg(w;), los segmentos [b;, 2] se intersectan en el punto g = H, _s(f), para
i=1,2,3,4. i

2. Los segmentos [h;, h;] y [wi,w;] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}. En particular,
hi — hj = 2(w; — w;).

3. Sit=S54(f) y zi = Sq(w;), entonces z; = H, 1(x;), parai=1,2,3,4, y z; — z; = wj — w;,
)
para {i,7} C {1,2,3,4}. Ademds, z; es el punto de simetria del Ahjhih; y sut-antitridngu-
lo.

4. Los segmentos [x;, x;], [b;, b;] y [wi, w;] son paralelos, para {i,j} C {1,2,3,4}. En particu-
1
lCL’I", b, — bj = g(xj — .’L‘i).

(Ei+l’j

5. Simg; = , para {i,7} C {1,2,3,4}, entonces

be = [m12,m34] N [Ma1, mas] .

Demostracion. Noétese que la solucion del sistema de ecuaciones:

I-t)bhi+tizi=wm
(1 —t2) by +taze =y

(1 —t3)bs +t323 = y3 (3.1)
( )

1 —14)bs +taza = ya

con t; € R para i = 1,2,3,4, muestra el punto g de interseccién de los segmentos [b;, z;] (ver
(a), Figura 4). En efecto, tomando en cuenta que z; = Sy(w;), para ¢ = 1,2, 3,4, se igualan dos
ecuaciones cualesquiera del sistema (4.5) obteniendo que:

(1 — tz)bz + tizi = (1 — tj)bj + thj,
(1 —t)bi +t:(2g — w;) = (1 — t;)bj +t;(2¢ — wy)

Ti+xr+x T, +xr +x
(ti—tj)Qq—f—(l—ti) (]3’”> —tiwi = (1—tj) (;l) —tjwj

1 1 1 1 1
(3 + gtz —tj) xj + (tz - Etj - 3) x; + é(tl —tj)(ZL'k +{El) — (tl —tj)f =0
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De donde se obtiene el sistema:

t; —6t; = —2
6t —t; =2 (3.2)
ti - tj == 0

2 2
cuya solucién estd dada por t; = E= t;. Asi, t; = 3 para todo i = 1,2, 3, 4.

(a) ftem 1.

Figura 4: Ilustracién 1, Teorema 3.2

Sustituyendo ¢; en (4.5), y utilizando el {tem 1., Teorema 3.1, se obtiene que

4 2

W; .

2 2 3 2 3 4 2 3 8
(1—5) bz+*Z,L: *b2+*(2q—’w7‘) = gbz+*(2bc—f)— —W; = *bi‘i‘*bc_*f_

55" 5 5 5 ' 5' 5° 5 5

Como w; = Hy,, _1(f), parai=1,2,3,4 (por el item 3. del Teorema 3.1), se tiene

2

2 2 3 8 4 2 (3 1 8 3
(1_5>bi+52i—5bi+5bc_5f_5(2bi_2f)—5bc_5f

s (f):

5

Noétese ahora que h; = Sy, (f) para i =1,2,3,4 (ver (b), Figura 4). Por tanto,

hi = hj = Sw,(f) = Sw; (f) = Qwi = f) = Qw; — f) = 2(wi — wy).

Por otro lado, si z; = S,(w;), para i = 1,2, 3,4, se tiene

8 3
Asi, g = Sbc — gf ¥, por definicién de homotecia, g = H,, _

zi — 25 = Sq(w;) — Sq(w;) = (2¢ —w;) — (2 — w;) = w; — w;

1 1
para {i,j} C {1,2,3,4}. De igual forma como H, 1 (z;) = St + 5x; y t = S¢(f), se tiene que

2 2
1 1 x — f zi — f
Hy (@) = 5(2q—f)+§$i:q4‘ 5 T4t Twimwi =
T — T+ T+ x—

(x1+x2+x3+x4—2f
q+

—2:2—1
> >w q—w
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De manera que se cumple el item 3. (ver (a), Figura 5).

(b) ftem 4.

Figura 5: Ilustracion 2, Teorema 3.2

Nétese que por el item 2. del Teorema 3.1, los segmentos [z;, z;] y [hs, h;] son paralelos. Luego,
por el item 2., los segmentos [h;, h;] y [w;, w,] son paralelos. Asi, por transitividad, los segmentos
[zi, ;] ¥ [w;, w;] son paralelos (ver (b), Figura 5). Ademas,

T +xpt+r; Tt rTptar; ;@

b; —b; = — =
J 3 3 3

Finalmente, (ver (c), Figura 5), para determinar el punto de interseccién de los segmentos:

(1 —to)maz + tomsa y (1 —t1)mar + timas. (3.3)

para tg,t; € [0,1]. Igualemos las ecuaciones presentes en (3.3), para determinar los valores de ¢
y t1:
(1 — to)mlg + t0m34 = (1 - tl)TTL41 + t1m23. (34)

Asi, desarrollando la ecuacién (3.4) se tiene que

A T3+ T4t T T2+
(1 to) (122> Lt <324> _ (-t (421> L (223>

) [(1_2t0)+(t12_1)} + [(1_;0)—2] + a3 <t20—t21)+x4 [gJJr(tl;l)} -0

De donde se obtiene el sistema:

to+t1=1 1
:}toztlz—
to—t1 =0 2

Sustituyendo el valor de ty en la primera ecuacién en (3.3) se tiene que:

1 T + 2o 1 T3 + T4 _x1+ac2+x3+x4_b
2 2 2 2 N 4 e
obteniendo asi lo deseado. O

Es importante notar que las propiedades de cinco puntos cualesquiera en un plano de Min-
kowski mostradas en los Teoremas 3.1 y 3.2, también son validas en un espacio vectorial bidi-
mencional pues las demostraciones de dichos teoremas se realizaron usando solo nociones afines
que no dependen de la norma del plano tales como: simetria, homotecia y paralelismo.
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Por otro lado, obsérvese que si V4 = {21, 2, 3, x4} es el conjunto de vértices de los poligonos
Py, y &y,, entonces todas las propiedades del Teorema 3.1 y Teorema 3.2 se cumplen para Py,
v Py,, salvo el hecho de que b, es el centroide de Py, (bpv4), pero no el de Py,.

Ahora se presentardn dos resultados donde se mostraran propiedades de un cuadrildtero inscri-
to en una circunferencia, relacionadas con un punto cualquiera del plano. Se estableceran algunas
comparaciones de las mencionadas propiedades con otras presentes en el Teorema 2.1 y algunos
otros resultados contenidos en [7].

Teorema 3.3. Sean M un plano de Minkowski y C(x,r) una circunferencia en M. Sean x1,x2, T3,
T, 4+ To+ 3+ T4 — 220

x4 y [ puntos distintos de M, con x1,x9,x3 y x4 en C(x,r). Sean g, = > ,

4

+ a5+ —2 ; +xy + o
Z % I S Rk Tkl f. Sean b; = Lok y w; el punto de simetria del
i=1

2 3

Axjz k_xl y su f-antitridngulo para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}; cr = Sq(z); y hi = S¢(x;) para
1 =1,2,3,4, entonces se cumple:

1. Sicy = Hbc’fé(m) es el centro de una circunferencia que contiene los b;, entonces C(cp, 5) =
H, _y(C(z.1)).

2. Sicy = Hj 3(co) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C(cw, 5) =
Hf,% (C(Cb7 %))

3. Sicy = Hf,% (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C (cw, g) =

Hy ) (Clen,m)).
4. Sicy es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces ¢ = Se,, (qz)-

Demostracion. Tomemos y € C(cp, §), por tanto ||y —y|| = 5 (ver (a), Figura 6). Se verd que

Wl =

y € Hy, _,(C(x 7)). Supéngase que existe w € C(z,r) tal que y = H, 1( ), determinemos la
forma que *tendrfa tal w. A saber,

1 1 4 1

Y= Hbc,f‘%(w) = <1 + 3> bc - gw = gbc — gw,

entonces w = 4b. — 3y.

Veamos ahora que w € C(x,r). Como ¢, = Hbc,fé(l’) por hipétesis, entonces

=3y —cl =

4 1
—w|| = ||z — (4b. — 3y)|| =3 |ly — ( =be — =
o = wll = llo = (40 = 3931 =3}y ~ (5 - 3)

De manera que y € H, _1(C(z,7)) y por tanto, C(ce, 3) C Hy _1(C(z,7)).

1
~3
Luego, si y € Hy_ 77(0( r)), entonces existe z € C(x,r) fal que y = H,__1(z). Obsérvese
que ||z — z|| = r, asi

4 1 4 1 1 r
S R N[ IO ITR

De manera que y € C(cy, 3) v, por tanto, C(cy, 5) O Hy, _1(C(x,7)).
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Siy € C(cw, 5), entonces [lc, — y|| = g (ver (b), Figura 6). Veamos que y € Hy s (C(cp, 3))-

Supéngase existe w € C(cp, 5) tal que y = Hﬁ% (w). Determinemos la forma de dicho w,

3 3 3 1
yZHf,g(w):(1—2>f+2w=2w—2f,

1
entonces w = 3 (2y + f). Veamos que w € C(cp, 5). A saber,

feo = wll = o= (5 2+ 1)) | = 5 I3 = 2+ 10 (3.5)

Como ¢, = Hy s (cp), se tiene que

T 3 3 1 1
=llew =l = (1= 3) £+ 5= = 313020 = 7 = 5 e = 2 4]

por tanto
13cy — 2y + f)ll = (3.6)

Asi, por las ecuaciones (3.5) y (3.6), se tiene que ||cp, — w|| = g De manera que y € Hy 3 (C(cs, 3)),
obteniendo que C(cw, 5) C Hy 3 (C(cs, 3))
Luego, siy € Hy 3 (C(cs, 3)), entonces existe z € C(cy, 3) tal que Hy s (2) = y. Obsérvese que

r

llew — 2| = g Veamos entonces que y € C(cy, 5), asi

3 1 3 1 3
lew =1l = |ip (@)~ Hy32)| = | (Geo = 57) = (3= 57) | = § heo =21 = 5

(b) Item 2.

Figura 6: Ilustracion 1, Teorema 3.3

Probemos ahora que C (¢, 5) = Hy 1 (C(cn, 7)) siempre y cuando ¢y, = Hy 1 (cp) sea el centro
de una circunferencia que contiene los w; (ver (a), Figura 7). Témese un y € C(cy, 5) y veamos
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que y € Hf’%(C(ch,r)). Supéngase que existe w € C(cp, ) tal que y = Hf,%(w). Determinemos
quién serfa w,

1 1 1 1
H = 1—7 —_ = — —_ —
fy%(w) < 2>f+2w 2f—|—2w Y,

Figura 7: Ilustracion 2, Teorema 3.3

entonces w = 2y — f.
Veamos que w € C(cp,r). A saber,

llen —wll = llen = 2y = Hll = llen — 2y + £ (3.7)

1
Por otro lado, se tiene que g =llcw =yl = B IIf + cn — 2y|| v por tanto || f + cn — 2y|| = r. Asi,
por la ecuacion (3.7), se tiene que ||, — w|| = r. De donde se obtiene que y € Hy 1(C(ca,7)).De
manera que C (cy, 5) C Hy 1 (Clen,T))-
Luego, si y € Hy 1(C(cn,7)), se tiene que existe z € C(cn, 1) tal que Hy 1(z) = y. Obsérvese
que |cp, — z|| = r. Veamos que y € C(cy, 5). Por hipdtesis se tiene
1 1 1 1 1 r
lew —yll = HHﬂ%(ch) - Hf,%(z)H = H <2f + 2ch> - <2f + 22) H ==glen—zl=3
Por tanto, Hy 1 (C(cp,7)) CC (cw, ).
Por ultimo, veamos que si ¢, = Hy 1 (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los
w;, entonces ¢ = Se, (¢.) (ver (b), Figura 7). Obsérvese que:

1 1
Scw(%c) = QCw%z(QfJFQCh)Q:chFCh%f+(2q17)%c
S 1+ 2o + 23 + x4 — 20 :2q_(x1+9:2+:c3+x4)+f:
2 2
$1+I2+I3—|—$4—2f
= 29— 5 =2¢—q=gq
obteniendo asi lo deseado. O
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Teorema 3.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean C(x,r) una circunferencia, y x1,22, 23, T4,

e T1+To+ T3+ T4 — 2
puntos distintos de M, tal que x1,x9,x3,24 € C(xz,7). Sean q = ! 2 3+ T4 ;q; el

2
punto de simetria del Ax;xpx; con su x-antitridngulo, w; el punto de simetria del Axjxpz; con
su f-antitridngulo, para {i,j,k, 1} = {1,2,3,4}; ¢;, = Sq(x); y hy = Sy(z;) para i = 1,2,3,4.
Entonces se cumple:

1. C(q,5) = Hché(C(x,r)).

2. Sie; = Suw,(qi), entonces C(e;, 5) es una circunferencia medial del f-antitridngulo del
Azxjapay, para {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}. Ademds, e; € C(q,5) y e; es el punto medio del
segmento [z, h;], para i =1,2,3,4.

8. S u; = Sy(e;), entonces C(us, 5) es una circunferencia medial del t-antitridngulo del
Ahjhihy para {i, j, k,1} = {1,2,3,4}. Ademds, u; € C(q,5) y u; es el punto medio del seg-
mento [cn, z;], para i =1,2,3,4.

4. x—f=e —q; parai=1,2,3,4.

5. e; —ej =u; —u,; para {i,j} C {1,2,3,4}.

Demostracion. Dado que c; = Sy(z), se tiene que ¢ = H,,

1(z) (ver (a), Figura 8). Témese y €
C(q,5), es decir |lg —y|| = g’ y veamos que y € HC}“%(C(:&, r)). Supdéngase que existe w € C(x, )
tal que y = H,, 1 (w) y determinemos jcuél serfa el w que cumple tal condicién?. Nétese que

1 1
Y= 50 + W de donde w = 2y — ¢;. Veamos que w estd en C(x,r). Asi,

[ —wll = [le = (2y = cn)ll = [l = 2y + enll = [lv — 2y +2¢ — z[| = 2[l¢ — y[| = -

(b) ftem 2., primera parte

Figura 8: Ilustracién 1, Teorema 3.4

Por otro lado, sean mj, = i _;m, mj = it xl, mig = Tt T los puntos medios del
Axjxpry, para {j,k,1} C {1,2,3,4}. Veamos que my, € C(q;, 5) para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}.
Como z; € C(x,r), entonces ||z — z;|| = r. Por tanto,

T;+xt+x—T Tj + T T —x; T
Cma|] = — = = —, 3.8
la: — el . (=3 ] (35
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mostrando asi que m;r € C(g;, 5). Ahora, sean y; = Sy, (2;) y njx los puntos medios del Ay yry
(el f-antitridngulo del Azjxpx;), para {i,j,k,1} = {1,2,3,4}. Asi, por hipétesis, es claro que
njk = Sw, (Mm;k). Luego, por la ecuacién (3.8), se tiene que

r
lles = ngell = 11Sw: (4i) = Swi (M)l = llas — mll = -

Por tanto, njx € C(e;, §), siendo asi C(e;, §) una circunferencia medial del Ay;yry; para {i, j, k, 1} =
{1,2,3,4} (ver (b), Figura 8).

Probemos ahora que: e; € C(q, 5); y e; es el punto medio del segmento [z, h;], parai = 1,2, 3, 4.
Asi,

(3.9)

i+ +x—f rj+txp+a -7 rj+xp+a—2f +x
€ =2w; —q; =2 - = )

2 2 2

I1+$2+$3+I4—2f

Luego, por (3.9), dado que ¢ = 5 , se tiene
Ti+ T+ + 2 — 2f Tj+xp+o—2f+x Ti— X r

Usando (3.9), y dado que h; = Sy(z;) para ¢ = 1,2,3,4, se tiene que e; es el punto medio del
segmento [z, h;] (ver (a), Figura 9). En efecto,

r+h; x+2q-—x; x+ai+aataztrs—2f—x; xt+ajtapta—2f

€;

(a) ftem 2., segunda parte (b) ftem 3., segunda parte

Figura 9: Ilustracién 2, Teorema 3.4

Usando un razonamiento similar al anterior. Témese en cuenta que h; = Sy(z;), u; = Sq(e;),
para ¢ = 1,2,3,4. Luego, denotemos: z; = Sq(w;); pi = Sq(qi); di = Sq(yi); ajx = Sq(mjr);
y bjr = S¢(n;i). Como las simetrias preservan distancias, entonces se verifica el ftem 3.. Para
ilustrar este resultado vedse la Figura 10 y la parte (b) de la Figura 9.
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Figura 10: Tustraciéon 3, Teorema 3.4: [tem 3., primera parte

Por otro lado, (ver (a), Figura 11), sea e; = Sy, (¢;) = 2w; — ¢; para i = 1,2, 3,4, de donde

ritapto—f (xjtapta—w e
2 2 '

ei_Qizei_QiZQ(wi_Qi)ZQ[

(b) Item 5.

Figura 11: Ilustracion 4, Teorema 3.4

Por ultimo, nétese que u; = Sy(e;) para i = 1,2,3,4 (ver (b), Figura 11). Como S,(e;) =
2q — e;, se tiene que

u; —u; = Sq(ei) — Sqlej) = (2 — e;) — (2¢ — ¢j) = ej — e
O

En [8], la nocién de C-ortocentro para tridngulo estd dada por la interseccién de circunferen-
cias. En [6], se define simetrizando un circuncentro del tridngulo dado, con respecto a los puntos
medios de los lados del mismo. Ademads, se puede constatar que el C-ortocentro de un tridngulo
cumple que: los puntos medios de los segmentos formados por el C-ortocentro y los vértices del
tridngulo estan en la circunferencia de Feuerbach del tridangulo dado.

En un cuadrilatero la nociéon de C-ortocentro no existe. Sin embargo, para cuadrilateros ins-
critos en una circunferencia, dado el centro de la circunferencia circunscrita, existe un punto que
posee la misma propiedad para el cuadrilitero, que la del C-ortocentro con el tridngulo mencio-
nada anteriormente. Asi, observando los resultados presentados, y los presentes en [7], se puede
establecer la siguiente definicién:
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Definicién 3.2. Sea un cuadrildtero Py, inscrito en una circunferencia C(z,7), en un plano de
Minkowski M, con V4 = {x1, 22, 23, 24}. Sea ¢ el punto de simetria de Py, con su z-anticuadrildte-
ro Py, , donde Hy = {hq, ho, hs, ha}. Se dird que h es el C-ortocentro del cuadrildtero Py,, si los

X

puntos estan en la circunferencia de Feuerbach del cuadrildtero Py,, para i =1,2,3,4.

4 Pentagonos

En este punto se introduce una notacién que sera de utilidad en el proximo resultado y en lo
que sigue del articulo. Nétese que dado un conjunto Vs = {1, x2,x3, 4,25}, se pueden formar
cinco cuadrilateros cuyos vértices estdn en el conjunto V5. Por tanto, para identificar los punto
de Vs que son vértices del cuadrilatero de interés se utilizara la siguiente notacién: Vi denotard al
conjunto de punto {z;,zy, 1, s} para {i,j,k, 1, s} = {1,2,3,4,5}, es decir, Vi = V5 — {z;}. Asi,
Py; (Zy;) denota el cuadrildtero convexo (estrellado) cuyos vértices estdn en el conjunto de
puntos Vi.

Teorema 4.1. Sean x1,x2,T3,T4,T5 y [, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean
Vs = {x1, T2, 23, 24,25}, w; el punto de simetria del cuadrildtero Py, (ﬁvé) con su f-anticuadrild-

5
para {1, j,k,1, s} = {1,2,3,4,5}. Sean b, = Z i Yy
Pl

T+ T+ X1+ Ts
4

hi = Sw, (f) parai=1,2,3,4,5, entonces se cumple lo siguiente:

tero Py (P ), y bi =

1. Los segmentos [x;, h;], coni=1,2,3,4,5, tienen el mismo punto medio q. Ademds,

_.Z‘1+.%‘2+5L‘3+$C4+.%'5—3f
= 5 ,
s (f)-

es decir, q = Hbc’,i
2. x; —x; =hj—h;, con{i,j} C{1,2,3,4,5}.

3. w; = Hy, _1(f), para i = 1,2,3,4,5. En particular, w; — w; = 2(b; — b;), para {i,j} C
{1,2,3,4,5}.

4. b = Hbc,_%(x,-), para i =1,2,3,4,5. En particular, los segmentos [x;,b;] se intersectan en
el punto b..

5. hi =Hy, —3(f), parai=1,2,3,4,5.

, )
Demostracion. Dado que h; = Sy, (f), para i = 1,2,3,4,5, y w; = Tjt T TAT / para

2
{i,4,k,1,s} ={1,2,3,4,5} (ver (a), Figura 12), el punto medio del segmento [x;, h;] es:

ri+h;  xi+2w—f wmt+ast+aztayt+as—3f 5 3

2 = 2 = 2 §bc - if = Hbc,fg(f)’

De manera similar, (ver (b), Figura 12), obsérvese que

Tj+xp+x+xs —2f
2

hiZSwi(f)ZQMi—f=2< >—f:xj+xk+xl+xs—3f (4‘1)
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Por tanto, de la ecuacién (4.1), se tiene que h; = x; + a2 + x; + 25 — 3f para {4,j,k, 1, s} =
{1,2,3,4,5}. Luego,

hj—hi=z;+xp+x+xs —3f —(xj +ap+a+25 —3f) =2, — ;.

(b) Item 2.

Figura 12: Ilustracion 1, Teorema 4.1

Dadoquewi:xj+xk+ml+xs_2f Tj+ T + 2 + Ts

ybi =
2
veamos que w; = Hy, _1(f) (ver (a), Figura 13). Asi,

, para {ivj’kvl’s} = {172a374a5}a

] s 1 5_2
th1(f)_2bi_f_2<xj+xkixz+x >_f_xj+xk+x21+x f:wl- (4.2)

En particular, por la ecuacién (4.2), para {i,j} C {1,2,3,4,5}, se tiene que

’U}i—’wj:2bi—f—(2bj—f):2(bi—bj).

[ =8
1]\

(a) ftem 3. (b) Ttem 4.
Figura 13: Tlustracion 2, Teorema 4.1
Por otro lado, se tiene que b, = Trt et x53 L2 s 3:57 y por definicién de homotecia
5 1 T1+Tot+r3+24+25 1 Tj+ T+ T+ T
H i:*bc—*i: — —X; = :bl 4.
A L 4 4° 4 (43)
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para {i,7,k,l,s} = {1,2,3,4,5} (ver (b), Figura 13). En particular, tomando en cuenta la ecuacién
(4.3), se tiene que

5 4 1
4 4 1 *bc — gbl + gl’l = bc

4
para i = 1,2,3,4,5, y por tanto b, es un punto del segmento [b;, z;] para i = 1,2,3,4,5.

Ti+xp+x+x L.
. 1 > para {i,j,k,1,s} =

Por tltimo, ndtese que Hy, —3(f) = 4b; —3f y b; =
{1,2,3,4,5} (ver Figura 14).Por tanto,

Hy, —3(f)=aj+xp+x1+xs — 3f

Figura 14: Item 5., Teorema 4.1

Asi, usando la ecuacién 4.1, se tiene que h; = Hy, —3(f) parai=1,2,3,4,5. O

Basados en el item 1. del Teorema 4.1, se establece la definicién de antipentdgono para un
pentdgono cualquiera, con respecto a un punto en el plano, de la siguiente manera:

Definicién 4.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea Vs = {z1, 22,23, 24,25} €l conjunto de
5
1
vértices del pentdgono Py, (Zy.) en M, y sea b, = 3 ZmZ Sean f € M, donde f ¢ Vs, y
i=1
q = Hbm_%(f). Se dice que el pentdgono Py (P4.) es el f-antipentdgono de Py, (Hy,) si

Hg, - {h17h27h37h4, h5} y hz = Sq(aci)7 para 1= 1,2,3,4,5.

Teorema 4.2. Sean x1,x9,x3,24,x5 y f, puntos distintos en un plano de Minkowski M. Sean

Vs = {x1, 22,23, 24,5}, w; el punto de simetria del cuadrildtero Py (BZV;;) con su f-anticuadrild-
5

. para {i,j, k,1,s} = {1,2,3,4,5}. Sean b, =»

i=1

X4
5’

Tj+ T+ T+ X
4
q= Hb.7_%(f), y h; = Sw, (f) parai=1,2,3,4,5, entonces se cumple:

tero Py, (Pu.), y bi =

2(f), para i =

1. Si z; = Sq(w;), los segmentos [b;, z;] se intersectan en el punto g = Hy,, _»

1,2,3,4,5.

2. Los segmentos [hi, hj] y [w;, w;] son paralelos para {i,5} C {1,2,3,4,5}. En particular,
hi — hj = 2(’11}1‘ — wj).

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1-30



Propiedades geométricas de poligonos en planos de Minkowski 19

3. Sit=84(f) y zi = Sq(w;), entonces z; = Ht’%(xi), parat=1,2,3,4,5, y z; — z; = wj — w;
para {i,5} C {1,2,3,4,5}. Ademds, z; es el punto de simetria del cuadrildtero Py (‘@Hs))
con su t-anticuadrildtero.

4. Los segmentos [x;,x;], [bi,b;] y [wi, w;] son paralelos, para{i,j} C {1,2,3,4,5}. En parti-
cular b; — b; = i(xj —x;).

Demostracion. Nétese que la solucion del sistema

(1 — tl) b1 +t121 =11
(]. — tg) b2 + tQZQ = Y2
(1 —t3)bs +t3zs =ys (4.4)
(1 —ta)bs+taza =y
(1 —t5)bs +t525 = ys5

con t; € R para i = 1,2,3,4,5, muestra el punto g de interseccién de los segmentos [b;, z;] para
i=1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 15).
Tomando en cuenta los valores de z;, b; y de w; se tiene que igualando dos ecuaciones cuales-
quiera del sistema (4.4) se obtiene:
(1 — tz)bz + tizi = (1 — tj)bj —+ thj,
(1 —t)bi +ti(2g — w;) = (1 = t;)b; +t;(2q — wy)

Ti+Tr+x+ x4 T, +xr + 2+ X
(ti_tj)2q+(1_ti)< ’ k4 l )-tiwz:(l—fj)( k4 l )‘tjwj

1 1 1 1 1
<4 + Zti — tj> Z; + <t1‘ — th - 4) T, — l(tj — ti)(xk + 2 +.’ES) — Q(ti — tj)f =0

De donde se obtiene el sistema:

t—4t; = —1
At —t; =1 (4.5)
ti—t;=0

1 1
cuya solucion estd dada por t; = 3 =t;. Asi, t; = 3 para todo ¢ = 1,2, 3,4,5.

Figura 15: Tlustracion 1, Teorema 4.2
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3 (f)

(item 1., Teorema 4.1) y w; = Hy, —1(f), para i =1,2,3,4,5 ({tem 3., Teorema 4.1), se obtiene
que

Sustituyendo #; en la i-ésima ecuacién de (4.4), y utilizando el hecho de que ¢ = H, _

1 1 2 2 1 2 5 1 2 5 1 5 2
( 3)b1+3zl bitga—gwi = gbitgbe—f—qwi = Sbitgbe—f—3 (2 = f) = Jbe—3f

2 (f)-

Noétese que h; = Sy, (f) para i = 1,2,3,4,5 (ver (b), Figura 15). Por tanto, para {i,j} C
{17273a4a5}a

5 2
Asi, el punto de interseccién es g = ~b. — ~ f y por tanto g = H,,__

hi*hj :Swi(f)*Swj(f) = (zwi*f) - (2wj *f) :2(wi—wj).
Se tiene que z; = Sq(w;) para i =1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 16), entonces
zi — zj = Sq(wi) — Sg(w;) = (2¢ — w;) — (2¢ — w;) = wj —w;,
para {i,j} C {1,2,3,4,5}.

(a) Ttem 3.

Figura 16: Ilustracion 2, Teorema 4.2

Como t = S,(f), se obtiene que

1 1 x; — f xi— f zitxpt+a+xs—2f
Ht,%(xi):§t+§$i:q+ B) =q+ D) +( ! 5 —w; =2 —w; = %
h; +hg + hy+ hs — 2t .
Veamos que z; = —2 o 2l + , para {i,7,k,l,s} = {1,2,3,4,5}. En efecto, como
t:Sq(f)
hj+hy+h+hs =2t (2¢—x5) + (2 — 2x) + (29 — x7) + (29 — x5) — 2t
2 N 2

8¢ — (zj +ar+a+a5) —4g+2f
2

_ 4q—(xj+xk—2kxl+xs—2f) 9w = 2
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Por el item 2. del Teorema 4.1 se tiene que los segmentos [x;,z;] y [hs, h;] son paralelos (ver
Figura 16). Luego, por el item 2., se tiene que los segmentos [h;, h;] y [w;, w;] son paralelos. Asi,
por transitividad se tiene que los segmentos [z;, ;] y [w;, w;] son paralelos. Por dltimo, basta ver

que

Tit+axrt+r+rs Tit+rptrtrs T -
bi—bi = 4 - 4 !

O

t+ x;
Nétese que el item 3., del teorema precedente, dice que Sy(w;) = H, 1(z;) = Rkl

)3
i=1,2,3,4,5.

para

Teorema 4.3. Sean Vs = {x1, T2, %3, 24,25}, un conjunto de puntos distintos en un plano de

Minkowski M, pertenecientes a la circunferencia C(x,r). Sea w; el punto de simetria del cua-

drildtero Py; con su x-anticuadrildtero Py, para {i,4,k,l,s} = {1,2,3,4,5}. Sean h; = Sy, ()

X1+ T + T3+ X4+ T5 — 3z
2

el C-ortocentro del cuadrildtero Py, ¢ = s en = Sq(x), y 2z = Sq(w;)

para i = 1,2,3,4,5, entonces se cumple:
1. h; € C(cp, 1), es decir, ¢y, es el circuncentro del cuadrildtero IE"er1 para v =1,2,3,4,5.
2. 2, €C(q,5), es decir, ¢ € C(z;, 5) para i =1,2,3,4,5.
3. Clq,5) = Hch’é(C(:c,r)).

4.z = Hch’%(xi), para i = 1,2,3,4,5. Ademds, z; es el punto de simetria del cuadrildtero
hj 4 hi + hy + hs — 2¢p,

PHZ y su cp-anticuadrildtero para © = 1,2,3,4,5, es decir, z; =

2 )
para {i,j,k,1,s} ={1,2,3,4,5}.
-3 ) s—2
Demostracion. Sabiendo que ¢ = T1t %2+ s _; T4t Ts v yw; = Tj Tkt x2l T x, se
obtiene
len = hill = [1Sq(x) = Sw, (@)]| = 112q — 2wi|| =

= |(z1+zo+as+arat+as—32) — (xj+ap+a+as —22)]| =z, —zl|=r

para {i,j,k,1,s} ={1,2,3,4,5}, (ver (a), Figura 17).

Figura 17: Tlustracion 1, Teorema 4.3
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Dado que z; = Sq(w;), y teniendo los valores de ¢ y w;, para i = 1,2,3,4,5 (ver (b), Figura
17). Se tiene que

Tj+xp+x+xs—2x  x1+ T2+ 23+ x4+ 25— 3T

2 2

lo—aif) _

2 2

lg = zill = lJwi — qll =

para {i7j7 ka l7 S} = {17 23 3; 4, 5} y por tanto, z; € C(q, %) para i= 1, 27 3743 3.

Sea y € C(q, 5), es decir, [lg—y| = 5. Se verd que y € H,, 1(C(x,7)) (ver (a), Figura 18).
Supongamos existe w € C(x,r) tal que y = HC}“%(w). Determinemos jquién seria un w que
cumpla tal condicién?. Asi,
cp +w

2
de donde w = 2y — ¢;. Ahora veamos que w € C(z,r). En efecto,

y=H, 1(w) =

c

[z —wl| = llz = (2y —en)l = llz = 2y + 2¢ — )| = 2[lg = yll =

lo que implica que C(q, 5) € H,, 1(C(z,7)). Témese ahora y € H,, 1(C(x,r)), por tanto existe
z € C(w,r) tal que y = H,, 1(2). Veamos que y € C(q, 5). Asi,

1
2

r

cp+ 2z 1 1 1
la m|\p (%5 )H 3120 = e — 2l = 5120 = (20— 2) = 2l = 5 o — 2] = 7

De manera que, H,, 1(C(z,r)) € C(q, 3).

(b) ftem 4., primera parte (c) ftem 4., segunda parte

Figura 18: Tlustracién 2, Teorema 4.3

cy + x;

Veamos que = 2q — w; (ver (b), Figura 18). Por un lado se tiene

chp + x; 2q —x 4+ x; T1+To+ 23+ 24 +25 — 42+ 24 T;+ T+ X+ 2
2~ 2 2 B 2

—2z. (4.6)
Por otro lado, se tiene que

xj—l—xk—l—xl—i—xs—%c)

2 —w; = (m1+x2+x3+x4+x5—3x)—( 5

(4.7)
T+ X+ 21 + Ts
2

= z;+ — 2.
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De las ecuaciones (4.6) y (4.7) se obtiene lo deseado.
Mostremos ahora que

hj+hk+h21+hs—20h :xi+$j+$k-2|-$z+$s o

En efecto,

hj+he +h+hs —2c,  2(w; +wy +wy +ws) — 4z — 2(29 — )
2 2 (4.8)
wj + wg +w +ws — 29 — .

T+ Tk +x + 15— 2T

Como se tiene que w; = , por el item 3. del Teorema 4.1, entonces

2
dx; +3x; + 3 3z; 4+ 3xs — 8
wj +wg +w +ws —2¢—x = S xk; SR x—2q—x
= 2mi+3(mj+mk;xl+xs)—5:r—2q.

1+ a2+ 23+ 24+ 75 — 32

Ahora, como ¢ = , se tiene que

2
wj +wp +w Fws —2g—x = xi+xj+xk;xl+xs—2x. (4.9)
Asi, por las ecuaciones (4.8) y (4.9) se obtiene lo deseado (ver (c¢), Figura 18). O

Teorema 4.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos Vs =
{z1, 22,23, 24,25}, la circunferencia C(x,r), con x; € C(x,r) parai=1,2,3,4,5, y [ un punto

+ 25+ a3+ 4 + 25 — 3 + 22+ T3 + T4 + 25 — 3
ethalquef¢V5.Seanq$:xl T2 x32x4 s x’q:ml T2 a:32a:4 5 f

5

€X; Ti+xr+x + X8
ybC:ZE.Seanbi: J 1
i=1

con su f-anticuadrildtero para {i,j, k,l,s} = {1,2,3,4,5}; cp, = Sqy(x); y hi = Sq(z;) para
1=1,2,3,4,5, entonces se cumple:

y w; el punto de simetria del cuadrildtero Py, (Px,)

1. Sicp = Hbc,fi(x) es el centro de una circunferencia que contiene los b;, entonces C(cp, §) =
H,, _1(Cla,r)).

2. Sicy = He, —1(f) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C(cw, ) =

Hya(Clev, 7))

3. Sicy =Hy s (cn) es el centro de una circunferencia que contiene los w;, entonces C (cw, Z) =
2

2
Hy 1 (C(en,7)). Ademds, Se,(qz) = Sq(cw).

4. Clg,5) = He, 1 (C(x,7)).
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Demostracion. Seay € C(cp, 7), entonces ||y — y| = g Veamos quey € H,,_ _1(C(z,r)). Supénga-

se que existe w € C(x,r) tal que y = Hy, 1 (w). Determinemos ahora jquién deberia ser w?,

1 1 5 1
y= Hbc,—i(w) = (1 + 4> be — —w = —b, — - w,

por lo tanto w = 5b, — 4y.
Ahora, veamos si w € C(z,r). Asi, dado que ¢, = Hy, 1 (z), se tiene que

1 5 5 1
— = — 0_4 :4 — — —0¢ :4 — —0c — —
|z —w| = ||z — (5b: — 4y)|| H4x 1? +yH Hy (41) 4x>

=4y -l =7,

de manera que C(cy, ) C Hy, _1(C(x,7)) (ver (a), Figura 19).

(a) Ttem 1.

Figura 19: Tlustracion 1, Teorema 4.4

Reciprocamente, sea y € Hy_ 7Z(C(x r)), entonces existe z € C(x,r) tal que y = H, _1(z2).

o1
Teniendo en cuenta que ||z — z|| =ry ¢, = H,__1(z), entonces

5 1 1 r
=) B 2

Asf |ley —y|| = §, ¥ por tanto HbCﬁ%(C(x,r)) C Clew, §)
Probemos ahor? que C(cw, 5) = Hy2(C(cw, 7)) (ver (b), Figura 19). Témese y € C(cw, 5), €s
decir, |, —yl|| = 3 Verifiquemos entonces que y € Hyo(C(cy, §)). Supéngase que existe w €

C(cy, §) tal que y = Hy o(w). Determinemos ¢qué forma deberfa tener tal w?,

y=Ho(w)=(1-2)f+2w=2w-—f.

+ , ;
Por tanto w = % Veamos que w € C(cy, §). Asi, como ¢, = He, —1(f), se tiene que

1
cz,_<f+y)H *HQCb (f+y)||=§||cw—y||:£

lleo —wl| =
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de manera que C(cw, 5) C Hy2(C(cs, 7))
Reciprocamente, tomemos y € Hy2(C(cy, §)). Por tanto, existe w € C(cy, §) tal que y =

Hys(w). Probemos que y € C(cy, §), es decir, |lc, —y|l = g Tomando en cuenta que ¢, =

r .
Hep 1(f) y lles —wl|| = 70 5° tiene que

’
llew =yl = 12 = f = (=f +20)]| = 2lep — wl| = 3,

de manera que Hy(C(cp, §)) C C(cw, 5)-

(a) Ttem 3. (b) Ttem 4.

Figura 20: Ilustracion del item 3., Teorema 4.4

Veamos que C (cy, 5) = Hy 1 (Clen,r)) (ver (a), Figura 20). Si y € C(cw, 3), es decir, si
llew — vl = E, entonces y € Hjy1(C(cn,7)). Supéngase que existe w € C(cp,7) tal que y =

Hy 1 (w). Determinemos ahora jquién deberia ser este w?,

1 1 1 1

por tanto w = 2y — f. Ahora, veamos que w € C(cp, 7). Asi, como ¢,, = Hf,% (cn), se tiene que

+c
len — wll = llew — 2y — £l = llew — 2y + £l =2 | 25—yl = ew — gl =
2

de manera que C (cy, 5) C Hy 1 (C(cn,T))-
Reciprocamente, sea y € Hy 1(C(cn,)). Por tanto, existe w € C(cn,7) tal que y = Hy 1 (w).

Veamos que y € C(cy, §), es decir, que [lc, — y|| = g Ahora, como ¢, = Hfé(ch), se tiene que

1
lew = = [17,5c0) = Hy 3 )] = 3 llew = wll = 5.
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de manera que Hy 1 (C(cp, 7)) CC (cw, %)
Luego, dado que ¢, = ny%(ch) y cn = Sg(x), se tiene

Se(@e) =2¢0 —z=ch+f—@=2¢q—2+f—qo=2¢— (v — f + qu). (4.10)
Por otro lado,

Ty + 22+ 23+ T4 + 25 — 32

t-fta = T-f+ ) -
%f+$1+$2+1?342r$4+$5*3f7%x (4.11)

= g grtgf= 5Tt ) = glet f=cu

Asi, de las ecuaciones (4.10) y (4.11), se tiene que S, (¢z) = Sq(cw). Obteniendo la demostracién
del item 3.

Por ultimo, nétese que por hipdtesis se tiene que ¢, = Sy(z), (ver (b), Figura 20). Ahora
r
sea y € C(q,3), es decir, [[¢—y| = 7 Veamos que y € H,, 1(C(x,r)). Supéngase que existe
w € C(z,r) tal que H,, 1(w) = y. Determinemos entonces jcudl serfa tal w?. Nétese que

1
y=H, 4(w) = e+ 5w,

de donde w = 2y — ¢. Veamos que dicho w estd en C(x,r). En efecto,

T
IIw—wII=IIw—(2y—6h)H=Hw—2y+2q—m|\=2||y—qH=2§=

y por tanto C(q, 3) C H,, 1(C(z,r)).

Témese ahora un y € H(h, 1 (C(x, 7)), entonces existe un w € C(x,r), es decir ||z —w|| = 5,
tal que Hc;“%(w) = y. Veamos que y € C(q, ), es decir, ||[¢ —y| = g En efecto,
la— vl vt Y () =S el = L
—qyll = |lg — =|lg— = — =—|lz—w|==.
=yl = |4 2 173 2 2 2
De manera que H,, 1(C(z,7)) C C(q, 3). O

Teorema 4.5. Sea M wun plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos Vs =
{x1, 29,23, 24,25}, la circunferencia C(x,r) con z; € C(x,r) para i = 1,2,3,4,5, y el punto

-3
f en M tal que f ¢ V5. Sean q = Tit Tt T34 Tat B f; q; el punto de simetria del

cuadrildtero Py con su x-anticuadrildtero, w; el punto de simetria del cuadrilatero Py: con su
f- antzcuadmlatem para {i,j,k, 1, s} = {1,2,3,4,5}; cp = Sq(2); cw = Hy 1(cn) y hi = Sg(i)
para i = 1,2,3,4,5. Entonces se cumple:

1. C(q, 5) contiene los puntos medios de los segmentos [x, hs] y [cn, 2;] para todo i = 1,2,3,4,5,
es decir, los puntos H,, 1(x;) y H, 1(hs) estdn en la circunferencia C(q,3), para i =
1,2,3,4,5.
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2. Sea c. = Sq(cw) y zi = Sq(w;), entonces C(c., 5) = Sq(Clcw, 5)), parai=1,2,3,4,5.

3. El punto u; = Sy, (q;) estd en la circunferencia C(c., §), tambien cumple que u; — u; =
w;—wj = q;—q;, para {i,j} C {1,2,3,4,5}. Ademds, Sw,(¢;) = Se.(2i), parai=1,2,3,4,5.

4. Sie; = 84(ui), para i =1,2,3,4,5, entonces e; — e; = uj —u;, para {i,5} C {1,2,3,4,5}.
5. x— f=w;—q, parai=1,23,4,5.

Demostracion. Determinemos que los puntos medios de los segmentos [z, h;] ¥ [ch, ;] estdn en
C(q, %) (ver (a), Figura 21). Asi, por hipétesis del teorema, se tiene que h; = Sq(x;) =2 — x; y
cn = Sq(z) = 2q — z, luego:

z + hy; x+ (29 — ;) x—xi+ T — T 1H ” r
—q|| = ||—————— —¢q|| = —qgll=|—= =z |lz —zi| = =.
2 1 2 g 474 2 2 2
y
ch + T | @qg =)+ |z i T
‘ 5 q'—‘ 5 g = |5 Ta—a|= |3 5 e =zl = 5.
©

(a) ftem 1. (b) ftem 2.

Figura 21: Ilustracién 1, Teorema 4.5

Se probara ahora que si ¢, = Sy(cw) y zi = Sq(w;) para i = 1,2,3,4,5, entonces C(c., 5) =
Sq(C(cw, 5)) (ver (b), Figura 21). Veamos que si y € C(cy, ), entonces S,(y) € C(c., ). Por
tanto

154(y) = ezl = [1(2¢ = y) = ¢l = [1(20 = ¥) = (24 = cu)|| = llew — yll = g
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de manera que S,(C(cw, 5)) C C(cz, 5).
Ahora sea y € S¢(C(cw, 5)), entonces existe un w € C(cy, 5) tal que y = Sq(w). Debemos ver
que y € C(cz, 5), es decir,

r
lle= = yll = llez = Sq(w)ll = [12g = ew = 2¢ —w)l| = v —cull = 5

Asi, C(c., 5) C Sy(Clcw, 5))
Procedamos a probar que Sy, (¢;) = Se.(2:), para i =1,2,3,4,5 (ver (a), Figura 22). Asf,

z

Sw; (@) = 2wi—q =2 (

Tj+ T+ 2+ Ts
2

Z; —|—xk—|—3:l—|—xs—2f> _rjtrptaotas— 2w
2 2

—2ftx=w;— f+zx (4.12)

Por otro lado, como ¢, = Sy(z), ¢ = Hf,%(ch) y zi = Sq(w;) para i =1,2,3,4,5, se tiene que

Se.(zi) = 2¢, — 2z =254(cy) — Sq(w;) = 2(2¢ — cy) — (2¢ — wi) = 2¢ — 2¢,y +w;  (4.13)
= 2q—2<fJ;Ch>—|—wi:2q—f—ch—|—wi:—f—|—x—|—wi. (4.14)

Asi, de las ecuaciones (4.12) y (4.14) se tiene lo deseado.

(b) Item 4.

Figura 22: Ilustracion 2, Teorema 4.5

Veamos ahora que el punto u; = Sy, (¢;) estd en la circunferencia C(c., §) para i = 1,2,3,4,5.
Por tanto,

llez = will = [1Sq(cw) = Sw, (@)l = [12¢ = cw — (2wi — ¢ (4.15)

Luego, por la ecuacién (4.13), se tiene que

r
12q = cw = (2wi — @)l = 1I12¢ — cw = (2 = 20 + wi)l| = ew —will = 5 (4.16)
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Asi, por las ecuaciones (4.15) y (4.16), se tiene que u; € C(c;, 5) para i = 1,2,3,4,5.
Probemos que u; —uj = w; —w; = ¢; — ¢q; para {i,j} € {1,2,3,4,5}. Claramente,

ui —uj = Se.(2i) = Se. (7)) = 2 — 25 = Sq(wi) — Gq(w;) = wi — w, (4.17)
Luego,
Ui —uj = Sy, (@) = Sw,; (a5) = 2w; — q; — (2w; — q;) = 2(wi — w;) + (¢ — @) (4.18)
De manera que, por las ecuaciones (4.17) y (4.18), se tiene que
u;p —uy =2(u; —ug) + (4 — @) = ¢ — ¢ = wi — u;.
Siu; = Sq(e;), para i =1,2,3,4,5 (ver (b), Figura 22), entonces

uj —u; = Sq(e:) — Sq(ej) = (2q — e) — (20 — €5) = €j — ey

Figura 23: Ilustracion 3, Teorema 4.5. Item 5.

Por dltimo, (ver Figura 23), sea w; el punto de simetrfa del cuadrildtero Py, con su f-
anticuadrilatero, ¢; el punto de simetria del cuadrilatero Pvi con su x-anticuadrilatero, para
{i,7,k,1,s} ={1,2,3,4,5}, tenemos que

Wi — g — (Sﬁ'j+$k+l’l+l’s—2f>_ (xj+xk+$l+$s—2$)

o 2f 2z
qi = 5 5

=gyt Tt
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Abstract

We prove that every locally defined operator mapping the space of continuous and
bounded A-variation functions into itself is a Nemytskii composition operator.

Key words and phrases: Function of bounded A-variation, local operator, Nemytskii
operator, continuous function.

Resumen
Se demuestra que cada operador localmente definido actuando entre espacios de funcio-
nes reales definidas en un intervalo de A-variacién acotada es un operador de composiciéon
Nemytskii.

Palabras y frases clave: Funciones de A-variacién acotada, operador local, operador
Nemystkii, funcién continua.

1 Introduction

Let I be a closed interval of the real line R and let G = G(I),H = H(I) be function spaces
f:I— R. An operator K : G — H is called a locally defined, or (G, H)-local operator, briefly,
a local operator, if for every open interval J C R and for all functions f,g € G, the equality
f\Jm = gbm implies K(f)|m1 = K(g)|Jm ( where f|JmI denotes the restriction of f to JNI).
The mappings of this type are sometimes called the operators with memory. The main result of
this paper, Theorem 3.1, gives a representation formula for locally defined operators. We obtain
the main result of [4] saying that the operator K must be of the for

K(f)(@) = h(z, f(z)), wel,
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where h is uniquely determined function. In the present paper we are mainly interested in such
that operators in the case G = H is the class of continuous and A-bounded variation functions
denoted by CABV (I).

In the spaces of the measurable functions, the acting of the locally defined operators were
considered by many authors (cf. [2]). Local operators mapping the space C™(I) of m-times
continuously differentiable functions in an interval I C R into C%(I) and C'(I) were considered
in [4]. Subsequently, this result has been extended by several authors: [5], [6], [9] (for spaces
Whitney differentiable functions), [7], [11] (for space of Hélder functions), [10] (for continuous
and monotone functions), [12] (for functions of bounded ¢-variation in the sense Wiener) and [3]
(for functions of bounded p-variation in the sense Riesz). In the present paper we are interested
on such operators in the context of bounded A-variation functions. In particular, we show that,
if the operator K maps the space ABV (I) into itself and is locally defined, then K is a Nemytskii
composition operator.

2 Notation and Preliminaries

In this section we present some necessary notations and definitions and recall some known con-
cerning the bounded A-variation.

In the sequel, N, Ny, R denote, respectively, the set of positive integers, nonnegative integers
and the set of real numbers.

Let us start with the notion of A-bounded variation introduced by D. Waterman [8] in 1972.
Let f be a real-valued function defined on an interval I = [a,b] C R, {I,} be a sequence of
non-overlapping intervals I,, = [a,,b,] C I and let A denote a nondecreasing sequence of positive

1
numbers A, such that Z W is divergent. A function f is said to be A-bounded variation
, n

(AB V) if for every sequence {In} we have

Z UE\I:” < 00, where  f(I,,) = f(bn) — f(an).

n=1

In the particular case when A = {n}, we say that f is of harmonic bounded variation. If f
has a A-bounded variation, then the A-variation of f on an interval [a,z] (a < z < b) is defined
in the following way

Valf) = Vah lanal) = sup { 32 LY,
n=1 n

where the supremum is taken over all sequences of non-overlapping intervals {In} such that
UIn C [a,z]. We remark that ABV functions have some of the properties that BV (functions

which have bounded variation in the sense of Jordan) have. For example, a ABV function is
bounded and its discontinuities are at most denumerable ([8, p. 108]).
By ABV(I) = ABV(I,R) we will denote the space of all functions f : I — R such that

Va(f) = Va(f 1) < oo,

with the norm
[flla = [f(a)| + Va(f), [fe€ BV(I,R),
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ABV(I) is a Banach space.
From now on, let CABV (I) = C(I)(YABV (I), where C(I) stands for the space of continuous
functions defined on I.

Lemma 2.1. Let I C R be an interval and let (zo,y0) € I X R, xy < sup(I) be fizred. Then for
every sequence (xy,yr) € I X R satisfying the condition

Tp1 < Ty Ykr < Yk, kB €N and kli_I{loo(SEk,yk) = (20, Y0), (2.1)
there exist a function v € CABV (I) such that, for all k € Ny,

(k) = Yk-

Proof. Take an arbitrary sequence (zy,yr) € I x R satisfying (2.1) and define a sequence of
functions ~; : I — R, k€ N, by

Yo for =z € [a,x);
u(x — ) + Yo for € (xo,zp];
(@) =9 Y=gt .

= —(x—x;)+ty; for z€ (xixim1], 1€{2,...,k}
Ti— Ti—1
Y1 for x € (x1,b).

Let us observe that
(o) = Yo, Ye(xk) = Vere(xr) =y, k,LeN (2.2)

and for every x € I\{xk ke NO} there exist kg € N such that

Yi(x) = Yo (2), k> ko, k€N, (2.3)
Put
v(x) = lim ~g(x), ze€l. (2.4)
k— 00

From (2.2) and (2.3), the function + is well defined. Moreover, « is nondecreasing and
v(xk) = yk, forall k€ N,
and by (2.4), for each € > 0, we obtain
|ve(z) —v(x)| <€, forallzel,

$0 |7k — Vlloo < €. Thus the sequence (vi)ren tends uniformly to .
Since v, € CABV (I) for all k € N, for any {I,,}, n=1,..., N, of non-overlapping intervals
[an,bn] = I, C I, we get

[0 @)l () = ()

)\n k—> 00 )\n

< lim Va(y, I) < oo,
k—>o00

thus Vi (v,I) < oo and therefore v € CABV(I). O
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Remark 2.1. If (zg,y0) € I x R where z¢ > inf(I) and (zg,yx) € I x R is a sequence satisfying
the condition

T < Tpt1; Yk < Yut1, K €N and  lim (zx, k) = (20, %0),
k— o0

then there exist a function v € CABV(I) such that, for all k € Ny,

Y(Tk) = Y-

3 Locally defined operators

Now, we are in position to introduce the definition of the local defined operators of type
K :CABV(I) — C(I).

Definition 3.1. An operator K : CABV (I) — C(I) is said to be locally defined, if for every
two functions f, g € CABV(I) and for every open interval J C R,

f|JmI :g|JﬁI = K(f)|m[ = K(9)|Jm'

The main result reads as follows.

Theorem 3.1. If a locally defined operator K maps CABV (I) into C(I) then there exist a
unique function h : I x R — R such that, for all f € CABV (1),

K(f)(z) = h(z, f(z)), ze€l
Proof. We begin by showing that for every f,g € CABV (I) and for every xy € int(I) the condition
f(o) = g(zo) (3.1)

implies that
K(f)(wo) = K(g)(xo)-

To this end choose arbitrary zy € int(I) and take an arbitrary pair of functions f,g € CABV (I)
which fulfil (3.1) (that is f(xo) = g(xo)). The function v : I — R defined by

| f(z) for =z € [a,xo];
(@) = { g(x) for ze€ (aco,(;)]

belongs to CABV (I). Indeed, define the functions f1,g91 : I — R by

f(@) = f(zg) for =z € [a,xol;
fl(x):{ 0 ' for we(xo,(l)J]

and
0 for € [a,xo];

gl(m)_{ g(x) —g(xo) for z € (x0,0].
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Since f,g € CABV(I), f, g are continuous on I, VA(f) < oo and Vi (g) < co. For any
{I,}, n=1,..., N, of non-overlapping intervals [a,,b,] = I,, C I with a,, < 2o < by, for some
1 <ng < N, we have

Ai P Ai
| f1(z0) — fi(an, )| | f1(bny) — f1(20)|
+ o, + w
< VA(f).

Hence VA (f1) < co. By a similar reasoning, we have Va(g1) < oo. It is clear that fi,g1 € C(I).
Finally f1 + g1 € CABV(I), as CABV(I) is a linear space. Thus

Va(fi +g1) < 0. (3.2)

Since, for all interval {I,,} C I

(f1+91)(bn) = (f1 + g1)(@n) = 7(bn) — ¥(an),

the condition (3.2) implies that v € CABV ().
As

and

f|(7oo,x0)ﬂl = ,Y|(7oo,zo)ﬂ1 g|(:z:0,oo)ﬂ1 = 7|(:1:0,oo)ﬂl’

by definition of a local operator, we get

K K and K K

(f)’(—oo,xo)ﬁl = (A’/)‘(—oo,aro)ﬁl (g)|(wo,oo)ﬁl = (7)’(:80,00)01'

Therefore, by the continuity of K(f), K(g) and K(v) at xo, we obtain

K(f)(xo) = K(7)(20) = K(g)(x0)-

Suppose now that xq is the left endpoint of the interval I (i.e., g = a). There exist a sequence
(g, yr) € I x R such that:  zp < Zg41 < Tk, Yo < Ypt1 < Yk, k €N, and by the continuity
of f and g at xg

lim (xknyk) = ($07y0)~
k—> 00

By Lemma 2.1 there exist a function v € CABV (I) such that y(xy) = yi for all k € No.
There is no loss of generality in supposing that

f(xo) = g(xo) = Yo, 7(5521%1) =Yk-1= 9(9621@71)

and
Y(zok) = yor = f(zar), k€N.

According to the first part of the proof, we have

K(y)(w2k-1) = K(g)(x25-1) and K(v)(z2x) = K(f)(z2x), k€ N.
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Hence, by continuity of K (), K(g) and K(f) at ¢, letting k — 0o, we get

K(f)(z0) = K(7)(z0) = K(g)(x0).
When xg is the right endpoint of I, the argument is similar.

To define the function h : I x R — R, fix arbitrarily an yo € R, let us define a function
Py, : I — R by
P, (x)=yy, ze€l. (3.3)

Of course Py, as a constant function, belongs to CABV (I). For 2y € I, yo € R, put
h(zo,90) = K (Py,)(20).

Since, by (3.3), for all functions f,

f(@0) = Pp(ay)(20),

according to what has already been proved, we have
K(f)(z0) = K(Pf(zo))(z0) = h(zo, f(20)) (3.4)
To prove the uniqueness of h, assume that h : I x R — R is such that

K(f)(z) = h(z, f(z))

for all f € CABV(I) and x € I. To show that h = h let us fix arbitrarily # € I, y € R and take
f e CABV(I) with f(z) =y. From (3.4), we have

h(z,y) = h(z, f(z)) = K(f)(x) = h(z, f(2)) = h(z,y),

which proves the uniqueness of h. O

Definition 3.2. Let X C R and a function h : X x R — R be fixed. The mapping H : RX —
RX given by
H(f)(z) := h(z, f(z)), feRY, zeX,

is said to be composition (Nemytskii or superposition) operator. The function h is referred to as
the generator of the operator H.

As an immediate consequence of Theorema 3.1 we get
Corollary 3.1. If a local operator K maps CABV (I) into C(I), then it is a Nemytskii operator.

Note, that if a local operator K maps CABV (I) into itself then, obviously, K maps CABV (I)
into C(I). Therefore, by Theorem 3.1, we get

Theorem 3.2. If a local operator K maps CABV (I) into itself, then there exist a unique function
h:IxR — R such that, for all f € CABV(I),

K(f)(x) = h(z, f(z)), x€l.
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Corollary 3.2. If a local operator K maps CABV (I) into itself, then it is a Nemytskii operator.

Under the additional assumption that the locally defined operator is uniformly continuous,
we get a complete characterization of its generating function h. Namely, we have the following

Theorem 3.3. If a local operator K : CABV(I) — CABV (I) is uniformly continuous, then
there exist f1, fo € CABV (I) such that

K(f)(x) = fi(2)f(x) + f2(x), feCABV(I), z€l.

Proof. From Theorem 3.2 there exist a unique function h : I x R — R such that K(f)(z) =
h(z, f(z)) for all f € CABV(I), = € I. Fix (zo,y0) € I x R, take an arbitrary sequence z,, € I
with &, — ¢ and let Py, : I — R defined by P, () = yo, v € I. Since h(zo,y0) =
K(Pyo)(xo)’

|h(2n,50) = (0, 90)| = |M(@n, Pyy(xn)) — h(xo, Py, (20))]
= |K(Py,)(zn)) — K(Py,)(0))],

applying the continuity of K(P,,) at x¢, we get the continuity of h with respect to the first
variable. Thus, by [1, Theorem 1],

h(x,y):fl(x)erfz(z), (EGI, yGRa

for some f1, fo : I — R.
Since h(-,y0) = K(Py,)(-) € CABV(I) and fa(z) = h(z,0), fi(z) = h(z,1) — fo(z), the
functions f1, fo € CABV(I). O
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Abstract

In this paper we discuss theoretical properties of the C-trace pseudospectrum for an
element in the matrix algebra. We also make several observations on the C-trace pseu-
dospectrum.

Key words and phrases: Pseudospectrum, condition pseudospectrum, trace pseu-
dospectrum.

Resumen

En este articulo discutimos las propiedades tedricas del pseudoespectro de C-traza para
un elemento en el dlgebra matricial. También hacemos varias observaciones sobre el pseudo-
espectro de C-trazas.

Palabras y frases clave: Pseudoespectro, condicién pseudoespectro, pseudoespectro de
traza.

1 Introduction

Let M, (C) (M,(R)) denote the algebra of all n x n complex (real) matrices and by U, (C) the
group of all unitary matrices in M,,(C). I denotes the n x n identity matrix and the conjugate
transpose of T is denoted by T*. Let T' € M,,(C), then the eigenvalues of the matrix T is denoted
by o(T') and is defined as

o(T) = {)\ €C: M —T is not invertible},

and its spectral radius by
r(T) = sup {|)\\ NS O'(T)}.
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Now, let A € C and
Sn M —T)<...<s8o(AT=T) <sy(M[-T)

be the singular values of the matrix Al — T where s1(A — T') is the smallest and s, (A — T
is largest singular values of the matrix. For an n x n complex matrix 7" and a non-negative
real number e, the pseudospectrum of the matrix 7" is defined as the following closed set in the
complex plane

UE(T):{)\E(C: sn()\I—T)SE}.

Let T € M,(C) and 0 < € < 1. The condition pseudospectrum of the matrix T is denoted
by Y. (T) and is defined as

ngy:{Aec:%QI—T)gngJ_T&.

For more information on various details on the above concepts, properties and applications
of pseudospectrum [1, 7], condition spectrum [2, 3] and the interested reader may consult the
remarkable books [5, 6]. In [4], A. Ammar, A. Jeribi and K. Mahfoudhi defined the notion of
trace pseudospectrum for an element in the matrix algebra M,,(C), for every T' € M,,(C), A € C,
and € > 0 by

Tr(T) = {Ae C: [Tx(\] = T)| < &},
where Tr(-) denotes the trace of a matrix.

In this paper, we are interested in another generalization of eigenvalues called C-trace pseu-
dospectrum for an element in the matrix algebra to give more information about matrix T'. Let
C e M,(C), U €U, (C), A € C and € > 0. Then, the C-trace pseudospectrum of T € M,,(C) is
denoted by Tr%(T) and is defined as

TS (T) = {A € C: |Te(CUN — T)U*)| < }.
The C-trace pseudoresolvent of T is denoted by Tr®p_(T") and is defined as
Tt (T) = {X € C: |Te(CUN - T)U*)| > ¢}
while the C-trace pseudospectral radius of T is defined as
Trr9(T) := sup {|)\| tAE TrS(T)}.

Remark 1.1. Let T,C € M,(C) and U € U,(C). Then, for C = U = U* = I, the C-trace
pseudospectrum coincides with the trace pseudospectrum, i.e., TrEC(T) =Tr (7).

The C-trace pseudospectrum of a matrix may be used to draw surprisingly strong conclusions
about the spectrum and the combinatorial structure of a matrix. In this paper, we will develop
some results on the C-trace pseudospectrum for an element in the matrix algebra, which directly
relate its shape to intrinsic properties of the matrix, and thus provide means of detecting such
properties.
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2 C-trace pseudospectrum.

We begin by a simple example in which the C-trace pseudospectrum can be obtained ana-
lytically:

Example 2.1. Let € > 0 and consider the matrices

T= ( g g ) € My(C), C= ( %1 gi ) € M(C)
and "
U= ( IR ) € Uy(C)

where, a, 8,7, a1, 1 and 71 € C. Now, we compute that

e[ e —ai(A=8) YA —a)
CUN - T)U* = ( e A ) .

Thus
T(T) = {AeC:|—yne ™ —a(A=B)+ /(A - )| <e}
= {(AeC:|hml=la(A=B) = [/i(A - a)l| <&}
Consequently, v = 0 (y1 = 0) if and only if
T (T) = {A € C: Jar(A = B)| + [B1(A — a)| <&}

If vy =0, a=p and ay = p1, then

T(T) = NeC: |\ —a <E}.

The following properties of the C-trace pseudospectrum are easy to check from the definition
of the C-trace pseudospectrum.

Theorem 2.1. Let T,C € M, (C) and € > 0. Then,

(1) T§(T) = () TeE(T).

e>0
(2) If 0 < &1 < &3, then TS, (T) C TrE,(T).

(3) TeS(T) is a non-empty compact subset of C.

(4) If a € C and B € C\{0}. Then, TeC (BT + ol) = ﬂTr% (T) + a.

(5) Tré(al) = {) € C: [Tx(O)||A — a| <&} for all \,a € C.

(6) TeC(UTU*) = TeS(T), for all unitary (resp. anti-unitary) U on M, (C).
(1) Tl (1) = (7).
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Proof. The first two items, (6) and (7) can be immediately checked from the definitions of C-trace
pseudospectrum, so we only include the proof of item (3), (4) and (5).

(3) Using the continuity from C to [0, co[ of the map
A= |Tr(CUN - T)U™)|,

we get that Trg(T) is a compact set in the complex plane containing the eigenvalues of T

(4) For C € M,,(C) and U € U, (C), we have

(BT +al) = {A€C:|Te(CUN — BT — al)U")| e}

{ <
- pecutalenisene) <
|

U
(CU( iy T)U*>

AeC:

Then,/\ETrg(ﬁT—ﬁ—aI).Hence 5 eTrs( ). Thus, /\EﬁTrg( )+ a.

(5) Let A € Tr9(al), then

|Tr(CUN — ol)U")| = |X—aof|/Te(CUU™)|
Tr(C)[]A = af
< e
which yields Tr¢ (o) ={AeC:|Tr(C)|]A—a| <&} forall \,a € C. O

Next, we give characterization of the C-trace pseudospectrum Tr< (-).

Theorem 2.2. Let T,C € M, (C), U € U,(C), A € C, and € > 0. If there is D € M, (C) such
that |Te(CUDU*)| < & and Te(CU(M — T — D)U*) = 0 if, and only if A € Tr(T).

Proof. The 7if 7 part. We assume that there exists D € M,,(C) such that
|Tr(CUDU*)| <e and Tr(CUN —T —D)U*) =0
for all C € M,,(C), U € U,(C) and A € C. Then, for all C € M,,(C) and U € U,,(C), we have
|Te(CUMN — T)U*)| = |Tr(CUDU™)| < e.

Thus, A € Tr(T).

The ”only if 7 part. Suppose A € Trsc(T ). There are two cases:

1% case : If X € Tr$(T), then it is sufficient to take the matrix zero (D = Oyxp).
2" case : If A € Tr9(T)\Tr§ (T). Then, for all C' € M,,(C) and U € U, (C),

ITH(CU — T)U)| < e.
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We now consider a square matrix D by

p_ T(CUN - T)U”)

Tr(C) !

where, C' is not a scalar matrix and Tr(C) # 0. Then, D is well defined and, as is easily verified,

D € M,(C) and

o Te(CUN —T)U™) .
[Tr(CUDU™)| = ‘Tr<CU( () 1\U
|Te(CUN — T)U™)| .
= Tr(CUIU™)| < e.
0| | Tr( )l
Also, we have
Te(CUN —T — D)U*) =Tr(CUNM - T — Tr(CUWN —T)U”) nu*) =o.
Tr(C)
So, the proof is complete. O

Theorem 2.3. T,C € M, (C), and ¢ > 0. Then,
Te§ (T) + O. C Tr, 5(T), (1)

holds for §,e > 0 with O, denoting the closed disk in the complex plane centered at the origin

with radius \Tr?C)|' If we take § = 0, we obtain an inner bound for Trac(T), namely

TS (T) + 0. € Te9(T). (2)

Proof. Let X € Tr(;c(T) + O,. Then, there exists A\ € Tr(;C(T) and Xy € O, such that A = A\ + Aa.

Therefore,

g
T MI—T)YU"| <6 and [N < ———
| I'(CU( 1 )U )| = 0 an | 2| = |’I‘I‘(C>|

for all C € M,,(C) and U € U, (C). Now, we have for all C € M,,(C) and U € U, (C) that

|Te(CUN —T)U™)]

ITe((CU (A1 + X2)I — THU™)|
ITr(CUNU* +CU (N — T)UY)|

< | |Te(CUU™)| + [T (CU (M T — T)U*)|
< Te(O)||Ae] + [T (CU(MI = T)U™)|

< e+,

so that (1) holds. Finally, let 6 = 0, then the desired inclusion (2) is obtained. O

Theorem 2.4. Let T,B and C € M, (C) such that TB = BT and ¢ > 0. If T is normal
(i.e. T*T =TT*), then

(T + B) C o(T) + TrS (B).
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Proof. Let T is normal, so there exists a unitary matrix Z € M,,(C) such that

Z*TZ = AIn, ® Aalp, @ ... ® Meln, .

The condition T'B = BT implies that

Z*BZ=T1®T... 0T

where, T; € M, (C),i=1,...,k . From Property (4) and (6) in Theorems 2.1 we obtain that

TE(T+B) = T(2"'TZ+ Z*BZ)

= TSNy, +T) & ... ® NIy, +T1))
k
= Umfoi, +1)

i=1

k
= Yrn+md(m)
1=1

N

o(T) + Tr¢(B).

This is what we wanted to prove. O

Now, the following should be obvious.

Corollary 2.1. If B = 0y,xn, then

TC(T) C o(T) + {)\ eC:|N< Tr?C’)}'
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Abstract

In this paper, we shall obtain a compactness of weighted Sobolev embeddings and use it
to get a composition operators from Sobolev spaces into Lebesgue spaces. Applying these re-
sults we shall study the multiplicity for singular asymptotically linear p—Laplacian problems.

Key words and phrases: Sobolev embeddings, composition operators, eigenvalues,
p-Laplacian, Multiplicity of solutions.

Resumen

En este articulo, obtenemos una compacidad de inmersiones de Sobolev ponderadas y lo
usamos para tener operadores de composicién del espacio de Sobolev en espacios de Lebes-
gue. Aplicando estos resultados estudiaremos la multiplicidad para problemas p—laplacianos.

Palabras y frases clave: Inmersién en espacio de Sobolev, operadores de composicién,
autovalores, p—laplaciano, multiplicidad de soluciones.

1 Introduction

The compactness of Sobolev embeddings in [1, 5] have been extended in [10, 21, 23]. The results
in [21] are very general but not quite convenient to be applied to study partial differental equa-
tions. In this paper we obtain a result on the compactness of weighted Sobolev embeddings (see
Theorem 2.1). Our results include cases of Poincaré-Sobolev’s embeddings and Hardy—Sobolev’s
embeddings.

The Composition Operators studied in [4, 8, 12, 15, 17, 20, 22, 25] usually act between spaces of
same types, for example: Bounded variation spaces, Lebesgue spaces, Sobolev spaces and Orlicz-
Sobolev spaces. In this paper, we prove results on Nemytskii operators from Sobolev spaces into
Lebesgue spaces (see Theorems 2.2 and 2.3). This idea has appeared in [14]. Our results fit
to study problem in partial differential equations. For example, we can study the multiplicity
of asymptotically p-laplacian problem (4.1) with singular condition (4.3). The embbeding in
[14] may be not compact, therefore it is not convenient to study the asymptotically p-laplacian
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problem nor the multiplicity of solutions. We get the compactness of the embeddings in Theorem
2.2.

We prove the weighted Sobolev embeddings and the Nemytskii Operators from Sobolev spaces
into Lebesgue spaces in section 2, extending the results presented in [4, 12, 15, 19] for measurable
functions w € Q. In the third section we improve by theorem 3.2 some results on eigenvalues of
p-laplacian in [3, 6]. Finally, we apply these esults to study the multiplicity of asymptotically p—
laplacian problem in the fourth section, illustrating by an example (Example 4.1) the application
of Main Theorem 4.1.

2 A weighted Sobolev embeddings and Nemytskii opera-
tors

Let N be an integer > 3,  be a bounded domain in RY with smooth boundary 02, and r be in
the interval [1, N). Let W, () be the usual Sobolev space with the following norm

lip= {/Q |Vupdx}p Yu € Wolp(Q)

[Ju

Let o be a measurable function on 2. We put
T,(v) =0v  Yve W, (Q).

We have the following result.

Theorem 2.1. Let s be in [1, %) a be in (0,1), w and 6 be measurable functions on Q such
that |0| < |w|® and T, is a continuous mapping from WL (Q) into L*(Q). Then Ty is a linear

compact continuous mapping from W17 (Q) into L*(Q).

Proof. Since T, is linear and continuous from W () into L*(€2), there is a positive real number
C and

{/ |u|5w|sdaj}s <Clulli,  Yue WET(Q). (2.1)
Q

Thus Ty is a linear and continuous mapping from W17 (Q) to L*(€2). Let M be a positive real
number and {u,} be a sequence in W, (), such that |u,|[;, < M for any n. By Rellich-

Kondrachov’s theorem (Theorem 9.16 in [5]), {u,} has a subsequence {u,, } converging to u in
L*(Q) and {un, } converging weakly to u in W&’T(Q), therefore |jul|1, < lkim inf ||Jup, |1, < M.
—+o0

We shall prove {Tp(uy, )} converges to Tp(u) in L*(Q).
Let € be a positive real number. Choose a positive real number p such that
€S

(2CM)S,U(170)S <

5 (2.2)
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Put @' ={z € Q: w(z) > u}. We have by (2.1) and (2.2)

/ i — ul*|8]°dz < / ftme — ]| d + / i — || d
Q % Q\Q

< M(l_a)s/ |Un,, _u|s|w|asdl‘+uas/ [un, — ul*dx
o o\
< M(l—a)s/ |Unk _u|s|w|asdx+'uas/ |unk —u\sdx
Q Q
< Ol ) i [, ~ uldo
Q

< M(l_a)s(ZCM)s—‘r/j,as/ |, — ul*d
Q

6S

<
-2

+ ,uas/ [thn,, — u|®dz. (2.3)
Q

Since {uy, } converges in L*(2), there is an integer ko such that

S

Uy, — ul’de < p asS_ Vk > ko. 2.4
Q

Combining (2.3) and (2.4), we get the theorem. O

Remark 2.1. Let p(x) be the distance from z to the boundary 9 of Q for any = in Q. If s = r,
w=ptand § = p~ with a in (0,1), the inequality (2.1) is Theorem 8.4 in [16], and (i) of
Theorem 2.1 is proved in [23]. We have Poincaré—Sobolev embeddings in this case.
1
If0isin 2, s =r and w(zx) = 2l for any x in €2, we have Hardy’s embeddings (see [5]). There
are other examples of w in [10, 16, 17, 19, 21, 23].

Theorem 2.2. Let s and w be as in Theorem 2.1 and B be in (0,1]. Let t be in [1,4+00) and g
be a Caratheodory function from Q x R into R. Assume that there are a positive real number c,
a real number B in (0,1] and a function b € L*(); such that
19(2,2)] < clw(@)|F|2|F +bx)  V(z,2) € QxR (2.5)
Put
Ny (v)(z) = g(z,v(z)) Yo e Wy (), z € Q. (2.6)
We have
i) Ny is a continuous mapping from W, (Q) into L*(9Q).
ii) If A is a bounded subset in W,'"(Q), then N,(A) is bounded in L*(%).
iii) If A is a bounded subset in W' () and 8 < 1, then N,(A) is compact in L'(Q).

Proof. i) Put
g1(z.¢) = g(a, lw(@)|77¢)  V(&,¢) € AxR.
By (2.5), we have
lg1(2, O < el|F +b(@) V(2,0 € AxR. (2.7)
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On the other hand

Ny(v) = Nyy 0 T (v) v e WHT(Q). (2.8)
Applying Theorem 2.3 in [12] and Theorem 2.1, we get the theorem. O

) ) Nr s

Theorem 2.3. Let g be as in Theorem 2.2 with s € | 1, N_, and t = T Put
—r 5 —
u(z) L
U, (u) = / / g(x,&)dédx Vu € Wy (). (2.9)
aJo

We have

i) U, is continuously Fréchet differentiable mapping from Wol’T(Q) into R and
DV, ((@) = [ ol Oods  Vuo € WyT(@) (2.10)
ii) If A is a bounded subset in W,'" (), then there is a positive real number M such that
T, 0)|+ DV, <M Voe A

Proof. Let g1 be as in the proof of Theorem 2.2. Put

u(x)
q/gl(u)z/g/o g1(z, &)dede Yu e Wy ().

By Theorem 2.8 in [12], then ¥y, is continuously Fréchet differentiable mapping from L°(f2) into
R. We see that Wy = ¥, oT|,s. By Theorem 2.1, we get the theorem. O

Remark 2.2. If w =1, Theorems 2.2 and 2.3 were proved in [4, 12, 15, 19].

3 Eigenvalues for p—laplacian

Let r = s =pbein [2,N), w and « be as in Theorem 2.1 such that w # 0. Put o = |w|*?. By
Theorem 2.1, there is a real number A such that

A = inf {/ |VulPde : uwe W) (Q), / olulPdx = 1} . (3.1)
Q Q

We have the following result.

Theorem 3.1. There are vi and vy in WOIP(Q) such that v1 > 0 and v2 <0 and

/Q|Vvi|p_2Vv¢V¢dm = )\/Qa|vi|p_2w¢dat Vi=1,2; o € Wy (Q). (3.2)
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Proof. Put

E(u) = / |VulPdz — Yue Wy (),
Q

S(u):/0|u|pd:c Yu € Wy (),
Q

Sl(u):/ lulPdz  Yu e Wy (Q),
Q

M= {u e WET(Q) : Si(u) = 1}.

By Theorem 2.1, M is weakly closed in WO1 "P(Q). We see that E is coercive and weakly lower
semi-continuous on W, *(2). By Theorem 1.2 in [24], there is w in M such that

E(w) = min{E(u): u e M}. (3.3)

Hence

/|Vw|pdz:/\/ olwPdz. (3.4)
Q Q

Put v; = |w| and vy = —|w|. By Lemma 7.6 in [13], v; and vy belong to W, *(2) and E(v;) =
E(vg) = E(w). By Theorem 9 in [7], E is continuously Fréchet differentiable on W1?(£2). Since
S is continuously Fréchet differentiable on W1P(Q) and S = S o Tjwje, by Theorem 2.1, S is
continuously Fréchet differentiable on W1?(€2). Thus by Theorem 43.D in [26], there are real
numbers A\ and A, such that

DE(v))p = X;DS(vi)e  Vi=1,2; o € W} (Q) or

/ |V; [P~ Vv; - Vpdr = )\;/ olvi|P 2vipde Vi=1,2; ¢ € Wy (). (3.5)
Q Q
Taking ¢ = v; in (3.5), we see that A, = X for any ¢ = 1,2 and we get the theorem.
O
Put (o) = X and ¢(0) = ||v1]|~tv; where 6, A and v; are as in Theorem 2.3. If 0 = 1, we

denote (o) by A\;. We have the following results.

Theorem 3.2. Let o be in (0,1), o1 and o9 be two measurable functions on such that 0 < o1 < 09
and o < |w|*?. Then 0 < y(o3) < v(01).

Proof. By Poincaré’s inequality, / |VulPdx > 0 when / oslulPdx = 1. Thus by the proof of
Q Q
Theorem 2.3, we get 0 < v(02).
Since / o1|ulPdx < / oa|ulPdz, we see that v(o2) < v(07).
Q Q
O

Remark 3.1. If o, o1 and o9 are in L*({2) with some s in (%, +oo), Theorems 2.3 and 3.2 were

proved in [3, 6].
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4 Multiplicity of asymtotically linear p—laplacian problems

Let p be in [2,N) and ¢ be in (1,p), f be the real Caratheodory function on Q x R, and h be a
real measurable function on 2. We consider the following p—Laplacian problem:

{ —Apu = h(z)|ul"u + f(z,u) (4.1)

u=0 on ON.

Our main result is

Theorem 4.1. Suppose

(F1) There exist « € (0,1), o = a%l, C € (0,400), a measurable real function Vo on ,
positive measurable real functions Vi, Vo and n on ) such that T}, is a continuous mapping

from W3P(Q) into LP(Q) and

(/Q |nv|Pd:c)’l’ < Clolh, Yoewir(Q). (4.2)
1f(z,8)| <P D(2)|s|P~t = pP(z)|s|Pt  VrxeQ, VseR. (4.3)
lim |J;(|f’2 = Vo(zx) Vo € Q. (4.4)
im f;(lf’jl = Vi(z) Yz € Q. (4.5)
im |J; (|:—2 = V(z) Vze (4.6)
(V1) There exists a positive constant ¢y such that
[ (9l = Volul?) de = colullt, v € W3 ) (47)

(V2) Vi #0 and 0 < ~v(V;) <1 for any i =1,2.
(V3) Vo >0 for e.a. x € Q.

(H1) |n|7an~v 4 is integrable on .

apq

(H2) There is a sufficiently small positive number T such that H|h|ﬁ777 p—aq <.

1

Then the problem (4.1) has at least two non-trivial solutions uy and us such that u; > 0; ug < 0;
J(u1) >0 and J(uz) < 0, where

F(z,s) = /OS flz, t)dt V(z,s) € @ xR and (4.8)
! Py — 1 x)|u|tdx — x,u)dx
J(u) = /Q];|Vu| dx q/gh( )|u|?d. /QF( ,u)de. (4.9)

Corollary 4.1. Theorem 4.1 still holds if we replace (V3) and (H2) by the following condition:
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(H3) h <0 a.e on .
Corollary 4.2. Corollary 4.1 still holds if we replace (V1) and (H3) by the following conditions
(V1)
/ (IVulP = VolulP)de >0 Yue W, P(Q).
Q
(H4) h <0 a.e on Q.

Theorem 4.2. Suppose that conditions (F1), (V1), (V2), (V3), (H1) and (H2) hold. Assume
also that (H5) There exists v € Wy *(Q) such that

/ h(z)lvt|%dz > 0.

Q

Then the problem (4.1) has at least four non-trivial solutions uy, usz, ug and uy such that uy > 0,
uz >0, uz <0, ug <0 and J(uy) >0, J(uz) >0, J(uz) <0 and J(ug) <O0.

To prove these results we need the following notations. Let u be in WO1 P(Q), F and J be as
in (4.8) and (4.9). Put

u" = max{u, 0}, u~ = min{u, 0},
1 1
J* :/ f\Vu|pdx—f/ h(x)\ui|qda:—/F(x,ui)dx. (4.10)
Qb qJa Q
By Theorem 9 in [7], (F1) and Theorem 2.2 (with r = s = p, ¢t = ;55 and 8 = «), the
functionals J and J* belong to C''(W,?(Q),R). Moreover, for every u and v in W, (Q),
(DJ(u),v) :/ |Vu|p72Vqudxf/ h(x)\u|q72uvdxf/ f(z,u)vdx (4.11)
Q Q Q
(DJY (u),v) :/ |Vu|p72Vqudx—/ h(m)(u+)q72u+vda¢—/ f(z,uM)vde (4.12)
Q Q Q
(DJ™ (u),v) :/ |Vu\p_2VuVUdm—/ h(;r)|u_|q_2u_vdw—/ fz,u™ vde (4.13)
Q Q Q

We have the following lemmas.
Lemma 4.1. Under (F1), (V2) and (H1), the functionals J* satisfy the Palais—Smale condition.

Proof. We prove JV satisfies the Palais-Smale condition, the other case is similar. Let {u,} be a
sequence in W, *(2). Assume 111;1_1 DJ*(u,) =0 and |J*(u,)| < M for a real number M. We
n—-+0o0

shall prove that {u,} has a convergent subsequence in W, "*(2). By (4.10) and (4.12), we obtain

’/ %|Vun|pdx— é/ h(m)(uz)qd;r—/ F(z,u})dz| < M, (4.14)
Q Q Q

/\Vun\pﬁVunAvdm—/h(m)(ui)qﬂuivdw—/f(:uui)dw
Q Q Q

<IDIF (ua)llllolh, Yo € Wo(9). (4.15)

First, we prove {u,, } is bounded, indeed, take v = u;, in (4.15) we have

< DT () [l 11, p-

_ 1 _
hizll?, = \ [ Svulras
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Hence [Ju,, |17, L < |DJ* (u)]] — 0, or llu, |l1,p — O.
Now we prove the boundedness of {u;}}. Suppose by contradiction that {u;}} is unbounded,
then there exists a subsequence of {u,} (also denoted by {u,}) such that a, = |Ju;"||1, > 0 for

any integer n and lim a, = +oo. By (4.12), we have
n—+o0o

/|Vun|p_2Vuandac—/ h(x)(u} )2 +vdx—/ flo,wl)dw
Q Q

Q

< ||DJ+(un)H||vH1,p + ‘/ |Vu;|P*2Vu;Vvdx
Q

1p+ (/ |Vu;|(p_1)pldm> ’ (/ Vv|pdx) ’
Q

< DT lollip + g 5 0l Yo € WP (). (4.16)

< [DJ* (un)|[[Jv

+
U
Put w, = —*. Divide both sides by aZ~!, we obtain
QA

/|Vun|p_2Vuandx—/ h(x)(u})e? +vda:—/ f(z
Q

||DJ+(un)HHU||1, 1
p—1 - apleun”p Hvlll,p (4.17)

an n

Note that ||wy|l1,, = 1. By Theorem 9.16 and Theorem 4.4 in [5], (4.2), (4.3) and Theorem 2.1,
there exist a subsequence of {w,,} (also denoted by {w,}), a function w € W, (Q) and k € L*(Q)
such that:

(i) {w,} weakly (resp. strongly, pointwisely) converges to w in Wy"*(€) (resp. in LP(), on
Q),

(ii) {wpn®} strongly (resp. pointwisely) converges to wn® in LP(Q2) (resp. on ), and
(i) wal? + P < k.

By (H1), we have

[ el utaras
s(Lhuw%n?MQ

)™ wn ()|9 o (2)n d

[
( /Q kldx) B ( /Q |U(a:)|p77“pda:>;

pP—g
p

Thus

E z)|w(x)| T o(x)de = 0. .
Jim a7 [ @)™ @) =0 (418)
By (4.3)
P @) o i i (@) = 0
‘ ah ! o) = an(x)p_lv(:c) if ut(x) £ 0
<000 @) [ (2) [P ()] < BT (). (4.19)
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Let Q0 = {x € Q: w(z) =0} and Q" = {z € Q: w(z) > 0}. Since w(z) > 0 for all x € €,
result that Q = Q° U Q. Let o be in QF, we have liril up(z) = 400. By (4.6) and (4.19), we
n—-+0o0
have
lim T
n—+00 aﬁ_

By (4.6), (4.3) and (4.2), we have

p—1 1
[Vaw? ™ o|dz < / 7P~ DoP=L|y|dx < (/ |77awpdx> </ |vpdx> < 0.
Q Q Q Q

Since k € L'(Q) and v € LP(Q), by Hélder’s inequality, k5w belongs to L'(€). Applying
Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem, we have

f(x,uj;(a:))v(x) _ { 0 if w(z) =0
Vo(z)w(z)P~to(z) if w(z) #0.

lim /f o “" z)d f/vg Lo(z)de Yo € WEHP(Q). (4.20)
n—-+4oo

We shall prove that {w,} converges to w in W, "*(2). Let T be the operator —A,, from W, (Q)
into Wol’p/ (Q), where % + 1% = 1. By Theorem 10 in [8], T is of class S, that is, {t¢,} strongly
converges to 1) in Wolp(Q) if {1, } weakly converges to ¢ in Wol’p(Q) and limsup T' (¢ ) (Vm—9) <
0. Note that e
T()(0) = / |Vo|P~2V¢Vhdz, Vo,0 € WP (Q).
Q

Using a similar argument as above for w,, — w instead of v, we obtain the following results

|/ \Vwm|p72Vme(wm —w)dzx
Q

f('rv u:rn) p—1
+ |p—1 m

(W, — w)dz
Q ‘um

)| W |97 (W, — w)dr —

< ||DJ+(um)H||wm —wllp+
1
Ll 5 w0 — w1, Y0 €N, (4.21)
. q—1 . _
mgIEOO = /Qh(x)|wm| (W, —w)dz =0 (4.22)
lim f( )wpfl(wm —w)dx = 0. (4.23)

Since {||wym — w1} is bounded and |Ju;,|l1,, — 0, by (4.22), (4.23) and (4.21), we have

lim sup T'(w, ) (W, — w) < 0,

m——+o0o

which implies that {w,,} strongly converges to w in Wol P(Q) and thus

lim / |V [P~ 2 Vwm Vodz = / |Vw[P*VwVoude Yo € WyP(Q). (4.24)
Q

m——+oo Q
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(c.f. Theorem 9, [8]). Combining (4.17), (4.18), (4.20) and (4.24), we get
/ |Vw[P~2VwVodz —/ Va(z)wP ™ vde Yo € W, P (). (4.25)
Q Q

Note that w > 0 and w # 0, by (4.25) we have w = ¢(V3) and v(V,) = 1, which is a contradiction
o (V2). This contradiction gives us the conclusion that {||u; ||} is bounded.
Therefore {u,,} is bounded in W0 P(Q). By Lemma 6.2 in [12], {u,,} is strongly convergent
1,p
in WP ().
O

Lemma 4.2. Suppose conditions (4.4), (F1), (V1), (H1) and (H3) hold. Then there exist positive
real numbers R and C' such that

JE(u) > Cllullf Vu € Bgr(0).

Proof. If we have
J(u) = Klullf,,  Vu € Bgr(0)\{0}.

then the result follows. Indeed,
1 1 1
TE(u) = J(u¥) +/ ~|VuTPde > K|[u®[)] , + = [[uT [}, > min{K, ~}Ju]]7,
Qb ’ p ’ p ’
Suppose by contradiction that for each n € N there exists u,, € B1(0) \ {0} such that J(u,) <

1
E||un||ff7p7 that is

1 1 1
fVupdxff/hx unqdzf/Fx,und:E<—unp . 4.26
/Qpl | A () unl A (2, un) lunllt (4.26)

Put a, = |lun1,p € (0, 21), and w, = 2. Divide both sides of (4.26) by al,, we obtain

/EM, |pd$_1/w_/wdx<z
Qb " qJa ab? Q an n’

Since h < 0 a.e. on £ and a,, > 0, we have

p
n

1 F 1
/ L, Py — L) 5o 1 (4.27)
Q p a n

Since ||wy||1., = 1, as in the proof of Lemma 4.1 and (4.19), there are w € W, ?(Q) and k € L(Q)
such that for any x in

‘f x, sanwn(x))

anwy (z)] < P VP, (z)P7L < P71k se (0,1)n e N.

Thus by Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem, Fubini’s theorem and (4.4), we have

lim / I, anwn d:,C = lim / S, sanwn ))anwn(x)dsdx

n—+oo n—4oo

1
lim // f x, Sanwn )) p_1|wn(x)|p_1wn(x)dsdx=f/ V0|w|p_1wdx.
n——+oo [sanw,, (z)[P—1 pJa
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Replace w,, by w, we have a similar result
n n 1 —
1mt/ﬂﬂigﬁﬂmzf/%mwhmm (4.28)
n—=+oo Jo an pJa
y (V1) (actually, we only need (V1’)), we have
1 1
/ —|Vw|Pdz > f/ Volw|Pdex.
Qb PJao
It follows that for any € > 0, there exist N, € N such that,
F(
[ oivupas - [ HEtis s e wen (4.20)

From (4.27) and (4.29), for n > N, we have

/*|an|pd /Fx“n—wn())dx / IV |pdx+/FL%())

This implies
1 1
lim sup [/ —|Vw,|Pdz —/ |Vw|pdx] <eg, Ve > 0.
Qb QP

n—+00

Hence

1 1
lim sup [/ —|Vw, |Pdz —/ |Vw|pdx] <0.
n—+too LJQ P QP

1
dr < — +¢.
n

By Theorem 6 in [7], the space (W, ** (), | - ||l1,p) is uniformly convex, then by Proposition 3.32
in [5], we have w,, — w in W, "*(2) and therefore, |[wl||;, = 1. On the one hand, from (V1), we

have ) )
/ —|Vw|Pdz — 7/ Volw|Pdx > collwll1,p = co > 0.
Qb pJa

On the other hand, let n — 400 in (4.27), we obtain

1 1
/7|Vw|pdxff/vo|w|pdx§0
Qb b Ja

This is a contradiction. Thus we get the lemma.

O

Lemma 4.3. Suppose conditions (4.4), (F1) (V1’), (H1), and (H4) hold. Then there exist

positive real numbers R and C such that
JE(u )>C’||u||1p7 Yu € Br(0).
Proof. Arguing as in Lemma 4.2, we only need to show

J(u) = Kllullf ,,  Vu € Br(0)\{0}.

Suppose by contradiction that for each n € N there exists un w, € Bi(0) \ {0} such that

J(un) < &[lun|[f ,, that is

1 1 1
/*‘Vunv)dw—*/ h(a:)|un|qu—/ P, un)dz <~ unf,
Qb q.Ja Q

(4.30)
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Divide both sides of (4.30) by af, where a,, = |luy|1,, € (0,1), and w,, = =, we obtain

ay’

1 1 [ h(z)|w,|? F(z, apwn, 1
[ a1uapae— 2 [ MOl g, [ HEtatin) gy o L (431)
Qb 49/ an Q an n
Since a, € (0,1) and A < 0 a.e. on €2, then (4.31) becomes
1 1 F(z, anwn 1
/ —|Vw,|Pdz — 7/ h(z)|wy|?dz —/ Mdm < —. (4.32)
b qJqa Q an n

Since |[w,|[1, = 1 for any n, then we can assume {w,} weakly converges to w in Wy ().
Arguing as in the proof of Lemma 4.1, we obtain

lim h(gc)|wn\qdm:/ lim h(x)|wn|qda::/h(at)|w|qu
Q Q n—+oo

n—-4oo Q
F 1
T AL [ Voluprds ana
n—-+oo Q an p Q

1 1
/f\Vw\pdx—f/h(x)\w|qu7/V0\w|pdz§().
QP q.Ja Q

_/Qh(z)m\qu = 0.

Thus by (H4), w = 0 a.e. on €2, which contradicts to ||wl|/1,, = 1. The lemma is proved. O

By (V1’), we get

Lemma 4.4. Suppose conditions (4.4), (F1), (V1), (V3) and (H1) hold. Then there exists

a constant T > 0 having the following properties: for all measurable function h on € with

b2l _ opg
‘hn‘ p=anq P-4

) < T, there exist positive numbers o and p such that J*(u) > p for all
u € Wy (Q) with ||ully, = o.

Proof. We consider the case of JT, the case of J~ is similar. Suppose by contradiction that: for
= < 7 such that, for all

all 7 > 0, there exists a measurable function h with H|hn|p%zn veall
L

o >0 and > 0, we have u € Wy(Q) with ||ul1, = ¢ and J*(u) < 7.
Choose 7 = ﬁ, o= %, n = # where n € N, we have: for any n € N, there exist a

measurable function h,, and u, € W, () such that H|hn|ffqn_% P~ s [[unllip =1
and
+ 1 P 1 +\4 + 1
I (un) = ; ;\Vun\ dr — 2 Qh(l’)(un) dz — QF(x,un)d:c < (4.33)
Divide both sides of (4.33) by a?, where a,, = [[uy|l1,, = 2, and w,, = %=, we obtain
1 1 h )4 F + 1
[ Siwwarac—= [ hu@) (i) / Fla,anwy) g o 1, (4.34)
QP qJo  ap? 0 an n

and ||w, |1, = 1, then we can assume {w,} weakly converges to w in Wy?(Q). Arguing as in
the proof of Lemma 4.2 we obtain

F(z, anw; 1
1mAJﬁ%@szf/wmﬂmx (4.35)
n—+4oo an P Ja
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By Hélder inequality and (4.2), we have
+1g N pP=g q
R dm‘ < wt ([t ) ([ otpae )
o an ! Q Q
< nP~1C g nP~iC C
< ey < 2o =
Therefore . N
q
i [ @l (4.36)
n—-+4o0o Q a% q

From (4.34), (4.35), (4.36), (V3) and (V1), we get

1§/V0\w+\pdx§/Vo\w|pdm§/|Vw|pd:E.
Q Q Q

By Theorem 6 in [7], the space (Wy*(€), ]| - ||1,) is uniformly convex, then by Proposition 3.32
in [5], we have w,, — w in Wy?(Q) and therefore, ||w||;, = 1. From (4.35), (4.36) and letting

n — 400 in (4.34), we have

1 1
/f\Vw\pdx—f/Vo\dea:SO,
Qb pJa

which contradicts to (V1). Therefore we get the lemma.

Lemma 4.5. Under conditions (V2), (F1), (V2) and (H1), we have

AL CIUE ) S R L))

t——+o0 tP t——+oo tP

<0

Proof. Put v = ¢1(V2), then ||v]1, =1, v >0 and

A |Vol|P2VuVwdr = (Vs) /Q Va(z)|v[Powde — Yw € WyP(Q).

Thus
/ VolPdz = A(Va) / Va(o)|ulPda.
Q Q

By (4.10) we have

! P ! Idx — x,tv")dx
J+(tv):/Qf|V(tv)| dfo/Qh(:r)(thr) d /F( ,toT)da.

p Q
It implies that

Jt(tv) 1

By Hoélder’s inequality, (H1) and (4.2), we have

1 1
:7/ |Vv|pdzfﬁ/ h(a:)|v\qd:cf—/F(ac,tv)dz.
tp pJo q Q trJa

(4.37)

(4.38)

(4.39)

q

pP—gq a
/|h\|v|qu:/ |h|n~ 9% o|n?®da < (/ |h\ﬁn*%dm> ! (/ |U\Pnpad:p)” < 0.
Q Q Q Q
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Hence
t—>+oo e / h(z)|v|%dx = 0. (4.40)
As in (4.28), we get
lim tl F(z,tv)de = %/{zvg(x)|v(x)|pd:r. (4.41)

t—+oo tP Q

Combining (4.38), (4.39), (4.40) and (4.41), we have

+ 1 1
lim T (tv) = f/ \Vv|pdx—f/V2\v\de
P Jo pJa

1
= 7/\Vv
P Jo

- L)

which contradicts to (V2) and that completes the proof of Lemma. O

Lemma 4.6. Under conditions (F1), (H1) and (H5), we have

JE(+t
i 2t

<0,
t——4o00 tpP

where v is given in (H5).

Proof. Let {t,} be a sequence of positive real numbers such that ¢, — 0 as n — +oo. First, we
consider the case of J*. We have

+
J S””) - ;[/ *|thv\pdx—f/h )(tnv )qu_/F(mt“ )dm]

/ h(z)(v*)da — f/ (z, v (4.42)

By (F1), we have

/F(x,v*)dx =
// alp— 1) (1€t vﬂ Yt ’dﬁdm—//

,tp/ a(p—1) \v|pdx.
p Q

It follows that

tn'u+

1
f(:v, EtuT)déda

flz,7)drdx

Ap=Dep=1yp () )P’dgdm

1
lim —q/F(x,tanr)dx:() and
n—+o0o ip Jo
Jr(t 1
lim (t0) = —7/ h(z)(vh)%dz < 0.
Q

t—0+ 14 q
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In case of J~, note that —v™ = (—v)~ then (—t,v)” = —t,v1 = t,v, we have

I(tar) _ 1{/ L9 twrar =1 [ h@lt) e~ [ P () o

th th
/ ywide — — / x, —t,v)dx.
Arguing as in the case J“‘7 we also have

"
lim ) _ J/ h(@) vt |9dz < 0.
Q

t—0+ te q

O

Proof of Theorem 4.1 We have J*(0) = 0. By Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1,
Lemma 4.4 and Lemma 4.5, there exists a critical point uy of J* with J™(uy) > pu > 0 (u is
given in Lemma 4.4). We prove that u; > 0. Since w; is the critical point of JT, by (4.12), for
any v € WyP(Q)

/Q\Vu1|p_2Vu1Vvdx—/Qh(a:)(uf)q_Qufvdx—/Qf(a:,uf)das:0. (4.43)

Take v = w7 in (4.43), we obtain
/ [Vuy [Pdz = 0.
Q

Hence u; = 0 a.e. on §, this implies u; > 0 a.e. on Q. Since J*(u1) > 0, then u; # 0, therefore
uy is a non-trivial nonnegative weak solution of the problem (4.1) such that J(uq) = J*(u1) > 0.

Arguing similarly for J~, we obtain a non-trivial non-positive weak solution us of (4.1) such
that J(ug) > 0.
Proof of Corollary 4.1 Using Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1, Lemma 4.2 and
Lemma 4.5, and arguing as in Proof of Theorem 4.1, we get the corollary.
Proof of Corollary 4.2 Using Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1, Lemma 4.3 and
Lemma 4.5, and arguing as in Proof of Theorem 4.1, we get the corollary.
Proof of Theorem 4.2 By Theorem 4.1, we have two nontrivial weak solutions for (4.1), one
solution is non—negative and one solution is non—positive, but both of them have positive energy.
Therefore, we only need to find two nontrivial weak solutions for (4.1) which have negative energy.
The first one is found by J*, and the second is found by a similar argument for J—.

J is lower semi—continuous by its differentiability. Let 7, ¢ and p as in Lemma 4.4. Put
B ={ueW;”(Q): |ulp < o} Arguing as in (4.39) and using (ii) of Theorem 2.4, we sece
that J*(B) is bounded. Put ¢ =infpJ*, then by Lemma 4.6, we have ¢ < 0.

For n € N, let u,, € B such that

1
+
c< J (up) <c+ ol (4.44)

Let e € W, P(Q) with |le]|l;, = 1. Apply Ekeland’s Variational Principle in [11] with ¢ = L and
6= %, there exists v,, € B such that

T (o) = T (0n) < T (va 4 t6) = T (0n + 1)+ tlllelp V€ R {0}

n

JT () < IV (un). (4.45)
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From (4.45), we have

Tt (v, + te) — Tt (vy) 1
It] T
s JT (v, +te) — T (vy) 1
z ; 2> - if t >0,
JT (v +te) — T (vy) Z—l 1<,
—t n
Therefore
‘J“L(vn—I-te) — J T (vy) -
t n

Letting t — 0, we have

1
|DJ* (vy,)(e)] < —y Ve€ Wo (), llellp =1.
Therefore
1
. + _ . + . B
nllg-il:loo (= (U”)H(W(}'p)* o ngr}rloo <|€S|}1]I,)_1 D7 (vn)(e)> = ngr-lrrloo n 0

Since ¢ = infpJ T, by (4.44) and (4.45), we have

1

c§J+(vn) <c+ ol (4.46)

Therefore, J*(v,) — ¢ as n — +oo. It follows that {v,} is a Palais-Smale sequence. By (4.5),
we can assume that v, — vo in Wy"*(€2). Hence,

DJ*t(v) = lim DJ (v,)=0 and J(vg)= lim J¥(v,)=c<O0.

n—-+oo n—-+o0o

Therefore, vg is a critical point of J™ with negative energy. Arguing as in Proof of Theorem 4.1
we get have vy > 0 and Theorem 4.2.
Remark 4.1. If n in (4.3) is constant, the results in this section have been proved in [9].

Example 4.1. Let p = 2, Q be the unit ball B;(0) in RN (N >3) and n(z) = (2XA1)3 (1 — |z[)~!
for any x in Q. By Theorem 8.4 in [16], there is a real number ¢ > 1 such that

/ ulPde < cllullf,  Yue Wy?(Q). (4.47)
Q
. 2)\1 1 .
Let § be in {0, —————— | and [ be a real C* —function on 2 x R such that
C(1+2/\1)
1
fla,s)=0(1—|z*)"5s ifls| < 5. Yz e Q,
F(z5)| € [0,20 (1 |o)~F 5] ifls| € [4,1], v e, (4.48)
2A183(1 — |z|?)* :
fle) = 2D eyt 2L v en

S 1+ s2(1— |zf?2)t
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(i)

(ii)

(iii)

We have

Vo) = lim 258 _ 51— a3, veeq

s—0 S

We get (V2), (F1) with o = 2 and
/Q (IVulP — Volul?) dz > (1 - as)uunivol,z Vu € Wy (Q).

Thus (V1) is fulfilled.

Put Vi(z) = Va(x) = 2M1 (1 — |z]) =3 for every x in Q. Since Vi(z) = Va(z) > Ay for every
x in Q, by Theorem 3.2, A(V1) = AM(Va) < 1 and we get the condition (V2).

Let g = % and h = 577% = 67]% with a sufficiently small positive real number e, then we get
(H1).

Thus we can apply Theorem 4.1 for f and h, but the results in [9] do not work in this case.

5

Acknowledgements

The author would like to thank to Prof. Dr. Jiirgen Appell’s for their valuable comments,
suggestions, review and approval about of the paper. Also, the author would like to express
their sincere gratitude to the referee of this paper for a very careful reading of it and for all the
insightful comments and suggestions, which help us to improve the quality of this manuscript.

References

1]
2]

[3]

R. Adam and J. Fournier, Sobolev spaces. Academic Press, New York 2005.

Z. W. Birnbaum and W. Orlicz. Uber die verallgemeinerung des berriffes der zueinander
konjugierten potenzen. Stu. Math., 30 (1968), 21-42.

A. Ambrosetti and P. H. Rabinowitz, Dual variational methods in critical point theory and
applications. J. Funct. Anal. 14 (1973), 349-381.

A. Anane, Ftude des valeurs propres et de la résonnance pour lopérateur p-laplacien. C. R.
Ac. Sc. Paris, 305 (1987), 725-728.

J. Appell and P. Zabreiko, Nonlinear superposition operators. Cambridge University Press,
2008.

H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations. Springer,
2011.

M. Cuesta. Figenvalue problems for the p—laplacian with indefinite weights. Electronic Jour-
nal of Differential Equations. 2001(33) (2001), 1-9.

G. Dinca, P. Jebelean and J. Mawhin. Variational and topological methods for Dirichlet
problems with p-laplacian. Portugaliae Mathematica 58 (2001), 339-378.

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 45-62



62 Wadie Aziz
[9] T. K. Donaldson and N. S. Trudinger. Orlicz-Sobolev spaces and imbedding theorems. J.
Funct. Anal. 8 (1971), 52-75.

[10] D. M. Duc and N. Q. Huy. Non-uniformly asymptotically linear p—Laplacian problems. Non-
linear Analysis 92 (2013), 183-197.

[11] D. M. Duc. Nonlinear singular elliptic equations. J. London Math. Soc. 40(2) (1989), 420—
440.

[12] I. Ekeland, Nonconver minimization problems, Bull. Amer. Math. Soc. 1 (1979), 443-474.

[13] D. G. De Figueiredo. Lectures on the Ekeland variational principle with applications and
detours. Tata Institute of Fundational research, Bombay, 1989.

[14] D. Gilbarg and N. S. Trudinger. Elliptic partial differential equations of second order,
Springer, Berlin, 2001.

[15] B. J. Jaye, V. G. Mazya and 1. E. Verbitsky. Quasilinear elliptic equations and weighted
Sobolev-Poincaré inequalities with distributional weights, Advances in Mathematics 232
(2013), 513-542.

[16] M. A. Kranosel’'skii. Topological methods in the theory of nmonlinear integral equations.
Macmillan, New York, 1964.

[17] A. Kufner. Weighted Sobolev spaces. Wiley, New York, 1985.

[18] A. Kufner, O. John and S. Fucik. Function spaces. Noordhoff, Leyden 1977.

[19] S. Fucik and A. Kufner. Nonlinear Differential Equations. Vol. 2, Elsevier, 1980.

[20] M. Marcus and V. J. Mizel. Every superposition operator mapping one Sobolev space into
another is continuous, J. Funct. Anal. 33 (1979), 217-229.

[21] M. Marcus and V. J. Mizel. Complete characterization of functions which act, via superpo-
sition, on Sobolev spaces. Transactions of AMS 251 (1979), 187-218.

[22] J. Matkwoski. Functional equation and Nemytskii operators. Funkc. Ekvac. 25 (1982) 127-
132.

[23] V. G. Mazja. Sobolev spaces, Springer, Berlin, 1985.

[24] B. Opic and A. Kufner. Remark on compactness of imbeddings in weighted spaces. Math.
Nachr. 133 (1987), 63-70.

[25] T. Runst and W. Sickel, Sobolev Spaces of Fractional Order, Nemytskij Operators, and
Nonlinear Partial Differential Equations. Series: De Gruyter Series in Nonlinear Analysis
and Applications 3, 2011.

[26] M. Struve. Variational methods. Springer, Berlin, 2008.

[27] E. Zeidler. Nonlinear functional analysis and its applications III: Variational methods and

optimization. Springer, Berlin, 1985.

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 45-62



UNIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

DEL ZULIA Sistema de Servicios Bibliotecarios y Repositorio Cadémico

de Informacion

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 63-71

On some interesting properties of p—laplacian
equation

Sobre algunas propiedades interesantes de la ecuacion p—laplaciana

Gustavo Asumu Mboro Nchama (becquerrr10@hotmail. com)

Universidad Nacional de Guinea Ecuatorial
Calle Hassan II, Malabo
Guinea Ecuatorial

Mariano Rodriguez Ricard (aangela@matcom.uh.cu)

Angela Leén Mecias (rrricard@matcom.uh. cu)

Facultad de Matemtica y Computacion
Universidad de la Habana
Cuba

Abstract
In the present paper we establish, on the one hand, some singular solutions concerning
to the 1-laplacian equation. On the other hand, we give some properties related to the weak
solutions of p—lapalcian equation
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Resumen
En el presente articulo establecemos, por una parte, algunas soluciones singulares con-
cernientes a la ecuacién 1-lapaciana. Por otro lado, damos algunas propiedades relacionadas
a la debil solucién de la ecuacién p—laplaciana.

Palabras y frases clave: Solucién singular, ecuacién p-laplaciana, funcién p—armonica.

1 Introduction

In this paper, we are investigating singular solutions and properties to the following equation
which we shall call the p-Laplace equation [1-6, 9-11].

div(| Vu [P~2 Vu) = 0, (1.1)
where p satisfies 1 < p < co. The p-laplacian operator is defined as
Ayu = div(| Vu [P~2 Vu)
[ Vu =t (| Vu P Aut(p-2) Y

3,5=1

Ou Ou 0% )

a%‘i 8_.1‘] 8$i81‘j
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There are several noteworthy values of p:

a) p=o00. As p — oo one encounters the infinity Laplacian equation

" Ou du O

— = (1.3)
=1 81‘1‘ 8.1‘j 8$i8$]'
in R™, which some singular solutions are given by
ay/zi+ - 4+a2i4+b (1<k<n) (1.4)
1Ty + -+ apTy, +b (1.5)
n
alxéf/‘d—!—---—i—anxf/g ( a? :O> (1.6)
j=1
b) p = 2. In this case we have the Laplace equation
"L 9%u
2 92 = 0 (1.7)
i=1 g
c) p = 1. In this case we obtain the 1-laplacian equation
. Vu
dw(‘ v ‘) =0 (1.8)
For z € R? and under the assumption that |Vu| # 0, it then follows from (1.8)
Oud*u  Ou 0*u  Ou 0%*u \ Ou
2
A — (77 gu ou )7
[Vl b { Oz 0x? + Oy 0xdy + 0z 010z aer
ou 0%u  Oud*u  Ou 0%u \ Ou
(* +5 55+t )*-i—
Ox Oyox Oy Jy 0z 0yoz/ Oy
(21 o 0 ouswyon) »
0x 020x Oy 020y 0z 022/ 0z

The purpose of this paper is to obtain nontrivial singular solutions of (1.8) and some properties
of weak solutions concerning the equation (1.1). The paper has been organized as follows: in
section 2, we briefly review the basic definitions used in our subsequent discussions, next, the
preliminary results are established in section 3. Section 4 present the main results.

2 Basic definitions

Here, we give some definitions used in our subsequent discussions. For more details, see [7-8, 12]

Definition 2.1. We denote by Cy(€2) the space of all continuous functions on Q with compact
support.
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Other interesting notations are
CE(Q) = C*(Q) N Ch(N) (2.1)
Definition 2.2. The Sobolev space WP(9) is defined by
Wr(Q) = {u € L1”|E|gl,g27 -+ ,gN € LP such that

0 )

Definition 2.3. Let {2 be a domain in R™. We say that u € Wllof(Q) is a weak solution of the
p-harmonic equation (1.1) in €, if

/|Vu|p_2VuV77dx =0 VneC§eQ). (2.2)

If, in adition, u is continuous, then we say u is a p—harmonic function.

Definition 2.4. Let  be a domain in R”. We say that u € W,57(Q) is a classical solution of
(1.1), if u satisfies (1.1)

Definition 2.5. We say that u € Wllo’f (Q) is a weak supersolution of the p~harmonic equation
(1.1) in Q, if

/ | Vu |P~2 .Vu - Vndz > 0 (2.3)
Q

for all nonnegative n € C§°(2). For weak subsolution, the inequality is reversed.

Definition 2.6. Let Q2 C R™ be an open set, a linear differential operator of second order
L:C%*Q) — C(9Q) is defined as

Gxi ;

"0 ou - ou

L(u) = - Z : (GUTIJ) + Zalai] + agu (2.4)
j=14i=1 =1

where a;; € C1(Q),a; € C(Q),Vi,j=1,--- ,ny ag € C(Q).

Definition 2.7. Let V an K-vectorial space. A function g : V x V — K is called a billinear
form if

i) glu+v,w) =g(u,w) +g(v,w), Yu,v,weV,

) 9(
1) g(Av,w) = Ag(v,w), VYA e K,Yo,w eV,
iit) g(u,v +w) = g(u,v) + g(u,w), Yu,v,weV,
w) g(v, \w) = Ag(v,w), YA€ K, Vo,weV.
Definition 2.8. Let H be a Hilbert space, we say that a billinear form g: H x H — R is

a) continuous if there exists a constant C' > 0 such that

lg(u, v)| < Cllullg - [Jvlla Vu,v e H. (2.5)
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b) coersive if there exists a constant 6 > 0 such that

g(u,v) > 0||lul|? Vue H. (2.6)

Definition 2.9. The billinear form g : Hi(Q) x H3(Q) — R conected with the operator L is

defined as
N N
Ju Ov ou
= E i E i 2,
9(,v) /Q W Ox; O i i=1 /Qa Iz o /Q fone @7)

i,j=1

for all u,v € H}(Q).

3 Preliminary results

Theorem 3.1. Let suposse that the billinear form (2.7) is coersive with the constant of coersity
0. Then the bilinear form (2.7) is continuous and furthermore exist o,y > 0 such that [8]

a-lullf ) < 9lu,w) + 7 - llullfz (3.1)
for all uw € H}(Q). Where
0 1 n
a=5 ¥y Y=o > laillze @) + llaoll (o) (3.2)

i=1

Theorem 3.2. (Caccioppoli) If u is a weak solution of (1.1) in Q, then
[ e vurds <y [ vepas (33)
Q Q

for al £ € CX(2),€ > 0.

Proof. Use

n=¢&"u
Vi = P Vu + p€P~uvg

By the equation (2.2) and Holder’s inequality

/ EP|Vul|Pdx = —p/ g1 -u<|Vu\p72Vu,V§>dx
Q Q

<p /Q €Vl Ju - VE|de

1 1
<ol [evapas} P [ up-vgr}p

The estimate follows. O
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Theorem 3.3. If v > 0 is a weak supersolution of (1.1) in Q, then
p p
LEEAVA Pde < (——) - Pd 3.4
e wogurar < ((25)"- [ e (3.4)

whenever £ € CZ°(2),£ > 0.

Proof. One may add constants to the weak supersolutions. First, prove the estimate for v(x) + ¢
in place of v(z). Then let € — 0 in

&r - [Vol? P\

Hence we may assume that v(z) > € > 0. Next use the test function n = £Pv*~P. Then
Vi = pP~ ! TPVE — (p — 1)EPv TPV (3.6)
and we obtain
(p-1) / &P |VolPde < p / &t WP VolP 2V, VE) dar
Q Q

< p/ =1 1P |Vl |VE|da
Q

1 1
<p{/Q£P-vP|WPdm}1p-{/ﬂwgw}p

from which the result follows. O

Theorem 3.4. Suposse that 1 < p < oo and ) is a bounded open set. Then exists a constant C
(depending on 2 and p) such that [7]

lullr < Cl[Vullze, Vue WyP(Q)(1 < p < oo)

In particular, the expression |Vullr» is a norm on Wy (Q), and it is equivalent to the norm
[l

4 Main Results

4.1 Some results of weak solutions

Theorem 4.1. A C? function u that satisfies (1.1) is a weak solution of (1.1)

Proof. Multiply (1.1) by n € C§°(€) and integrate by parts; we obtain
/ |VulP~2VuVndr =0 ¥y e C5°(RQ)
Q

as required. O
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Theorem 4.2. Let u € WHP(Q) be a weak solution of p-harmonic equation (1.1) in Q, then
€ 1Vulllze < p(llullzer + 1 VEIT2)  VE € C5°(R2),€ 2 0.
Proof. From Theorem 3.2, we have
/ &P - |VulPdx < pP / |u|? - |VE|Pdx (4.1)
Q Q
In terms of (4.1), it then follows that
1€ IVulllze < p-[lul - [VE]] e (4.2)
To continue we need the Young inequality
1
a-b§5a2+4—5b2, a,beR e eRy (4.3)
We obtain
1€1Vulllze <pll [ull VE T [Lr
1
< 2 L 2,
Spllelul +o | VEP I
2 1 2
<plellul®llee + I TVE lzr) (4.4)
We insert € € [1,1] into the inequality (4.4). This yields

lg 1 V| llze <plell [ul? llze + (@ =)l Tu* [Izo

4e — 1
VE P ||y
Ve o]

=pll Tl e + 11 VE [ [l2r]
= p([[ullZzr + IVE]Zz0),

1
= I V€ I? || e
+4€||\ 17 e +

as required. O

Theorem 4.3. Let suposse that the constant of coersity of the billinear form (2.7) is 0. Let also
v € WHP(Q) be a positive (v > 0) weak supersolution of the p-harmonic equation (1.1) in Q, then
there exist constants 8 > 0 and v > 0 such that

Bllu - [Viogoll|720y < g(u,uw) +7 - [[ull7z2(q) (4.5)
for allu € C§°(Q),u > 0, with v and g(u,u) given by (3.2) and (2.7) respectively.
Proof. Let p = 2. By Theorem 3.3, we obtain inequality
lu- [Viogv|[[72(q) <4 Vull7z(q)
which can be written as

Jw- |Vlogv|||%2(m <4 HVUH%Z(Q) =4 ||U||§{5(Q) (4.6)
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Combining the inequality (3.1) with the estimate (4.6), we obtain
allu-|Viogo|[Fzi) <4~ glu,u) +4- - |lull7zq (4.7)
Divide out the common factor. We arrive at
Bllu - [V 10g v/l 0y < 9w, w) +7 - [ulZagq, (4.8)
with the constant g = %. This concludes the proof. O
4.2 Singular solutions of 1-Laplacian equation
The purpose of this section is to prove that the functions
u = (J;l ‘x4 +xpH + do)eT1+$2+“'+mn+d1 +dy (49)
u= €a111+a2m2+“-+anmn+d + dO (410)
u=In(a121 + agxs + -+ + apx, + d) + dy (4.11)
u = ln(ealm1+a2x2+~~+anzn+do +dy) +dy (4.12)
U= a1 + asZs + - - + Anky + do + eT1To2r2EFanntd (4.13)
u=a1x1 + axe + -+ + any + do + In(ayzy + asxe + -+ + apwy, + di) (4.14)
U= a1r1 + asxo + -+ anxy + do + ln(e‘“9”14"12362*"”Jr“”g”"er2 +dy) (4.15)
u = €a111+a2m2+...+anmn+d0 + 111(&1.731 4+ agxy + -+ anTy + dl) + d2 (416)
are singular solutions of the equation (1.8). Where a;(: =0,--- ,n),a,b,c,d,dy
,d1,ds, ds are real numbers. For z € R?, we shall have
u=(x+y+z+dy)eTvT=rTh 4 d, (4.17)
u = @ tbyteztd 4 g, (4.18)
u=1In(ax + by +cz+d)+do (4.19)
u = In(e®™Ttyteztdo 4 q,) 4 dy (4.20)
u = ax + by + cz + dy + e HbyFeztd (4.21)
u=ax + by + cz+do + In(ax + by + cz + dy) (4.22)
u = ax + by + cz + do + In(e®@Fbyteztdz 4 g (4.23)
u = et@rbyteztdo L (ax 4 by 4 cz + dy) + da (4.24)

Theorem 4.4. The function (4.17) is singular solution of the equation (1.9)
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Proof. Noticing that

Vul> - Au=9-(z+y+z+do+1)? (z+y+=z
+do +2) - BSletytztd) (4.25)

<3u %u  Ou 0%u  Ou O%u )3u

A a o = -_— _— = . 2.
8x8m2+8y8m8y+8z6m82 oz Sr(@tytatdo+1)7 (z+y+z

+do +2) - Sletytatdy) (4.26)

(8u 0%u oud?u  Ou O%u >8u

a - a5 —_— _— = . 2_
3$3y3$+3y8y2+8z8y8z By 3-(z+y+z+do+1)° - (z+y+=z

+dg +2) - Plrtyterdy (4.27)

(8u %u  Ou Pu  Ou 82u) ou

- - _—— = . 12.
Bajazagg+ayazay+azaz2 3 (w+y+zt+do+1)"-(x+y+=

==
+do +2) - Sletytatdy) (4.28)

and inserting (4.25)-(4.28) into the equation (1.9), we obtain

0-(z+y+z+do+1)% (x4y+2z+dy+2)-SEFyr=+d) —q (4.29)

from which the proof follows. [

Similar to the proof of the foregoing theorem, we have

Theorem 4.5. Functions (4.18)-(4.24) are singular solutions of the equation (1.9).
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matematica, Facultad Exp. de Ciencias
Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta secciéon son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de mateméatica no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrénico, en espaifiol o
inglés, a la direccion arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en WTEX). Las
propuestas deben acompanarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente que haga
razonable pensar que una soluciéon puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a BTEX source file). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

El problema propuesto a continuacion se planted en la 34% Olimpiada Iberoamericana celebrada
en Guanajuato, México, en septiembre del 2019.

146. Determine todos los polinomios P(x) de grado n > 1 con coeficientes enteros tales que

P(z) = (z = P(0))(z — P(1))(z = P(2))--- (x = P(n = 1)).

2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24-25, 27-28, 44, 51, 54, 59, 69, 79,
82-91, 94-100, 106, 108-113, 116, 118-123, 126, 128-129, 133-143 y 145. Invitamos a los lectores
a enviarnos sus soluciones para esos problemas.

103. [13(1) (2005) p. 79.] En el tridngulo ABC sean P, @@ y R los puntos de tangencia del
incirculo en los lados AB, BC'y AC respectivamente. Sean L, M y N los pies de las alturas
del tridngulo PQR en PQ, QR y PR, respectivamente.

a) Demuestre que las rectas AN, BL y CM se cortan en el mismo punto.

b) Demuestre que este punto comun esta en la recta que pasa por el ortocentro y el circun-
centro del tridngulo PQR.
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Solucion del editor: (a) LBPL = ZPRQ por angulo semi-inscripto, ZPRQ = 180° —
/NHM = /NHP pues RNHM es ciclico, /NHP = /ZNLP pues PNHL es ciclico. Por
lo tanto ZBPL = ZNLP y AB || NL. Anédlogamente BC || LM y CA || MN. Por lo tanto
los tridngulos ABC' y NLM son honotéticos, y las rectas AN, BL y CM se cortan en el
centro de homotecia X.

(b) El ortocentro H de PQR es el incentro de su triangulo értico NLM. Pero la homotecia
que transforma NLM en ABC' lleva el incentro de NLM en el incentro de ABC, que es el
circuncentro O de PQR. Por lo tanto X, H y O estan alineados.

104. [13(1) (2005) p. 79.] Dos jugadores llamados Azul y Rojo juegan por turnos en un tablero
de 10 x 10. Azul tiene una lata de pintura azul y Rojo una de pintura roja. Comenzando
por Azul, cada jugador en su turno elige una fila o columna del tablero que no haya sido
escogida anteriormente por ninguno de los dos y pinta sus 10 casillas con su propio color.
Si alguna(s) de esas casillas ya estuviese pintada, el nuevo color cubre al anterior. Luego de
20 turnos, al agotarse las filas y columnas disponibles, el juego finaliza. Entonces se cuenta
la cantidad de casillas de cada color y se determina el ganador de acuerdo a la siguiente
regla:

Si la cantidad de casillas rojas supera en diez o mds a la cantidad de casillas
azules, entonces gana Rojo. De lo contrario gana Azul.

Determine si alguno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora y explique cudl es
la estrategia.

Solucion del editor: Rojo tiene una estrategia ganadora, que consiste en seleccionar, cada
vez que le toca jugar, una linea del tablero perpendicular a la seleccionada por Azul en
su jugada previa. Es claro que esto es siempre posible, ya que luego de las dos primeras
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105.

jugadas quedaran 9 filas y 9 columnas disponibles, luego de la cuarta jugada quedaran 8
filas y 8 columnas disponibles, etc.

Para probar que esta estrategia es ganadora observemos que cada casilla del tablero es
pintada exactamente dos veces, una cuando uno de los jugadores selecciona la fila en la
cual se encuentra la casilla, y otra cuando alguno selecciona su columna. Para fijar ideas
numeremos las filas de 1 a 10 y también las columnas de 1 a 10, y convengamos en que
en el turno de Rojo, si en la jugada previa Azul escogi6 la fila k& entonces Rojo escoge la
columna k, mientras que si Azul escogié la columna k, entonces Rojo escoge la fila k. Si
en sus primeras jugadas Azul y Rojo seleccionaron la fila y columna 4; (en ese orden o
en el contrario) entonces la casilla (i1,41) que esta en la interseccién de ambas lineas es la
dnica que queda con su color definitivo, que sera el rojo. Si en la tercera y cuarta jugadas
seleccionan la fila y columna is entonces tres nuevas casillas alcanzan su color final, a saber
las (i1,42), (i2,i2) v (i2,41). De estas tres, dos son rojas y una azul. En general, con cada
par de jugadas sucesivas la ventaja de las casillas con color definitivo rojo sobre las azules
se incrementa en 1. En efecto, si en las jugadas 2k — 1 y 2k Azul selecciona la fila i, y Rojo
la columna 4, entonces las casillas (i, 1), (ig,?2),. .., (i, ix—1) quedan con color definitivo
azul, mientras que (i1,i), (i2,%%)y -, (ix—1,ik), (ik,%x) quedan con color definitivo rojo.
Si Azul selecciona la columna i, y Rojo la fila i) entonces entonces las casillas (iy, i),
(i2,1k)s- - -, (ik—1,1%) quedan con color definitivo azul y las (ig,41), (ik,42), -, (ig,ix—1),
(ig,ix) quedan con color definitivo rojo. De este modo, al finalizar el juego el numero de
casillas rojas superaré en diez unidades al numero de casillas azules y Rojo ganara el juego.

[13(1) (2005) p. 80.] En un tridngulo acutdngulo ABC, sean H su ortocentro y M el punto
medio del lado AC. Por M se traza una recta L paralela a la bisectriz del angulo AHC.
Demuestre que la recta L divide al triAngulo ABC en dos partes que tienen el mismo
perimetro.

Solucion del editor: Sea P el pie la altura desde A. Entonces /PHC = 90° — ZHCB =
/ZCBA = B. Por lo tanto ZAHC = 180° — ZPHC = 180° — (3. Si la bisectriz de ZAHC
corta a la recta BC en Q y a AC en R, entonces ZOCHR = 90° — /2 y ZCQH =
ZCHR - ZHCB =90° — /2 — (90° — B) = B/2.

A

D Q B C
Tomemos ahora D en la prolongacién de C'B de modo que BD = BA. Es facil ver que
ZADB = (3/2 y por lo tanto DA || QR || ¢. Por lo tanto ¢ es paralela media del triangulo
ADC'y el punto N donde se cortan £ y la recta BC' es el punto medio de DC'.
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Si N esta en el segmento BC' como en la figura anterior, se tiene NB+ BA = ND = NC
y como MC = M A resulta que NBAM y NCM tienen igual perimetro. Si en cambio NV
estd fuera del segmento BC' como en la figura siguiente, y K es la intersecciéon de ¢ con el
lado AB, es claro que BN = BK y por tanto KA = BA— BK = BD — BN = ND =
NC = NB+ BC = BK + BC y como MC = MA resulta que KAM y KBCM tienen
igual perimetro.
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