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Presentación
El Comité Editorial de Divulgaciones Matemáticas se complace en presentar el Vol. 20,

No. 2, 2019. Los artículos contenidos en el presente número fueron recibidos en el segundo
semestre del año 2019, que fueron evaluados y aceptados para su publicación, antes de la edición
del presente número.

Es importante resaltar que el presente número de la revista solo muestra (5) artículos en la
sección de Artículos de Investigación y un manuscrito con la solución de tres (3) problemas pre-
sentados en la sección de Problemas y Soluciones, y presentando un nuevo problema para resolver
propuesto en la 34a Olimpiada Iberoamericana celebrada en Guanajuato, México, en septiembre
del 2019.

El trabajo editorial relacionado con este número es el resultado de mucho esfuerzo de algunos
miembros del Departamento de Matemática de la Facultad Experimental de Ciencias. Los Edi-
tores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este número:
a los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de con�anza a la revista; a los
árbitros que evaluaron los artículos, cuya labor desinteresada permitió satisfacer los estándares
de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo editorial de
Divulgaciones Matemáticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la
sección de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

A partir de este Vol. 20 (incluyendo el No. 1, 2019) la revista Divulgaciones Matemáticas
pasa a estar en el portal de Revistas Cientí�cas y Humanísticas de la Universidad del
Zulia (ReviCyHLUZ) cuyo sitio web o�cial es: produccioncientificaluz.org. Ahora los
artículos estarán identi�cados con el membrete del Sistema de Servicios Bibliotecarios y
de Información de LUZ (SERBILUZ). Por tanto, la revista tendrá dos páginas web de uso
o�cial: divmat.demat-fecluz.org y produccioncientificaluz.org, donde serán publicados
los artículos y se podrán descargar de forma gratuita. Todo esto con la �nalidad de darle más
expansión y reconocimiento a la revista.

Por último, el Comité Editorial deDivulgaciones Matemáticas pide disculpas a los autores
de los artículos aquí publicados por los inconvenientes causados por la tardanza en la edición
de este número, les agradecemos su espera. Además, invitamos a la comunidad matemática
venezolana e internacional a seguir dándonos su voto de con�anza sometiendo sus trabajos en la
revista para evaluación y posible publicación.

1 Dr. Tobías Rosas Soto.

1Editor en Jefe de Divulgaciones Matemáticas y editor del presente número



Presentation
The Editorial Board ofDivulgaciones Matemáticas is pleased to present theVol. 20, No.

2, 2019. The articles contained in this issue are those received during the second semester of the
year 2019, wich ones were evaluated and accepted for publication, before the edition of this issue.

It is important to stand out that the present issue of the journal shows (5) �ve articles on the
section of Research Papers and one manuscripts with the solution of three (3) problems presented
in the section of Problems and Solutions and presenting a new problem to solve propoused on
the 34a Olimpiada Iberoamericana celebrated in Guanajuato, Mexico, on september 2019.

The editorial work related to this issue is the result of the e�orts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to ex-
press their gratitude to all of those who made this issue possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of con�dence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with sel�ess work, guaranteeing the quality standards of the journal and signi�cantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemáticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

From this Vol. 20 (including the No. 1, 2019) the journal Divulgaciones Matemáticas is goin
to be in the portal of Revistas Cientí�cas y Humanísticas de la Universidad del Zulia
(ReviCyHLUZ) wich o�cial webpage is: produccioncientificaluz.org. Now the articles
will be identify with the letterhead of Sistema de Servicios Bibliotecarios y de Infor-
mación de LUZ (SERBILUZ). Furthermore, the journal will have two o�cial webpages:
divmat.demat-fecluz.org and produccioncientificaluz.org, where will be published the
articles y it will may download in a free way. All these with the purpose to give more expantion
and recognition to the journal.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemáticas ask for apologize to the au-
thors of the articles published here for the inconvenient the delate of the edition of this issues
made, we thanks your wait. Furthermore, we invite the Venezuelan and international mathemat-
ical community to continue giving their support by submitting their articles to our journal for
evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobías Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemáticas and editor of the present issue
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Propiedades geométricas de poĺıgonos en planos

de Minkowski

Geometric properties of polygons in Minkowski planes

Loidybeth Carrillo Colmenares (loidy_16@hotmail.com)
Tob́ıas Rosas Soto (trosas@demat-fecluz.org)

Departamento de Matemática
Facultad Experimental de Ciencias

Universidad del Zulia
Maracaibo - Venezuela

Resumen

En este art́ıculo se estudian las propiedades geométricas de dos tipos de poĺıgonos en el
plano normado y af́ın R2, tales como: cuadriláteros y pentágonos. Se generaliza la noción de
anticuadrilátero para cualquier cuadrilátero, con respecto a un punto del plano y se introduce
la noción de C-ortocentro para cuadriláteros inscritos en una circunferencia. De igual forma
se define la noción de antipentágono para un pentágono cualquiera, en el plano normado
y af́ın R2, con respecto a un punto dado y también se introduce la noción de C-ortocentro
para pentágonos inscritos en una circunferencia. Se determinan las relaciones geométricas
del baricentro de estos poĺıgonos, sus respectivos antipoĺıgonos, los triángulos formados por
sus vértices y algunos puntos notables de dichos triángulos, tales como: baricentros, cir-
cuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando estos existen). Se utilizó el programa
Geogebra para la modelación de figuras en el plano eucĺıdeo R2.

Palabras y frases clave: Planos de Minkowski, poĺıgonos, centroide, C-ortocentro, an-
tipoĺıgonos.

Abstract

In this article we study the geometric properties of two type of polygons in the normed
and affine plane R2, such as: quadrilaterals and pentagons. The notion of antiquadrilateral
is generalized for any quadrilateral, with respect to a point in the plane and we introduce
the notion of C-orthocenter to inscribed quadrilaterals on a circumference. On the same way
we define the notoion antipentagon for any pentagon in the normed and affine plane R2,
with respect to a given point and so we introduce the notion of C-orthocenter to inscribed
pentagons on a circumference. The geometric relations of the barycentre of this polygons, its
antipolygons, the triangles formed by its vertices and some points related to these triangles,
such as: baricenters, circumcenters and C-orthocenters (when they exist), are determined.
The Geogebra program was used for the modeling of figures in the euclidean plane R2.

Key words and phrases: Minkowski planes, polygons, centroid, C-orthocenter, an-
tipolygons.
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1 Introducción

Desde el punto de vista anaĺıtico, el plano eucĺıdeo es un espacio bidimensional con producto
interno donde se satisfacen los axiomas de Euclides para la Geometŕıa (ver [1, 3, 4, 11]). Co-
mo consecuencia de la estructura algebraica del espacio y sus relaciones, los distintos objetos
geométricos pueden ser vistos como ecuaciones algebraicas. Por tanto, los resultados de la Geo-
metŕıa clásica de Euclides pueden ser traducidos o interpretados como algún tipo de relación
algebraica anaĺıtica.

Ahora bien, en los espacios vectoriales bidimensionales (planos) se pueden definir diferentes
tipos de normas y, por tanto, distintas formas de medir en dichos plano. Estos planos normados
son llamados planos de Minkowski y han sido muy estudiados (véase [3, 4, 11]). Todo matemático
que trabaje con Geometŕıa en planos de Minkowski sabe, de su propia experiencia, que hay muchas
propiedades geométricas elementales no se cumplen para todos los planos normados en general,
tal y como se cumplen en el plano eucĺıdeo. Sin embargo, algunas propiedades pueden redefinirse
de manera que las mismas se cumplan, en cierto modo, en planos normados. Un ejemplo de esto
se puede observar en [2, 5, 6, 8, 9, 10] sobre triángulos y en [2, 7] para cuadriláteros inscritos en
una circunferencia.

En este trabajo concentramos nuestro estudio en las propiedades geométricas existentes en
cuadriláteros y pentágonos sobre el plano normado y af́ın R2. Se generaliza la noción de anticua-
drilátero para cualquier cuadrilátero, con respecto a un punto del plano y se introduce la noción
de C-ortocentro para cuadriláteros inscritos en una circunferencia. De igual forma se define la no-
ción de antipentágono para un pentágono cualquiera, en el plano normado y af́ın R2, con respecto
a un punto dado y también se introduce la noción de C-ortocentro para pentágonos inscritos en
una circunferencia. También se determinan las relaciones geométricas del baricentro de cada uno
de estos poĺıgonos, sus antipoĺıgonos, los triángulos formados por sus vértices y puntos asociados
con los mismos, tales como: baricentros, circuncentros y C-ortocentros, respectivamente (cuando
estos existan).

Se utiliza el programa Geogebra (ver [12]) para la modelación de figuras en el plano eucĺıdeo
R2. Es importante aclarar que en las figuras de ilustración se utilizan las circunferencias generadas
por la norma eucĺıdea con la finalidad de generar una mejor compresión de la idea que se desee
resaltar en la demostración.

2 Preliminares

Dado un plano M y x1, x2 ∈ M . Se denota por 〈x1, x2〉 a la recta que pasa por los puntos x1 y
x2, parametrizada por tx1 + (1− t)x2 con t ∈ R y por [x1, x2] al segmento entre x1 y x2, dado

por tx1 + (1− t)x2 con t ∈ [0, 1], cuyo punto medio está dado por
x1 + x2

2
. Nótese que el vector

director de la reca 〈x1, x2〉, o del segmento [x1, x2], está dado por x1 − x2. De manera que dos
rectas, o segmentos, seŕıan paralelas si sus dos vectores directores son múltiplos esalares entre śı.

Se llamará circunferencia unitaria al conjunto C = {x ∈ V : ‖x‖ = 1} y para cualquier punto
x ∈ V y r ∈ R+ ∪ {0}, el conjunto C (x, r) = x+ rC = {y ∈ V : ‖x− y‖ = r} se definirá como la
circunferencia de centro x y radio r.

Sean p ∈ M y k ∈ R, se llamará simetŕıa puntal de centro p a la función Sp : M → M
dada por Sp(w) = 2p − w, ∀w ∈ M y se llamará homotecia de centro p y razón k, a la función
Hp,k : M → M dada por la expresión Hp,k(w) = (1 − k)p + kw, ∀w ∈ M , también llamada
homotecia puntual de razón k.
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Propiedades geométricas de poĺıgonos en planos de Minkowski 3

Se llamará triángulo con vértices en los puntos x1, x2, x3, denotado por 4x1x2x3, al conjun-
to de puntos αx1 + βx2 + γx3 donde α, β, γ ∈ R+ ∪ {0}, con α + β + γ = 1. Los segmentos

[x1, x2] , [x2, x3] , [x3, x1] serán los lados del triángulo y g =
xi + xj + xk

3
se denominará el ba-

ricentro del 4xixjxk. Un punto x se dirá circuncentro del triángulo 4x1x2x3 si es centro de
una circunferencia que contiene los vértices del triángulo. También dado un punto cualquiera
del plano p4 diremos que el triángulo 4p1p2p3 es el p4-antitriágulo del triángulo 4x1x2x3 si
pi = Smi

(p4) para i = 1, 2, 3, donde mi son los puntos medios de los lados del triángulo 4x1x2x3.

Se define al punto q =
x1 + x2 + x3 − 2p4

2
el punto de simetŕıa entre el triángulo 4x1x2x3 y su

p4-antitriángulo 4p1p2p3, donde claramente pi = Sp(xi) para i = 1, 2, 3. Además si p4 un circun-
centro del triángulo 4x1x2x3, entonces se dirá que x4 es el C-ortocentro del triángulo 4x1x2x3
asociado a p4, si Sq(p4) = x4. Por último, si x4 es el C-ortocentro del triángulo 4x1x2x3 y

ni =
x4 +mi

2
, para i = 1, 2, 3. Se llama circunferencia de Feuerbach del triángulo 4x1x2x3, a la

circunferencia que pasa por los puntos mi y ni, para i = 1, 2, 3.
Sea Vn = {x1, x2, x3, · · · , xn} un conjunto de puntos distintos del plano, se llama poĺıgono

estrellado de n lados o n-gono estrellado, de vértices xi, denotado por PVn , a la poligonal cerrada
formada por los puntos xi. De igual forma se llama poĺıgono convexo de n lados o n-gono convexo,
de vértices xi, denotado por PVn , al conjunto de puntos de la forma α1x1+α2x2+α3x3+· · ·+αnxn,
donde αi ∈ R+∪{0} para i = 1, 2, 3, · · · , n, con α1+α2+α3+· · ·+αn = 1. Los segmentos [xi, xi+1]
y [xn, x1] son llamados lados del poĺıgono, para i = 1, · · · , n−1. También se llamará centroide del

poĺıgono PVn al punto bc =
1

n

n∑
i=1

xi. Es importante aclarar que bc no es el centroide del n-gono

estrellado PVn . Si hay una circunferencia C(p, r) en M tal que los vértices xi del poĺıgono PVn
cumplen que xi ∈ C(p, r) para todo xi ∈ Vn se dirá que C(p, r) es la circunferencia circunscrita
de PVn y p se dirá circuncentro de PVn . También se dirá que el poĺıgono está inscrito en la
circunferencia C(p, r).

Denominaremos circunferencia de Feuerbach de un cuadrilátero inscrito en una circunferencia
(ver [2]), a la circunferencia que pasa por los centros de las circunferencias de Feuerbach de los
triángulos que se pueden formar con los vértices del cuadrilátero.

Por último enunciaremos una serie de resultados relevantes para la comprensión y desarrollo
del art́ıculo. A saber:

Teorema 2.1. (ver [8]) Sean p1, p2, p3 y p4 cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski,
pertenecientes a la C(x, λ). Sea qi el punto de simetŕıa del 4pjpkpl y su x-antitriángulo, y hi =
Sqi(x) el C-ortocentro del 4pjpkpl, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}, entonces:

1. Los segmentos [hi, pi] tienen el mismo punto medio q. Además,

q =
p1 + p2 + p3 + p4 − 2x

2
.

2. hi − hj = pj − pi para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

3. Los segmentos [hi, hj ] y [qi, qj ] son paralelos para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

4. Si w = Sq(x), entonces hi ∈ C(w, λ) para i = 1, 2, 3, 4.

5. qi ∈ C(q, λ2 ) para i = 1, 2, 3, 4.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1–30



4 Loidybeth Carrillo Colmenares - Tob́ıas Rosas Soto

6. C(q, λ2 ) = Hw, 12
(C(x, λ)).

7. Si mij =
pi+pj

2 y xij = Smij
(x) para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}, entonces xij es circuncentro de los

triángulos que se forman a partir de los puntos {pi, pj , hk, hl} para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}.

Teorema 2.2. Sean p1, p2, p3 y p4 cuatro puntos distintos, en un plano de Minkowski, pertene-
cientes a la C(x, λ). Sea qi el punto de simetŕıa del 4pjpkpl y su x-antitriángulo, y hi = Sqi(x)
el C-ortocentro del 4pjpkpl, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}, entonces:

1. Los segmentos [hi.pi] tienen el mismo punto medio q. Además,

q =
p1 + p2 + p3 + p4 − 2x

2

.

2. hi − hj = pj − pi para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

3. Los segmentos [hi, hj ] y [qi, qj ] son paralelos para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

4. Si w = Sq(x), entonces hi ∈ C(w, λ) para i = 1, 2, 3, 4.

5. qi ∈ C(q, λ2 ) para i = 1, 2, 3, 4.

6. C(q, λ2 ) = Hw, 12
(C(x, λ)).

7. Si mij =
pi+pj

2 y xij = Smij
(x) para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}, entonces xij es circuncentro de los

triángulos que se forman a partir de los puntos pi, pj, hk y hl para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}.

3 Cuadriláteros

Teorema 3.1. Sean x1, x2, x3, x4 y f , puntos distintos en un plano de Minkowski M . Sea wi el

punto de simetŕıa del 4xjxkxl con su f -antitriángulo, y sea bi =
xj + xk + xl

3
, para {i, j, k, l} =

{1, 2, 3, 4}. Sean bc =

4∑
i=1

xi
4

y hi = Swi
(f), para i = 1, 2, 3, 4, entonces se cumple lo siguiente:

1. Los segmentos [xi, hi], con i = 1, 2, 3, 4, tienen el mismo punto medio q. Además,

q =
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2
,

es decir, q = Hbc ,−1(f).

2. xi − xj = hj − hi, con {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

3. wi = Hbi,− 1
2
(f), para i = 1, 2, 3, 4. También wi − wj = 3

2 (bi − bj), para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

4. bi = Hbc,− 1
3
(xi), para i = 1, 2, 3, 4. Además, bi− bj = − 1

3 (xi−xj), para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

5. hi = Hbi,−2(f), para i = 1, 2, 3, 4. En particular, hi−hj = 3(bi−bj), para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.
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Propiedades geométricas de poĺıgonos en planos de Minkowski 5

Demostración. Tómese en cuenta que hi = Swi
(f), para i = 1, 2, 3, 4 y wi =

xj + xk + xl − f
2

,

para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4} (ver (a), Figura 1). Por tanto,

xi + hi
2

=

xi +

[
2

(
xj + xk + xl − f

2

)
− f

]
2

=
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2
= 2b

c
− f = Hbc,−1(f),

para todo i = {1, 2, 3, 4}.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 1: Ilustraciones 1, Teorema 3.1

Ahora (ver (b), Figura 1) obsérvese que

hi = 2wi − f = 2

(
xj + xk + xl − f

2

)
− f = xj + xk + xl − 2f

para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Por tanto, se tiene que

hj − hi = xi + xk + xl − 2f − (xj + xk + xl − 2f) = xi − xj .

Nótese que bi =
xj + xk + xl

3
, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Por definición de homotecia

Hbi,− 1
2
(f) =

3

2
bi −

f

2
, luego

Hbi,− 1
2
(f) =

3

2
bi −

f

2
=

3

2

(
xj + xk + xl

3

)
− f

2
=
xj + xk + xl − f

2
= wi

En particular,

wi − wj =

(
3

2
bi −

f

2

)
−
(

3

2
bj −

f

2

)
=

3

2
(bi − bj).

para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4} distintos (ver (a), Figura 2).
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(a) Ítem3. (b) Ítem 4. (c) Ítem 5.

Figura 2: Ilustración 2, Teorema 3.1

Por otro lado, se tiene que bc =
x1 + x2 + x3 + x4

4
y, por definición de homotecia,

Hbc,− 1
3
(xi) =

1

3
(4bc − xi) =

1

3
((x1 + x2 + x3 + x4)− xi) =

xj + xk + xl
3

= bi.

para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Luego, (ver (b), Figura 2)

bi − bj = Hbc,− 1
3
(xi)−Hbc,− 1

3
(xi) =

(
4

3
bc −

1

3
xi

)
−
(

4

3
bc −

1

3
xj

)
= −1

3
(xi − xj).

Por último, por definición de homotecia, Hbi,−2(f) = 3bi − 2f (ver (c), Figura 2). Aśı,
Hbi,−2(f) = xj + xk + xl − 2f , para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}, implicando que hi = Hbi,−2(f),
para i = 1, 2, 3, 4. Por tanto,

hi − hj = Hbi,−2(f)−Hbj ,−2(f) = (3bi − 2f)− (3bj − 2f) = 3(bi − bj).

mostrando lo deseado.

Basados en el Teorema 3.1 se puede establecer la definición de anticuadrilátero para un cua-
drilátero cualquiera, con respecto a un punto en el plano:

Definición 3.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea V4 = {x1, x2, x3, x4} el conjunto de vértices

del cuadrilátero PV4 (PV4) en M , y sea bc =
1

4

4∑
i=1

xi. Sean f ∈ M , tal que f /∈ V4, y q =

Hbc,−1(f). Se dice que el PH4
(PH4

) es el f -anticuadrilátero de PV4 (PV4), si H4 = {hi : hi =
Sq(xi) para i = 1, 2, 3, 4} (ver Figura 3).

(a) Convexo (b) Estrellado

Figura 3: f -anticuadrilátero
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Nótese que la Definición 3.1 también cumple que hi = Swi
(f), para i = 1, 2, 3, 4, donde wi

es el punto de simetŕıa del 4xjxkxl con su f -antitriángulo, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Esto
concuerda con la Definición 3.1 de anticuadrilátero, mostrada en [7] para cuadriláteros inscritos
en una circunferencia.

Teorema 3.2. Sean x1, x2, x3, x4 y f , puntos distintos en un plano de Minkowski M . Sean wi

el punto de simetŕıa del 4xjxkxl con su f -antitriángulo, y bi =
xj + xk + xl

3
, para {i, j, k, l} =

{1, 2, 3, 4}. Sean bc =

4∑
i=1

xi
4

, q = Hbc ,−1(f), y hi = Swi
(f), para i = 1, 2, 3, 4, entonces se

cumple:

1. Si zi = Sq(wi), los segmentos [bi, zi] se intersectan en el punto g = Hbc,− 3
5
(f), para

i = 1, 2, 3, 4.

2. Los segmentos [hi, hj ] y [wi, wj ] son paralelos, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}. En particular,
hi − hj = 2(wi − wj).

3. Si t = Sq(f) y zi = Sq(wi), entonces zi = Ht, 12
(xi), para i = 1, 2, 3, 4, y zi − zj = wj − wi,

para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}. Además, zi es el punto de simetŕıa del 4hjhkhl y su t-antitriángu-
lo.

4. Los segmentos [xi, xj ], [bi, bj ] y [wi, wj ] son paralelos, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}. En particu-

lar, bi − bj =
1

3
(xj − xi).

5. Si mij =
xi + xj

2
, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}, entonces

bc = [m12,m34] ∩ [m41,m23] .

Demostración. Nótese que la solución del sistema de ecuaciones:
(1− t1) b1 + t1z1 = y1
(1− t2) b2 + t2z2 = y2
(1− t3) b3 + t3z3 = y3
(1− t4) b4 + t4z4 = y4

(3.1)

con ti ∈ R para i = 1, 2, 3, 4, muestra el punto g de intersección de los segmentos [bi, zi] (ver
(a), Figura 4). En efecto, tomando en cuenta que zi = Sq(wi), para i = 1, 2, 3, 4, se igualan dos
ecuaciones cualesquiera del sistema (4.5) obteniendo que:

(1− ti)bi + tizi = (1− tj)bj + tjzj ,

(1− ti)bi + ti(2q − wi) = (1− tj)bj + tj(2q − wj)

(ti − tj)2q + (1− ti)
(
xj + xk + xl

3

)
− tiwi = (1− tj)

(
xi + xk + xl

3

)
− tjwj(

1

3
+

1

6
ti − tj

)
xj +

(
ti −

1

6
tj −

1

3

)
xi +

1

6
(ti − tj)(xk + xl)− (ti − tj)f = 0
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De donde se obtiene el sistema:  ti − 6tj = −2
6ti − tj = 2
ti − tj = 0

(3.2)

cuya solución está dada por ti =
2

5
= tj . Aśı, ti =

2

5
para todo i = 1, 2, 3, 4.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 4: Ilustración 1, Teorema 3.2

Sustituyendo ti en (4.5), y utilizando el ı́tem 1., Teorema 3.1, se obtiene que(
1− 2

5

)
bi +

2

5
zi =

3

5
bi +

2

5
(2q − wi) =

3

5
bi +

4

5
(2bc − f)− 2

5
wi =

3

5
bi +

8

5
bc −

4

5
f − 2

5
wi.

Como wi = Hbi,− 1
2
(f), para i = 1, 2, 3, 4 (por el ı́tem 3. del Teorema 3.1), se tiene(

1− 2

5

)
bi +

2

5
zi =

3

5
bi +

8

5
bc −

4

5
f − 2

5

(
3

2
bi −

1

2
f

)
=

8

5
bc −

3

5
f

Aśı, g =
8

5
bc −

3

5
f y, por definición de homotecia, g = Hbc,− 3

5
(f).

Nótese ahora que hi = Swi
(f) para i = 1, 2, 3, 4 (ver (b), Figura 4). Por tanto,

hi − hj = Swi
(f)− Swj

(f) = (2wi − f)− (2wj − f) = 2(wi − wj).

Por otro lado, si zi = Sq(wi), para i = 1, 2, 3, 4, se tiene

zi − zj = Sq(wi)− Sq(wj) = (2q − wi)− (2q − wj) = wj − wi

para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}. De igual forma como Ht, 12
(xi) =

1

2
t+

1

2
xi y t = Sq(f), se tiene que

Ht, 12
(xi) =

1

2
(2q − f) +

1

2
xi = q +

xi − f
2

= q +
xi − f

2
+ wi − wi =

= q +
xi − f

2
+

(
xj + xk + xl − f

2

)
− wi =

= q +

(
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2

)
− wi = 2q − wi.
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De manera que se cumple el ı́tem 3. (ver (a), Figura 5).

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4. (c) Ítem 5.

Figura 5: Ilustración 2, Teorema 3.2

Nótese que por el ı́tem 2. del Teorema 3.1, los segmentos [xi, xj ] y [hi, hj ] son paralelos. Luego,
por el ı́tem 2., los segmentos [hi, hj ] y [wi, wj ] son paralelos. Aśı, por transitividad, los segmentos
[xi, xj ] y [wi, wj ] son paralelos (ver (b), Figura 5). Además,

bi − bj =
xj + xk + xl

3
− xi + xk + xl

3
=
xj − xi

3
.

Finalmente, (ver (c), Figura 5), para determinar el punto de intersección de los segmentos:

(1− t0)m12 + t0m34 y (1− t1)m41 + t1m23. (3.3)

para t0, t1 ∈ [0, 1]. Igualemos las ecuaciones presentes en (3.3), para determinar los valores de t0
y t1:

(1− t0)m12 + t0m34 = (1− t1)m41 + t1m23. (3.4)

Aśı, desarrollando la ecuación (3.4) se tiene que

(1− t0)

(
x1 + x2

2

)
+ t0

(
x3 + x4

2

)
= (1− t1)

(
x4 + x1

2

)
+ t1

(
x2 + x3

2

)
x1

[
(1− t0)

2
+

(t1 − 1)

2

]
+ x2

[
(1− t0)

2
− t1

2

]
+ x3

(
t0
2
− t1

2

)
+ x4

[
t0
2

+
(t1 − 1)

2

]
= 0

De donde se obtiene el sistema: {
t0 + t1 = 1

t0 − t1 = 0
=⇒ t0 = t1 =

1

2

Sustituyendo el valor de t0 en la primera ecuación en (3.3) se tiene que:

1

2

(
x1 + x2

2

)
+

1

2

(
x3 + x4

2

)
=
x1 + x2 + x3 + x4

4
= bc.

obteniendo aśı lo deseado.

Es importante notar que las propiedades de cinco puntos cualesquiera en un plano de Min-
kowski mostradas en los Teoremas 3.1 y 3.2, también son válidas en un espacio vectorial bidi-
mencional pues las demostraciones de dichos teoremas se realizaron usando solo nociones afines
que no dependen de la norma del plano tales como: simetŕıa, homotecia y paralelismo.
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Por otro lado, obsérvese que si V4 = {x1, x2, x3, x4} es el conjunto de vértices de los poĺıgonos
PV4 y PV4 , entonces todas las propiedades del Teorema 3.1 y Teorema 3.2 se cumplen para PV4
y PV4 , salvo el hecho de que bc es el centroide de PV4 (bPV4

), pero no el de PV4 .
Ahora se presentarán dos resultados donde se mostrarán propiedades de un cuadrilátero inscri-

to en una circunferencia, relacionadas con un punto cualquiera del plano. Se establecerán algunas
comparaciones de las mencionadas propiedades con otras presentes en el Teorema 2.1 y algunos
otros resultados contenidos en [7].

Teorema 3.3. Sean M un plano de Minkowski y C(x, r) una circunferencia en M . Sean x1, x2, x3,

x4 y f puntos distintos de M , con x1, x2, x3 y x4 en C(x, r). Sean qx =
x1 + x2 + x3 + x4 − 2x

2
,

bc =

4∑
i=1

xi
4

y q =
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2
. Sean bi =

xj + xk + xl
3

y wi el punto de simetŕıa del

4xjxkxl y su f -antitriángulo para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}; ch = Sq(x); y hi = Sq(xi) para
i = 1, 2, 3, 4, entonces se cumple:

1. Si cb = Hbc,− 1
3
(x) es el centro de una circunferencia que contiene los bi, entonces C(cb, r3 ) =

Hbc,− 1
3
(C(x, r)).

2. Si cw = Hf, 32
(cb) es el centro de una circunferencia que contiene los wi, entonces C(cw, r2 ) =

Hf, 32
(C(cb, r3 )).

3. Si cw = Hf, 12
(ch) es el centro de una circunferencia que contiene los wi, entonces C

(
cw,

r
2

)
=

Hf, 12
(C(ch, r)).

4. Si cw es el centro de una circunferencia que contiene los wi, entonces q = Scw(qx).

Demostración. Tomemos y ∈ C(cb, r3 ), por tanto ‖cb − y‖ =
r

3
(ver (a), Figura 6). Se verá que

y ∈ Hbc,− 1
3
(C(x, r)). Supóngase que existe w ∈ C(x, r) tal que y = Hbc,− 1

3
(w), determinemos la

forma que tendŕıa tal w. A saber,

y = Hbc,− 1
3
(w) =

(
1 +

1

3

)
bc −

1

3
w =

4

3
bc −

1

3
w,

entonces w = 4bc − 3y.
Veamos ahora que w ∈ C(x, r). Como cb = Hbc,− 1

3
(x) por hipótesis, entonces

‖x− w‖ = ‖x− (4bc − 3y)‖ = 3

∥∥∥∥y − (4

3
bc −

1

3
x

)∥∥∥∥ = 3 ‖y − cb‖ = r.

De manera que y ∈ Hbc,− 1
3
(C(x, r)) y por tanto, C(cb, r3 ) ⊂ Hbc,− 1

3
(C(x, r)).

Luego, si y ∈ Hbc,− 1
3
(C(x, r)), entonces existe z ∈ C(x, r) tal que y = Hbc,− 1

3
(z). Obsérvese

que ‖x− z‖ = r, aśı

‖cb − y‖ =
∥∥∥Hbc,− 1

3
(x)−Hbc,− 1

3
(z)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(4

3
bc −

1

3
x

)
−
(

4

3
bc −

1

3
z

)∥∥∥∥ =
1

3
‖z − x‖ =

r

3
.

De manera que y ∈ C(cb, r3 ) y, por tanto, C(cb, r3 ) ⊃ Hbc,− 1
3
(C(x, r)).
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Si y ∈ C(cw, r2 ), entonces ‖cw − y‖ =
r

2
(ver (b), Figura 6). Veamos que y ∈ Hf, 32

(C(cb, r3 )).

Supóngase existe w ∈ C(cb, r3 ) tal que y = Hf, 32
(w). Determinemos la forma de dicho w,

y = Hf, 32
(w) =

(
1− 3

2

)
f +

3

2
w =

3

2
w − 1

2
f,

entonces w =
1

3
(2y + f). Veamos que w ∈ C(cb, r3 ). A saber,

‖cb − w‖ =

∥∥∥∥cb − (1

3
(2y + f)

)∥∥∥∥=
1

3
‖3cb − (2y + f)‖ . (3.5)

Como cw = Hf, 32
(cb), se tiene que

r

2
= ‖cw − y‖ =

∥∥∥∥(1− 3

2

)
f +

3

2
cb − y

∥∥∥∥ =
1

2
‖3cb − 2y − f‖ =

1

2
‖3cb − (2y + f)‖

por tanto

‖3cb − (2y + f)‖ = r. (3.6)

Aśı, por las ecuaciones (3.5) y (3.6), se tiene que ‖cb − w‖ =
r

3
. De manera que y ∈ Hf, 32

(C(cb, r3 )),

obteniendo que C(cw, r2 ) ⊂ Hf, 32
(C(cb, r3 ))

Luego, si y ∈ Hf, 32
(C(cb, r3 )), entonces existe z ∈ C(cb, r3 ) tal que Hf, 32

(z) = y. Obsérvese que

‖cb − z‖ =
r

3
. Veamos entonces que y ∈ C(cw, r2 ), aśı

‖cw − y‖ =
∥∥∥Hf, 32

(cb)−Hf, 32
(z)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(3

2
cb −

1

2
f

)
−
(

3

2
z − 1

2
f

)∥∥∥∥ =
3

2
‖cb − z‖ =

r

2
.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 6: Ilustración 1, Teorema 3.3

Probemos ahora que C
(
cw,

r
2

)
= Hf, 12

(C(ch, r)) siempre y cuando cw = Hf, 12
(ch) sea el centro

de una circunferencia que contiene los wi (ver (a), Figura 7). Tómese un y ∈ C(cw, r2 ) y veamos
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que y ∈ Hf, 12
(C(ch, r)). Supóngase que existe w ∈ C(ch, r) tal que y = Hf, 12

(w). Determinemos
quién seŕıa w,

Hf, 12
(w) =

(
1− 1

2

)
f +

1

2
w =

1

2
f +

1

2
w = y,

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4.

Figura 7: Ilustración 2, Teorema 3.3

entonces w = 2y − f .
Veamos que w ∈ C(ch, r). A saber,

‖ch − w‖ = ‖ch − (2y − f)‖= ‖ch − 2y + f‖ . (3.7)

Por otro lado, se tiene que
r

2
= ‖cw − y‖ =

1

2
‖f + ch − 2y‖ y por tanto ‖f + ch − 2y‖ = r. Aśı,

por la ecuación (3.7), se tiene que ‖ch − w‖ = r. De donde se obtiene que y ∈ Hf, 12
(C(ch, r)).De

manera que C
(
cw,

r
2

)
⊂ Hf, 12

(C(ch, r)).
Luego, si y ∈ Hf, 12

(C(ch, r)), se tiene que existe z ∈ C(ch, r) tal que Hf, 12
(z) = y. Obsérvese

que ‖ch − z‖ = r. Veamos que y ∈ C(cw, r2 ). Por hipótesis se tiene

‖cw − y‖ =
∥∥∥Hf, 12

(ch)−Hf, 12
(z)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(1

2
f +

1

2
ch

)
−
(

1

2
f +

1

2
z

)∥∥∥∥ = =
1

2
‖ch − z‖ =

r

2
.

Por tanto, Hf, 12
(C(ch, r)) ⊂ C

(
cw,

r
2

)
.

Por último, veamos que si cw = Hf, 12
(ch) es el centro de una circunferencia que contiene los

wi, entonces q = Scw(qx) (ver (b), Figura 7). Obsérvese que:

Scw(qx) = 2cw − qx = 2

(
1

2
f +

1

2
ch

)
− qx = f + ch − qx = f + (2q − x)− qx =

= f + 2q − x−
(
x1 + x2 + x3 + x4 − 2x

2

)
=2q − (x1 + x2 + x3 + x4)

2
+ f =

= 2q −
(
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2

)
= 2q − q = q

obteniendo aśı lo deseado.
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Teorema 3.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean C(x, r) una circunferencia, y x1, x2, x3, x4, f

puntos distintos de M , tal que x1, x2, x3, x4 ∈ C(x, r). Sean q =
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2
; qi el

punto de simetŕıa del 4xjxkxl con su x-antitriángulo, wi el punto de simetŕıa del 4xjxkxl con
su f -antitriángulo, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}; ch = Sq(x); y hi = Sq(xi) para i = 1, 2, 3, 4.
Entonces se cumple:

1. C(q, r2 ) = Hch,
1
2
(C(x, r)).

2. Si ei = Swi
(qi), entonces C(ei, r2 ) es una circunferencia medial del f -antitriángulo del

4xjxkxl, para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Además, ei ∈ C(q, r2 ) y ei es el punto medio del
segmento [x, hi], para i = 1, 2, 3, 4.

3. Si ui = Sq(ei), entonces C(ui, r2 ) es una circunferencia medial del t-antitriángulo del
4hjhkhl para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Además, ui ∈ C(q, r2 ) y ui es el punto medio del seg-
mento [ch, xi], para i = 1, 2, 3, 4.

4. x− f = ei − qi para i = 1, 2, 3, 4.

5. ei − ej = uj − ui para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4}.

Demostración. Dado que ch = Sq(x), se tiene que q = Hch,
1
2
(x) (ver (a), Figura 8). Tómese y ∈

C(q, r2 ), es decir ‖q − y‖ =
r

2
, y veamos que y ∈ Hch,

1
2
(C(x, r)). Supóngase que existe w ∈ C(x, r)

tal que y = Hch,
1
2
(w) y determinemos ¿cuál seŕıa el w que cumple tal condición?. Nótese que

y =
1

2
ch +

1

2
w, de donde w = 2y − ch. Veamos que w está en C(x, r). Aśı,

‖x− w‖ = ‖x− (2y − ch)‖ = ‖x− 2y + ch‖ = ‖x− 2y + 2q − x‖ = 2 ‖q − y‖ = r.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2., primera parte

Figura 8: Ilustración 1, Teorema 3.4

Por otro lado, sean mjk =
xj + xk

2
, mjl =

xj + xl
2

, mlk =
xl + xk

2
los puntos medios del

4xjxkxl, para {j, k, l} ⊂ {1, 2, 3, 4}. Veamos que mjk ∈ C(qi, r2 ) para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}.
Como xi ∈ C(x, r), entonces ‖x− xi‖ = r. Por tanto,

‖qi −mjk‖ =

∥∥∥∥xj + xk + xl − x
2

−
(
xj + xk

2

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x− xi2

∥∥∥∥ =
r

2
. (3.8)
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mostrando aśı que mjk ∈ C(qi, r2 ). Ahora, sean yj = Swi
(xj) y njk los puntos medios del 4yjykyl

(el f -antitriángulo del 4xjxkxl), para {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Aśı, por hipótesis, es claro que
njk = Swi(mjk). Luego, por la ecuación (3.8), se tiene que

‖ei − njk‖ = ‖Swi
(qi)− Swi

(mjk)‖ = ‖qi −mjk‖ =
r

2
.

Por tanto, njk ∈ C(ei, r2 ), siendo aśı C(ei, r2 ) una circunferencia medial del4yjykyl para {i, j, k, l} =
{1, 2, 3, 4} (ver (b), Figura 8).

Probemos ahora que: ei ∈ C(q, r2 ); y ei es el punto medio del segmento [x, hi], para i = 1, 2, 3, 4.
Aśı,

ei = 2wi − qi = 2

(
xj + xk + xl − f

2

)
−
(
xj + xk + xl − x

2

)
=
xj + xk + xl − 2f + x

2
. (3.9)

Luego, por (3.9), dado que q =
x1 + x2 + x3 + x4 − 2f

2
, se tiene

‖q − ei‖ =

∥∥∥∥xi + xj + xk + xl − 2f

2
−
(
xj + xk + xl − 2f + x

2

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥xi − x2

∥∥∥∥ =
r

2

Usando (3.9), y dado que hi = Sq(xi) para i = 1, 2, 3, 4, se tiene que ei es el punto medio del
segmento [x, hi] (ver (a), Figura 9). En efecto,

x+ hi
2

=
x+ 2q − xi

2
=
x+ x1 + x2 + x3 + x4 − 2f − xi

2
=
x+ xj + xk + xl − 2f

2
= ei

(a) Ítem 2., segunda parte (b) Ítem 3., segunda parte

Figura 9: Ilustración 2, Teorema 3.4

Usando un razonamiento similar al anterior. Tómese en cuenta que hi = Sq(xi), ui = Sq(ei),
para i = 1, 2, 3, 4. Luego, denotemos: zi = Sq(wi); pi = Sq(qi); di = Sq(yi); ajk = Sq(mjk);
y bjk = Sq(njk). Como las simetŕıas preservan distancias, entonces se verifica el ı́tem 3.. Para
ilustrar este resultado veáse la Figura 10 y la parte (b) de la Figura 9.
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Figura 10: Ilustración 3, Teorema 3.4: Ítem 3., primera parte

Por otro lado, (ver (a), Figura 11), sea ei = Swi
(qi) = 2wi − qi para i = 1, 2, 3, 4, de donde

ei − qi = ei − qi = 2 (wi − qi) = 2

[
xj + xk + xl − f

2
−
(
xj + xk + xl − x

2

)]
= x− f.

(a) Ítem 4. (b) Ítem 5.

Figura 11: Ilustración 4, Teorema 3.4

Por último, nótese que ui = Sq(ei) para i = 1, 2, 3, 4 (ver (b), Figura 11). Como Sq(ei) =
2q − ei, se tiene que

uj − ui = Sq(ei)− Sq(ej) = (2q − ei)− (2q − ej) = ej − ei.

En [8], la noción de C-ortocentro para triángulo está dada por la intersección de circunferen-
cias. En [6], se define simetrizando un circuncentro del triángulo dado, con respecto a los puntos
medios de los lados del mismo. Además, se puede constatar que el C-ortocentro de un triángulo
cumple que: los puntos medios de los segmentos formados por el C-ortocentro y los vértices del
triángulo están en la circunferencia de Feuerbach del triángulo dado.

En un cuadrilátero la noción de C-ortocentro no existe. Sin embargo, para cuadriláteros ins-
critos en una circunferencia, dado el centro de la circunferencia circunscrita, existe un punto que
posee la misma propiedad para el cuadrilátero, que la del C-ortocentro con el triángulo mencio-
nada anteriormente. Aśı, observando los resultados presentados, y los presentes en [7], se puede
establecer la siguiente definición:
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Definición 3.2. Sea un cuadrilátero PV4 inscrito en una circunferencia C(x, r), en un plano de
Minkowski M , con V4 = {x1, x2, x3, x4}. Sea q el punto de simetŕıa de PV4 con su x-anticuadriláte-
ro PH4 , donde H4 = {h1, h2, h3, h4}. Se dirá que h es el C-ortocentro del cuadrilátero PV4 , si los

puntos
xi + h

2
están en la circunferencia de Feuerbach del cuadrilátero PV4 , para i = 1, 2, 3, 4.

4 Pentágonos

En este punto se introduce una notación que será de utilidad en el próximo resultado y en lo
que sigue del art́ıculo. Nótese que dado un conjunto V5 = {x1, x2, x3, x4, x5}, se pueden formar
cinco cuadriláteros cuyos vértices están en el conjunto V5. Por tanto, para identificar los punto
de V5 que son vértices del cuadrilátero de interés se utilizará la siguiente notación: Vi5 denotará al
conjunto de punto {xj , xk, xl, xs} para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}, es decir, Vi5 = V5 − {xi}. Aśı,
PVi

5
(PVi

5
) denota el cuadrilátero convexo (estrellado) cuyos vértices están en el conjunto de

puntos Vi5.

Teorema 4.1. Sean x1, x2, x3, x4, x5 y f , puntos distintos en un plano de Minkowski M . Sean
V5 = {x1, x2, x3, x4, x5}, wi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PVi

5
(PVi

5
) con su f -anticuadrilá-

tero PHi
5

(PHi
5
), y bi =

xj + xk + xl + xs
4

para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}. Sean bc =

5∑
i=1

xi
5

y

hi = Swi(f) para i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces se cumple lo siguiente:

1. Los segmentos [xi, hi], con i = 1, 2, 3, 4, 5, tienen el mismo punto medio q. Además,

q =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3f

2
,

es decir, q = Hbc ,− 3
2
(f).

2. xi − xj = hj − hi, con {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}.

3. wi = Hbi,−1(f), para i = 1, 2, 3, 4, 5. En particular, wi − wj = 2(bi − bj), para {i, j} ⊂
{1, 2, 3, 4, 5}.

4. bi = Hbc,− 1
4
(xi), para i = 1, 2, 3, 4, 5. En particular, los segmentos [xi, bi] se intersectan en

el punto bc.

5. hi = Hbi,−3(f), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Demostración. Dado que hi = Swi(f), para i = 1, 2, 3, 4, 5, y wi =
xj + xk + xl + xs − 2f

2
para

{i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5} (ver (a), Figura 12), el punto medio del segmento [xi, hi] es:

xi + hi
2

=
xi + 2wi − f

2
=
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3f

2
=

5

2
b
c
− 3

2
f = Hbc,− 3

2
(f).

De manera similar, (ver (b), Figura 12), obsérvese que

hi = Swi
(f) = 2wi − f = 2

(
xj + xk + xl + xs − 2f

2

)
− f = xj + xk + xl + xs − 3f (4.1)
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Por tanto, de la ecuación (4.1), se tiene que hj = xi + xk + xl + xs − 3f para {i, j, k, l, s} =
{1, 2, 3, 4, 5}. Luego,

hj − hi = xi + xk + xl + xs − 3f − (xj + xk + xl + xs − 3f) = xi − xj .

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 12: Ilustración 1, Teorema 4.1

Dado que wi =
xj + xk + xl + xs − 2f

2
y bi =

xj + xk + xl + xs
4

, para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5},
veamos que wi = Hbi,−1(f) (ver (a), Figura 13). Aśı,

Hbi,−1(f) = 2bi − f = 2

(
xj + xk + xl + xs

4

)
− f =

xj + xk + xl + xs − 2f

2
= wi (4.2)

En particular, por la ecuación (4.2), para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}, se tiene que

wi − wj = 2bi − f − (2bj − f) = 2 (bi − bj).

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4.

Figura 13: Ilustración 2, Teorema 4.1

Por otro lado, se tiene que bc =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5

5
, y por definición de homotecia

Hbc,− 1
4
(xi) =

5

4
bc −

1

4
xi =

x1 + x2 + x3 + x4 + x5
4

− 1

4
xi =

xj + xk + xl + xs
4

= bi. (4.3)
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para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5} (ver (b), Figura 13). En particular, tomando en cuenta la ecuación
(4.3), se tiene que

bi =
5

4
bc −

1

4
xi =⇒ bi +

1

4
xi =

5

4
bc =⇒ 4bi + xi =

5

4
bc =⇒ 4

5
bi +

1

5
xi = bc

para i = 1, 2, 3, 4, 5, y por tanto bc es un punto del segmento [bi, xi] para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Por último, nótese que Hbi,−3(f) = 4bi − 3f y bi =
xj + xk + xl + xs

4
para {i, j, k, l, s} =

{1, 2, 3, 4, 5} (ver Figura 14).Por tanto,

Hbi,−3(f) = xj + xk + xl + xs − 3f

Figura 14: Ítem 5., Teorema 4.1

Aśı, usando la ecuación 4.1, se tiene que hi = Hbi,−3(f) para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Basados en el ı́tem 1. del Teorema 4.1, se establece la definición de antipentágono para un
pentágono cualquiera, con respecto a un punto en el plano, de la siguiente manera:

Definición 4.1. Sea M un plano de Minkowski. Sea V5 = {x1, x2, x3, x4, x5} el conjunto de

vértices del pentágono PV5 (PV5) en M , y sea bc =
1

5

5∑
i=1

xi. Sean f ∈ M , donde f /∈ V5, y

q = Hbc,− 3
2
(f). Se dice que el pentágono PH5

(PH5
) es el f -antipentágono de PV5 (PV5) si

H5 = {h1, h2, h3, h4, h5} y hi = Sq(xi), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Teorema 4.2. Sean x1, x2, x3, x4, x5 y f , puntos distintos en un plano de Minkowski M . Sean
V5 = {x1, x2, x3, x4, x5}, wi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PVi

5
(PVi

5
) con su f -anticuadrilá-

tero PH5
(PH5

), y bi =
xj + xk + xl + xs

4
, para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}. Sean bc =

5∑
i=1

xi
5

,

q = Hbc ,− 3
2
(f), y hi = Swi(f) para i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces se cumple:

1. Si zi = Sq(wi), los segmentos [bi, zi] se intersectan en el punto g = Hbc,− 2
3
(f), para i =

1, 2, 3, 4, 5.

2. Los segmentos [hi, hj ] y [wi, wj ] son paralelos para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}. En particular,
hi − hj = 2(wi − wj).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 1–30
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3. Si t = Sq(f) y zi = Sq(wi), entonces zi = Ht, 12
(xi), para i = 1, 2, 3, 4, 5, y zi− zj = wj −wi

para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}. Además, zi es el punto de simetŕıa del cuadrilátero PHi
5

(PHi
5
)

con su t-anticuadrilátero.

4. Los segmentos [xi, xj ], [bi, bj ] y [wi, wj ] son paralelos, para{i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}. En parti-

cular bi − bj =
1

4
(xj − xi).

Demostración. Nótese que la solución del sistema
(1− t1) b1 + t1z1 = y1
(1− t2) b2 + t2z2 = y2
(1− t3) b3 + t3z3 = y3
(1− t4) b4 + t4z4 = y4
(1− t5) b5 + t5z5 = y5

(4.4)

con ti ∈ R para i = 1, 2, 3, 4, 5, muestra el punto g de intersección de los segmentos [bi, zi] para
i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (a), Figura 15).

Tomando en cuenta los valores de zi, bi y de wi se tiene que igualando dos ecuaciones cuales-
quiera del sistema (4.4) se obtiene:

(1− ti)bi + tizi = (1− tj)bj + tjzj ,

(1− ti)bi + ti(2q − wi) = (1− tj)bj + tj(2q − wj)

(ti − tj)2q + (1− ti)
(
xj + xk + xl + xs

4

)
− tiwi = (1− tj)

(
xi + xk + xl + xs

4

)
− tjwj(

1

4
+

1

4
ti − tj

)
xj +

(
ti −

1

4
tj −

1

4

)
xi −

1

4
(tj − ti)(xk + xl + xs)− 2(ti − tj)f = 0

De donde se obtiene el sistema:  ti − 4tj = −1
4ti − tj = 1
ti − tj = 0

(4.5)

cuya solución está dada por ti =
1

3
= tj . Aśı, ti =

1

3
para todo i = 1, 2, 3, 4, 5.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 15: Ilustración 1, Teorema 4.2
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Sustituyendo ti en la i-ésima ecuación de (4.4), y utilizando el hecho de que q = Hbc ,− 3
2
(f)

(́ıtem 1., Teorema 4.1) y wi = Hbi,−1(f), para i = 1, 2, 3, 4, 5 (́ıtem 3., Teorema 4.1), se obtiene
que(

1− 1

3

)
bi+

1

3
zi =

2

3
bi+

2

3
q− 1

3
wi =

2

3
bi+

5

3
bc−f−

1

3
wi =

2

3
bi+

5

3
bc−f−

1

3
(2bi − f) =

5

3
bc−

2

3
f

Aśı, el punto de intersección es g =
5

3
bc −

2

3
f y por tanto g = Hbc,− 2

3
(f).

Nótese que hi = Swi(f) para i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (b), Figura 15). Por tanto, para {i, j} ⊂
{1, 2, 3, 4, 5},

hi − hj = Swi
(f)− Swj

(f) = (2wi − f)− (2wj − f) = 2(wi − wj).

Se tiene que zi = Sq(wi) para i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (a), Figura 16), entonces

zi − zj = Sq(wi)− Sq(wj) = (2q − wi)− (2q − wj) = wj − wi,

para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}.

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4.

Figura 16: Ilustración 2, Teorema 4.2

Como t = Sq(f), se obtiene que

Ht, 12
(xi) =

1

2
t+

1

2
xi = q+

xi − f
2

= q+
xi − f

2
+

(
xj + xk + xl + xs − 2f

2

)
−wi = 2q−wi = zi

Veamos que zi =
hj + hk + hl + hs − 2t

2
, para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}. En efecto, como

t = Sq(f)

hj + hk + hl + hs − 2t

2
=

(2q − xj) + (2q − xk) + (2q − xl) + (2q − xs)− 2t

2

=
8q − (xj + xk + xl + xs)− 4q + 2f

2

=
4q − (xj + xk + xl + xs − 2f)

2
= 2q − wi = zi.
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Por el ı́tem 2. del Teorema 4.1 se tiene que los segmentos [xi, xj ] y [hi, hj ] son paralelos (ver
Figura 16). Luego, por el ı́tem 2., se tiene que los segmentos [hi, hj ] y [wi, wj ] son paralelos. Aśı,
por transitividad se tiene que los segmentos [xi, xj ] y [wi, wj ] son paralelos. Por último, basta ver
que

bi − bj =
xj + xk + xl + xs

4
− xi + xk + xl + xs

4
=
xj − xi

4
.

Nótese que el ı́tem 3., del teorema precedente, dice que Sq(wi) = Ht, 12
(xi) =

t+ xi
2

para

i = 1, 2, 3, 4, 5.

Teorema 4.3. Sean V5 = {x1, x2, x3, x4, x5}, un conjunto de puntos distintos en un plano de
Minkowski M , pertenecientes a la circunferencia C(x, r). Sea wi el punto de simetŕıa del cua-
drilátero PVi

5
con su x-anticuadrilátero PHi

5
, para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}. Sean hi = Swi

(x)

el C-ortocentro del cuadrilátero PVi
5
, q =

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2
, ch = Sq(x), y zi = Sq(wi)

para i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces se cumple:

1. hi ∈ C(ch, r), es decir, ch es el circuncentro del cuadrilátero PHi
4

para i = 1, 2, 3, 4, 5.

2. zi ∈ C(q, r2 ), es decir, q ∈ C(zi, r2 ) para i = 1, 2, 3, 4, 5.

3. C(q, r2 ) = Hch,
1
2
(C(x, r)).

4. zi = Hch,
1
2
(xi), para i = 1, 2, 3, 4, 5. Además, zi es el punto de simetŕıa del cuadrilátero

PHi
4

y su ch-anticuadrilátero para i = 1, 2, 3, 4, 5, es decir, zi =
hj + hk + hl + hs − 2ch

2
,

para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}.

Demostración. Sabiendo que q =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2
y wi =

xj + xk + xl + xs − 2x

2
, se

obtiene

‖ch − hi‖ = ‖Sq(x)− Swi
(x)‖ = ‖2q − 2wi‖ =

= ‖(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x)− (xj + xk + xl + xs − 2x)‖ = ‖xi − x‖ = r

para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}, (ver (a), Figura 17).

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 17: Ilustración 1, Teorema 4.3
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Dado que zi = Sq(wi), y teniendo los valores de q y wi, para i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (b), Figura
17). Se tiene que

‖q − zi‖ = ‖wi − q‖ =

∥∥∥∥xj + xk + xl + xs − 2x

2
− x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2

∥∥∥∥ =
‖x− xi‖

2
=
r

2

para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5} y por tanto, zi ∈ C(q, r2 ) para i = 1, 2, 3, 4, 5.
Sea y ∈ C(q, r2 ), es decir, ‖q − y‖ = r

2 . Se verá que y ∈ Hch,
1
2
(C(x, r)) (ver (a), Figura 18).

Supongamos existe w ∈ C(x, r) tal que y = Hch,
1
2
(w). Determinemos ¿quién seŕıa un w que

cumpla tal condición?. Aśı,

y = Hch,
1
2
(w) =

ch + w

2

de donde w = 2y − ch. Ahora veamos que w ∈ C(x, r). En efecto,

‖x− w‖ = ‖x− (2y − ch)‖ = ‖x− 2y + (2q − x)‖ = 2 ‖q − y‖ = r.

lo que implica que C(q, r2 ) ⊆ Hch,
1
2
(C(x, r)). Tómese ahora y ∈ Hch,

1
2
(C(x, r)), por tanto existe

z ∈ C(x, r) tal que y = Hch,
1
2
(z). Veamos que y ∈ C(q, r2 ). Aśı,

‖q − y‖ =

∥∥∥∥q − (ch + z

2

)∥∥∥∥ =
1

2
‖2q − ch − z‖ =

1

2
‖2q − (2q − x)− z‖ =

1

2
‖x− z‖ =

r

2

De manera que, Hch,
1
2
(C(x, r)) ⊆ C(q, r2 ).

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4., primera parte (c) Ítem 4., segunda parte

Figura 18: Ilustración 2, Teorema 4.3

Veamos que
ch + xi

2
= 2q − wi (ver (b), Figura 18). Por un lado se tiene

ch + xi
2

=
2q − x+ xi

2
=
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 4x+ xi

2
= xi+

xj + xk + xl + xs
2

−2x. (4.6)

Por otro lado, se tiene que

2q − wi = (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x)−
(
xj + xk + xl + xs − 2x

2

)
=

= xi +
xj + xk + xl + xs

2
− 2x.

(4.7)
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De las ecuaciones (4.6) y (4.7) se obtiene lo deseado.

Mostremos ahora que

hj + hk + hl + hs − 2ch
2

= xi +
xj + xk + xl + xs

2
− 2x.

En efecto,

hj + hk + hl + hs − 2ch
2

=
2(wj + wk + wl + ws)− 4x− 2(2q − x)

2

= wj + wk + wl + ws − 2q − x.
(4.8)

Como se tiene que wi =
xj + xk + xl + xs − 2x

2
, por el ı́tem 3. del Teorema 4.1, entonces

wj + wk + wl + ws − 2q − x =
4xi + 3xj + 3xk + 3xj + 3xs − 8x

2
− 2q − x

= 2xi + 3

(
xj + xk + xl + xs

2

)
− 5x− 2q.

Ahora, como q =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2
, se tiene que

wj + wk + wl + ws − 2q − x = xi +
xj + xk + xl + xs

2
− 2x. (4.9)

Aśı, por las ecuaciones (4.8) y (4.9) se obtiene lo deseado (ver (c), Figura 18).

Teorema 4.4. Sea M un plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos V5 =
{x1, x2, x3, x4, x5}, la circunferencia C(x, r), con xi ∈ C(x, r) para i = 1, 2, 3, 4, 5, y f un punto

en M tal que f /∈ V5. Sean qx =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2
, q =

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3f

2

y bc =

5∑
i=1

xi
5

. Sean bi =
xj + xk + xl + xs

4
y wi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PV4 (PX4

)

con su f -anticuadrilátero para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}; ch = Sq(x); y hi = Sq(xi) para
i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces se cumple:

1. Si cb = Hbc,− 1
4
(x) es el centro de una circunferencia que contiene los bi, entonces C(cb, r4 ) =

Hbc,− 1
4
(C(x, r)).

2. Si cw = Hcb,−1(f) es el centro de una circunferencia que contiene los wi, entonces C(cw, r2 ) =
Hf,2(C(cb, r4 )).

3. Si cw = Hf, 12
(ch) es el centro de una circunferencia que contiene los wi, entonces C

(
cw,

r
2

)
=

Hf, 12
(C(ch, r)). Además, Scw(qx) = Sq(cw).

4. C(q, r2 ) = Hch,
1
2
(C(x, r)).
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Demostración. Sea y ∈ C(cb, r4 ), entonces ‖cb − y‖ =
r

4
. Veamos que y ∈ Hbc,− 1

4
(C(x, r)). Supónga-

se que existe w ∈ C(x, r) tal que y = Hbc,− 1
4
(w). Determinemos ahora ¿quién debeŕıa ser w?,

y = Hbc,− 1
4
(w) =

(
1 +

1

4

)
bc −

1

4
w =

5

4
bc −

1

4
w,

por lo tanto w = 5bc − 4y.
Ahora, veamos si w ∈ C(x, r). Aśı, dado que cb = Hbc,− 1

4
(x), se tiene que

‖x− w‖ = ‖x− (5bc − 4y)‖ = 4

∥∥∥∥1

4
x− 5

4
bc + y

∥∥∥∥ = 4

∥∥∥∥y − (5

4
bc −

1

4
x

)∥∥∥∥ = 4 ‖y − cb‖ = r,

de manera que C(cb, r4 ) ⊂ Hbc,− 1
4
(C(x, r)) (ver (a), Figura 19).

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 19: Ilustración 1, Teorema 4.4

Rećıprocamente, sea y ∈ Hbc,− 1
4
(C(x, r)), entonces existe z ∈ C(x, r) tal que y = Hbc,− 1

4
(z).

Teniendo en cuenta que ‖x− z‖ = r y cb = Hbc,− 1
4
(x), entonces

‖cb − y‖ =
∥∥∥Hbc,− 1

4
(x)−Hbc,− 1

4
(z)
∥∥∥ =

∥∥∥∥(5

4
bc −

1

4
x

)
−
(

5

4
bc −

1

4
z

)∥∥∥∥ =
1

4
‖z − x‖ =

r

4
.

Aśı ‖cb − y‖ = r
4 , y por tanto Hbc,− 1

4
(C(x, r)) ⊂ C(cb, r4 )

Probemos ahora que C(cw, r2 ) = Hf,2(C(cb, r4 )) (ver (b), Figura 19). Tómese y ∈ C(cw, r2 ), es

decir, ‖cw − y‖ =
r

2
. Verifiquemos entonces que y ∈ Hf,2(C(cb, r4 )). Supóngase que existe w ∈

C(cb, r4 ) tal que y = Hf,2(w). Determinemos ¿qué forma debeŕıa tener tal w?,

y = Hf,2(w) = (1− 2) f + 2w = 2w − f.

Por tanto w =
f + y

2
. Veamos que w ∈ C(cb, r4 ). Aśı, como cw = Hcb,−1(f), se tiene que

‖cb − w‖ =

∥∥∥∥cb − (f + y

2

)∥∥∥∥ =
1

2
‖2cb − (f + y)‖ =

1

2
‖cw − y‖ =

r

4
.
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de manera que C(cw, r2 ) ⊂ Hf,2(C(cb, r4 ))
Rećıprocamente, tomemos y ∈ Hf,2(C(cb, r4 )). Por tanto, existe w ∈ C(cb, r4 ) tal que y =

Hf,2(w). Probemos que y ∈ C(cw, r2 ), es decir, ‖cw − y‖ =
r

2
. Tomando en cuenta que cw =

Hcb,−1(f) y ‖cb − w‖ =
r

4
, se tiene que

‖cw − y‖ = ‖2cb − f − (−f + 2w)‖ = 2 ‖cb − w‖ =
r

2
,

de manera que Hf,2(C(cb, r4 )) ⊂ C(cw, r2 ).

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4.

Figura 20: Ilustración del ı́tem 3., Teorema 4.4

Veamos que C
(
cw,

r
2

)
= Hf, 12

(C(ch, r)) (ver (a), Figura 20). Si y ∈ C(cw, r2 ), es decir, si

‖cw − y‖ =
r

2
, entonces y ∈ Hf, 12

(C(ch, r)). Supóngase que existe w ∈ C(ch, r) tal que y =

Hf, 12
(w). Determinemos ahora ¿quién debeŕıa ser este w?,

y = Hf, 12
(w) =

(
1− 1

2

)
f +

1

2
w =

1

2
f +

1

2
w,

por tanto w = 2y − f . Ahora, veamos que w ∈ C(ch, r). Aśı, como cw = Hf, 12
(ch), se tiene que

‖ch − w‖ = ‖ch − (2y − f)‖ = ‖ch − 2y + f‖ = 2

∥∥∥∥f + ch
2
− y
∥∥∥∥ = ‖cw − y‖ = r

de manera que C
(
cw,

r
2

)
⊂ Hf, 12

(C(ch, r)).
Rećıprocamente, sea y ∈ Hf, 12

(C(ch, r)). Por tanto, existe w ∈ C(ch, r) tal que y = Hf, 12
(w).

Veamos que y ∈ C(cw, r2 ), es decir, que ‖cw − y‖ =
r

2
. Ahora, como cw = Hf, 12

(ch), se tiene que

‖cw − y‖ =
∥∥∥Hf, 12

(ch)−Hf, 12
(w)
∥∥∥ =

1

2
‖ch − w‖ =

r

2
,
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de manera que Hf, 12
(C(ch, r)) ⊂ C

(
cw,

r
2

)
.

Luego, dado que cw = Hf, 12
(ch) y ch = Sq(x), se tiene

Scw(qx) = 2cw − qx = ch + f − qx = 2q − x+ f − qx = 2q − (x− f + qx). (4.10)

Por otro lado,

x− f + qx = x− f +
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3x

2
=

=
1

2
f +

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3f

2
− 1

2
x

= q − 1

2
x+

1

2
f =

1

2
(2q − x+ f) =

1

2
(ch + f) = cw.

(4.11)

Aśı, de las ecuaciones (4.10) y (4.11), se tiene que Scw(qx) = Sq(cw). Obteniendo la demostración
del ı́tem 3.

Por último, nótese que por hipótesis se tiene que ch = Sq(x), (ver (b), Figura 20). Ahora

sea y ∈ C(q, r2 ), es decir, ‖q − y‖ =
r

2
. Veamos que y ∈ Hch,

1
2
(C(x, r)). Supóngase que existe

w ∈ C(x, r) tal que Hch,
1
2
(w) = y. Determinemos entonces ¿cuál seŕıa tal w?. Nótese que

y = Hch,
1
2
(w) =

1

2
ch +

1

2
w,

de donde w = 2y − ch. Veamos que dicho w está en C(x, r). En efecto,

‖x− w‖ = ‖x− (2y − ch)‖ = ‖x− 2y + 2q − x‖ = 2 ‖y − q‖ = 2
r

2
= r,

y por tanto C(q, r2 ) ⊂ Hch,
1
2
(C(x, r)).

Tómese ahora un y ∈ Hch,
1
2
(C(x, r)), entonces existe un w ∈ C(x, r), es decir ‖x− w‖ = r

2 ,

tal que Hch,
1
2
(w) = y. Veamos que y ∈ C(q, r2 ), es decir, ‖q − y‖ =

r

2
. En efecto,

‖q − y‖ =

∥∥∥∥q − (w + ch
2

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥q − w

2
−
(

2q − x
2

)∥∥∥∥ =
1

2
‖x− w‖ =

r

2
.

De manera que Hch,
1
2
(C(x, r)) ⊂ C(q, r2 ).

Teorema 4.5. Sea M un plano de Minkowski. Sean el conjunto de puntos distintos V5 =
{x1, x2, x3, x4, x5}, la circunferencia C(x, r) con xi ∈ C(x, r) para i = 1, 2, 3, 4, 5, y el punto

f en M tal que f /∈ V5. Sean q =
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 3f

2
; qi el punto de simetŕıa del

cuadrilátero PVi
4

con su x-anticuadrilátero, wi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PVi
4

con su
f -anticuadrilátero, para {i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}; ch = Sq(x); cw = Hf, 12

(ch) y hi = Sq(xi)
para i = 1, 2, 3, 4, 5. Entonces se cumple:

1. C(q, r2 ) contiene los puntos medios de los segmentos [x, hi] y [ch, xi] para todo i = 1, 2, 3, 4, 5,
es decir, los puntos Hch,

1
2
(xi) y Hx, 12

(hi) están en la circunferencia C(q, r2 ), para i =
1, 2, 3, 4, 5.
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2. Sea cz = Sq(cw) y zi = Sq(wi), entonces C(cz, r2 ) = Sq(C(cw, r2 )), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

3. El punto ui = Swi(qi) está en la circunferencia C(cz, r2 ), tambien cumple que ui − uj =
wi−wj = qi−qj, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}. Además, Swi

(qi) = Scz (zi), para i = 1, 2, 3, 4, 5.

4. Si ei = Sq(ui), para i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces ei − ej = uj − ui, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}.

5. x− f = wi − qi, para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Demostración. Determinemos que los puntos medios de los segmentos [x, hi] y [ch, xi] están en
C(q, r2 ) (ver (a), Figura 21). Aśı, por hipótesis del teorema, se tiene que hi = Sq(xi) = 2q − xi y
ch = Sq(x) = 2q − x, luego:∥∥∥∥x+ hi

2
− q
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x+ (2q − xi)
2

− q
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x− xi2
+ q − q

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x− xi2

∥∥∥∥ =
1

2
‖x− xi‖ =

r

2
.

y ∥∥∥∥ch + xi
2

− q
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ (2q − x) + xi
2

− q
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥xi − x2
+ q − q

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥xi − x2

∥∥∥∥ =
1

2
‖xi − x‖ =

r

2
.

(a) Ítem 1. (b) Ítem 2.

Figura 21: Ilustración 1, Teorema 4.5

Se probará ahora que si cz = Sq(cw) y zi = Sq(wi) para i = 1, 2, 3, 4, 5, entonces C(cz, r2 ) =
Sq(C(cw, r2 )) (ver (b), Figura 21). Veamos que si y ∈ C(cw, r2 ), entonces Sq(y) ∈ C(cz, r2 ). Por
tanto

‖Sq(y)− cz‖ = ‖(2q − y)− cz‖ = ‖(2q − y)− (2q − cw)‖ = ‖cw − y‖ =
r

2
,
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de manera que Sq(C(cw, r2 )) ⊂ C(cz, r2 ).
Ahora sea y ∈ Sq(C(cw, r2 )), entonces existe un w ∈ C(cw, r2 ) tal que y = Sq(w). Debemos ver

que y ∈ C(cz, r2 ), es decir,

‖cz − y‖ = ‖cz − Sq(w)‖ = ‖2q − cw − (2q − w)‖ = ‖w − cw‖ =
r

2
.

Aśı, C(cz, r2 ) ⊂ Sq(C(cw, r2 ))
Procedamos a probar que Swi

(qi) = Scz (zi), para i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (a), Figura 22). Aśı,

Swi
(qi) = 2wi− qi = 2

(
xj + xk + xl + xs − 2f

2

)
− xj + xk + xl + xs − 2x

2

=
xj + xk + xl + xs

2
− 2f + x = wi − f + x (4.12)

Por otro lado, como ch = Sq(x), cw = Hf, 12
(ch) y zi = Sq(wi) para i = 1, 2, 3, 4, 5, se tiene que

Scz (zi) = 2cz − zi = 2Sq(cw)− Sq(wi) = 2(2q − cw)− (2q − wi) = 2q − 2cw + wi (4.13)

= 2q − 2

(
f + ch

2

)
+ wi = 2q − f − ch + wi = −f + x+ wi. (4.14)

Aśı, de las ecuaciones (4.12) y (4.14) se tiene lo deseado.

(a) Ítem 3. (b) Ítem 4.

Figura 22: Ilustración 2, Teorema 4.5

Veamos ahora que el punto ui = Swi
(qi) está en la circunferencia C(cz, r2 ) para i = 1, 2, 3, 4, 5.

Por tanto,
‖cz − ui‖ = ‖Sq(cw)− Swi

(qi)‖ = ‖2q − cw − (2wi − qi)‖ (4.15)

Luego, por la ecuación (4.13), se tiene que

‖2q − cw − (2wi − qi)‖ = ‖2q − cw − (2q − 2cw + wi)‖ = ‖cw − wi‖ =
r

2
(4.16)
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Aśı, por las ecuaciones (4.15) y (4.16), se tiene que ui ∈ C(cz, r2 ) para i = 1, 2, 3, 4, 5.
Probemos que ui − uj = wi − wj = qi − qj para {i, j} ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Claramente,

ui − uj = Scz (zi)− Scz (zj) = zi − zj = Sq(wi)− Sq(wj) = wi − wj (4.17)

Luego,

ui − uj = Swi(qi)− Swj (qj) = 2wi − qi − (2wj − qj) = 2(wi − wj) + (qj − qi) (4.18)

De manera que, por las ecuaciones (4.17) y (4.18), se tiene que

ui − uj = 2(ui − uj) + (qj − qi) =⇒ qi − qj = ui − uj .

Si ui = Sq(ei), para i = 1, 2, 3, 4, 5 (ver (b), Figura 22), entonces

uj − ui = Sq(ei)− Sq(ej) = (2q − ei)− (2q − ej) = ej − ei.

Figura 23: Ilustración 3, Teorema 4.5. Ítem 5.

Por último, (ver Figura 23), sea wi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PVi
4

con su f -
anticuadrilátero, qi el punto de simetŕıa del cuadrilátero PVi

4
con su x-anticuadrilátero, para

{i, j, k, l, s} = {1, 2, 3, 4, 5}, tenemos que

wi − qi =

(
xj + xk + xl + xs − 2f

2

)
−
(
xj + xk + xl + xs − 2x

2

)
= −2f

2
+

2x

2
= x− f.
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en planos de Minkowski. Bolet́ın de la Asociación Matemática Venezolana. 22(2) (2015),
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Abstract

We prove that every locally defined operator mapping the space of continuous and
bounded Λ-variation functions into itself is a Nemytskii composition operator.

Key words and phrases: Function of bounded Λ-variation, local operator, Nemytskii
operator, continuous function.

Resumen

Se demuestra que cada operador localmente definido actuando entre espacios de funcio-
nes reales definidas en un intervalo de Λ-variación acotada es un operador de composición
Nemytskii.

Palabras y frases clave: Funciones de Λ-variación acotada, operador local, operador
Nemystkii, función continua.

1 Introduction

Let I be a closed interval of the real line R and let G = G(I),H = H(I) be function spaces
f : I −→ R. An operator K : G −→ H is called a locally defined, or (G,H)-local operator, briefly,
a local operator, if for every open interval J ⊂ R and for all functions f, g ∈ G, the equality
f
∣∣
J∩I = g

∣∣
J∩I implies K(f)

∣∣
J∩I = K(g)

∣∣
J∩I ( where f

∣∣
J∩I denotes the restriction of f to J ∩ I).

The mappings of this type are sometimes called the operators with memory. The main result of
this paper, Theorem 3.1, gives a representation formula for locally defined operators. We obtain
the main result of [4] saying that the operator K must be of the for

K(f)(x) = h(x, f(x)), x ∈ I,
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where h is uniquely determined function. In the present paper we are mainly interested in such
that operators in the case G = H is the class of continuous and Λ-bounded variation functions
denoted by CΛBV (I).

In the spaces of the measurable functions, the acting of the locally defined operators were
considered by many authors (cf. [2]). Local operators mapping the space Cm(I) of m-times
continuously differentiable functions in an interval I ⊂ R into C0(I) and C1(I) were considered
in [4]. Subsequently, this result has been extended by several authors: [5], [6], [9] (for spaces
Whitney differentiable functions), [7], [11] (for space of Hölder functions), [10] (for continuous
and monotone functions), [12] (for functions of bounded ϕ-variation in the sense Wiener) and [3]
(for functions of bounded p-variation in the sense Riesz). In the present paper we are interested
on such operators in the context of bounded Λ-variation functions. In particular, we show that,
if the operator K maps the space ΛBV (I) into itself and is locally defined, then K is a Nemytskii
composition operator.

2 Notation and Preliminaries

In this section we present some necessary notations and definitions and recall some known con-
cerning the bounded Λ-variation.

In the sequel, N,N0,R denote, respectively, the set of positive integers, nonnegative integers
and the set of real numbers.

Let us start with the notion of Λ-bounded variation introduced by D. Waterman [8] in 1972.
Let f be a real-valued function defined on an interval I = [a, b] ⊂ R,

{
In
}

be a sequence of
non-overlapping intervals In = [an, bn] ⊂ I and let Λ denote a nondecreasing sequence of positive

numbers λn such that
∑
n

1

λn
is divergent. A function f is said to be Λ-bounded variation(

ΛBV
)

if for every sequence
{
In
}

we have

∞∑
n=1

∣∣f(In)
∣∣

λn
<∞, where f(In) = f(bn)− f(an).

In the particular case when Λ = {n}, we say that f is of harmonic bounded variation. If f
has a Λ-bounded variation, then the Λ-variation of f on an interval [a, x] (a ≤ x ≤ b) is defined
in the following way

VΛ(f) = VΛ(f, [a, x]) := sup
{ ∞∑

n=1

∣∣f(In)
∣∣

λn

}
,

where the supremum is taken over all sequences of non-overlapping intervals
{
In
}

such that⋃
In ⊆ [a, x]. We remark that ΛBV functions have some of the properties that BV

(
functions

which have bounded variation in the sense of Jordan
)

have. For example, a ΛBV function is
bounded and its discontinuities are at most denumerable ([8, p. 108]).

By ΛBV (I) = ΛBV (I,R) we will denote the space of all functions f : I −→ R such that

VΛ(f) = VΛ(f, I) <∞,

with the norm
‖f‖Λ = |f(a)|+ VΛ(f), f ∈ BV (I,R),
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ΛBV (I) is a Banach space.
From now on, let CΛBV (I) = C(I)

⋂
ΛBV (I), where C(I) stands for the space of continuous

functions defined on I.

Lemma 2.1. Let I ⊂ R be an interval and let (x0, y0) ∈ I × R, x0 < sup(I) be fixed. Then for
every sequence (xk, yk) ∈ I × R satisfying the condition

xk+1 < xk; yk+1 < yk, k ∈ N and lim
k−→∞

(xk, yk) = (x0, y0), (2.1)

there exist a function γ ∈ CΛBV (I) such that, for all k ∈ N0,

γ(xk) = yk.

Proof. Take an arbitrary sequence (xk, yk) ∈ I × R satisfying (2.1) and define a sequence of
functions γk : I −→ R, k ∈ N, by

γk(x) :=



y0 for x ∈ [a, x0];
yk − y0

xk − x0
(x− x0) + y0 for x ∈ (x0, xk];

yi − yi−1

xi − xi−1
(x− xi) + yi for x ∈ (xi, xi−1], i ∈ {2, . . . , k};

y1 for x ∈ (x1, b].

Let us observe that

γk(x0) = y0, γk(xk) = γk+`(xk) = yk, k, ` ∈ N (2.2)

and for every x ∈ I\
{
xk : k ∈ N0

}
there exist k0 ∈ N such that

γk(x) = γk0
(x), k ≥ k0, k ∈ N. (2.3)

Put
γ(x) = lim

k−→∞
γk(x), x ∈ I. (2.4)

From (2.2) and (2.3), the function γ is well defined. Moreover, γ is nondecreasing and

γ(xk) = yk, for all k ∈ N0,

and by (2.4), for each ε > 0, we obtain

|γk(x)− γ(x)| < ε, for all x ∈ I,

so ‖γk − γ‖∞ ≤ ε. Thus the sequence (γk)k∈N tends uniformly to γ.

Since γk ∈ CΛBV (I) for all k ∈ N, for any {In}, n = 1, . . . , N , of non-overlapping intervals
[an, bn] = In ⊂ I, we get

|γ(bn)− γ(an)|
λn

= lim
k−→∞

|γk(bn)− γk(an)|
λn

≤ lim
k−→∞

VΛ(γk, I) <∞,

thus VΛ(γ, I) <∞ and therefore γ ∈ CΛBV (I).
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Remark 2.1. If (x0, y0) ∈ I × R where x0 > inf(I) and (xk, yk) ∈ I × R is a sequence satisfying
the condition

xk < xk+1; yk ≤ yk+1, k ∈ N and lim
k−→∞

(xk, yk) = (x0, y0),

then there exist a function γ ∈ CΛBV (I) such that, for all k ∈ N0,

γ(xk) = yk.

3 Locally defined operators

Now, we are in position to introduce the definition of the local defined operators of type
K : CΛBV (I) −→ C(I).

Definition 3.1. An operator K : CΛBV (I) −→ C(I) is said to be locally defined, if for every
two functions f, g ∈ CΛBV (I) and for every open interval J ⊂ R,

f
∣∣
J∩I = g

∣∣
J∩I ⇒ K(f)

∣∣
J∩I = K(g)

∣∣
J∩I .

The main result reads as follows.

Theorem 3.1. If a locally defined operator K maps CΛBV (I) into C(I) then there exist a
unique function h : I × R −→ R such that, for all f ∈ CΛBV (I),

K(f)(x) = h(x, f(x)), x ∈ I.

Proof. We begin by showing that for every f, g ∈ CΛBV (I) and for every x0 ∈ int(I) the condition

f(x0) = g(x0) (3.1)

implies that

K(f)(x0) = K(g)(x0).

To this end choose arbitrary x0 ∈ int(I) and take an arbitrary pair of functions f, g ∈ CΛBV (I)
which fulfil (3.1) (that is f(x0) = g(x0)). The function γ : I −→ R defined by

γ(x) =

{
f(x) for x ∈ [a, x0];
g(x) for x ∈ (x0, b]

belongs to CΛBV (I). Indeed, define the functions f1, g1 : I −→ R by

f1(x) =

{
f(x)− f(x0) for x ∈ [a, x0];

0 for x ∈ (x0, b]

and

g1(x) =

{
0 for x ∈ [a, x0];

g(x)− g(x0) for x ∈ (x0, b].
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Since f, g ∈ CΛBV (I), f, g are continuous on I, VΛ(f) < ∞ and VΛ(g) < ∞. For any
{In}, n = 1, . . . , N , of non-overlapping intervals [an, bn] = In ⊂ I with an0 < x0 < bn0 for some
1 < n0 < N , we have

N∑
i=1

|f1(bi)− f1(ai)|
λi

≤
n0−1∑
i=1

|f1(bi)− f1(ai)|
λi

+
|f1(x0)− f1(an0

)|
λn0

+
|f1(bn0

)− f1(x0)|
λn′

0

≤ VΛ(f).

Hence VΛ(f1) < ∞. By a similar reasoning, we have VΛ(g1) < ∞. It is clear that f1, g1 ∈ C(I).
Finally f1 + g1 ∈ CΛBV (I), as CΛBV (I) is a linear space. Thus

VΛ(f1 + g1) <∞. (3.2)

Since, for all interval {In} ⊂ I

(f1 + g1)(bn)− (f1 + g1)(an) = γ(bn)− γ(an),

the condition (3.2) implies that γ ∈ CΛBV (I).
As

f
∣∣
(−∞,x0)∩I = γ

∣∣
(−∞,x0)∩I and g

∣∣
(x0,∞)∩I = γ

∣∣
(x0,∞)∩I ,

by definition of a local operator, we get

K(f)
∣∣
(−∞,x0)∩I = K(γ)

∣∣
(−∞,x0)∩I and K(g)

∣∣
(x0,∞)∩I = K(γ)

∣∣
(x0,∞)∩I .

Therefore, by the continuity of K(f), K(g) and K(γ) at x0, we obtain

K(f)(x0) = K(γ)(x0) = K(g)(x0).

Suppose now that x0 is the left endpoint of the interval I (i.e., x0 = a). There exist a sequence
(xk, yk) ∈ I × R such that: x0 < xk+1 < xk, y0 ≤ yk+1 < yk, k ∈ N, and by the continuity
of f and g at x0

lim
k−→∞

(xk, yk) = (x0, y0).

By Lemma 2.1 there exist a function γ ∈ CΛBV (I) such that γ(xk) = yk for all k ∈ N0.
There is no loss of generality in supposing that

f(x0) = g(x0) = y0, γ(x2k−1) = y2k−1 = g(x2k−1)

and

γ(x2k) = y2k = f(x2k), k ∈ N.

According to the first part of the proof, we have

K(γ)(x2k−1) = K(g)(x2k−1) and K(γ)(x2k) = K(f)(x2k), k ∈ N.
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Hence, by continuity of K(γ), K(g) and K(f) at x0, letting k −→∞, we get

K(f)(x0) = K(γ)(x0) = K(g)(x0).

When x0 is the right endpoint of I, the argument is similar.

To define the function h : I × R −→ R, fix arbitrarily an y0 ∈ R, let us define a function
Py0

: I −→ R by
Py0(x) := y0, x ∈ I. (3.3)

Of course Py0 , as a constant function, belongs to CΛBV (I). For x0 ∈ I, y0 ∈ R, put

h(x0, y0) = K(Py0
)(x0).

Since, by (3.3), for all functions f ,

f(x0) = Pf(x0)(x0),

according to what has already been proved, we have

K(f)(x0) = K(Pf(x0))(x0) = h(x0, f(x0)). (3.4)

To prove the uniqueness of h, assume that h : I × R −→ R is such that

K(f)(x) = h(x, f(x))

for all f ∈ CΛBV (I) and x ∈ I. To show that h = h let us fix arbitrarily x ∈ I, y ∈ R and take
f ∈ CΛBV (I) with f(x) = y. From (3.4), we have

h(x, y) = h(x, f(x)) = K(f)(x) = h(x, f(x)) = h(x, y),

which proves the uniqueness of h.

Definition 3.2. Let X ⊂ R and a function h : X ×R −→ R be fixed. The mapping H : RX −→
RX given by

H(f)(x) := h(x, f(x)), f ∈ RX , x ∈ X,

is said to be composition (Nemytskii or superposition) operator. The function h is referred to as
the generator of the operator H.

As an immediate consequence of Theorema 3.1 we get

Corollary 3.1. If a local operator K maps CΛBV (I) into C(I), then it is a Nemytskii operator.

Note, that if a local operator K maps CΛBV (I) into itself then, obviously, K maps CΛBV (I)
into C(I). Therefore, by Theorem 3.1, we get

Theorem 3.2. If a local operator K maps CΛBV (I) into itself, then there exist a unique function
h : I × R −→ R such that, for all f ∈ CΛBV (I),

K(f)(x) = h(x, f(x)), x ∈ I.
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Corollary 3.2. If a local operator K maps CΛBV (I) into itself, then it is a Nemytskii operator.

Under the additional assumption that the locally defined operator is uniformly continuous,
we get a complete characterization of its generating function h. Namely, we have the following

Theorem 3.3. If a local operator K : CΛBV (I) −→ CΛBV (I) is uniformly continuous, then
there exist f1, f2 ∈ CΛBV (I) such that

K(f)(x) = f1(x)f(x) + f2(x), f ∈ CΛBV (I), x ∈ I.

Proof. From Theorem 3.2 there exist a unique function h : I × R −→ R such that K(f)(x) =
h(x, f(x)) for all f ∈ CΛBV (I), x ∈ I. Fix (x0, y0) ∈ I × R, take an arbitrary sequence xn ∈ I
with xn −→ x0 and let Py0 : I −→ R defined by Py0(x) = y0, x ∈ I. Since h(x0, y0) =
K(Py0)(x0), ∣∣h(xn, y0)− h(x0, y0)

∣∣ =
∣∣h(xn, Py0

(xn))− h(x0, Py0
(x0))

∣∣
=

∣∣K(Py0
)(xn))−K(Py0

)(x0))
∣∣,

applying the continuity of K(Py0) at x0, we get the continuity of h with respect to the first
variable. Thus, by [1, Theorem 1],

h(x, y) = f1(x)y + f2(x), x ∈ I, y ∈ R,

for some f1, f2 : I −→ R.
Since h(·, y0) = K(Py0)(·) ∈ CΛBV (I) and f2(x) = h(x, 0), f1(x) = h(x, 1) − f2(x), the

functions f1, f2 ∈ CΛBV (I).
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Abstract

In this paper we discuss theoretical properties of the C-trace pseudospectrum for an
element in the matrix algebra. We also make several observations on the C-trace pseu-
dospectrum.

Key words and phrases: Pseudospectrum, condition pseudospectrum, trace pseu-
dospectrum.

Resumen

En este art́ıculo discutimos las propiedades teóricas del pseudoespectro de C-traza para
un elemento en el álgebra matricial. También hacemos varias observaciones sobre el pseudo-
espectro de C-trazas.

Palabras y frases clave: Pseudoespectro, condición pseudoespectro, pseudoespectro de
traza.

1 Introduction

Let Mn(C) (Mn(R)) denote the algebra of all n× n complex (real) matrices and by Un(C) the
group of all unitary matrices in Mn(C). I denotes the n× n identity matrix and the conjugate
transpose of T is denoted by T ∗. Let T ∈Mn(C), then the eigenvalues of the matrix T is denoted
by σ(T ) and is defined as

σ(T ) =
{
λ ∈ C : λI − T is not invertible

}
,

and its spectral radius by

r(T ) = sup
{
|λ| : λ ∈ σ(T )

}
.
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Now, let λ ∈ C and

sn(λI − T ) ≤ . . . ≤ s2(λI − T ) ≤ s1(λI − T )

be the singular values of the matrix λI − T where s1(λI − T ) is the smallest and sn(λI − T )
is largest singular values of the matrix. For an n × n complex matrix T and a non-negative
real number ε, the pseudospectrum of the matrix T is defined as the following closed set in the
complex plane

σε(T ) =
{
λ ∈ C : sn(λI − T ) ≤ ε

}
.

Let T ∈ Mn(C) and 0 < ε < 1. The condition pseudospectrum of the matrix T is denoted
by Σε(T ) and is defined as

Σε(T ) =
{
λ ∈ C : sn(λI − T ) ≤ ε s1(λI − T )

}
.

For more information on various details on the above concepts, properties and applications
of pseudospectrum [1, 7], condition spectrum [2, 3] and the interested reader may consult the
remarkable books [5, 6]. In [4], A. Ammar, A. Jeribi and K. Mahfoudhi defined the notion of
trace pseudospectrum for an element in the matrix algebraMn(C), for every T ∈Mn(C), λ ∈ C,
and ε > 0 by

Trε(T ) =
{
λ ∈ C : |Tr(λI − T )| ≤ ε

}
,

where Tr(·) denotes the trace of a matrix.

In this paper, we are interested in another generalization of eigenvalues called C-trace pseu-
dospectrum for an element in the matrix algebra to give more information about matrix T . Let
C ∈ Mn(C), U ∈ Un(C), λ ∈ C and ε > 0. Then, the C-trace pseudospectrum of T ∈ Mn(C) is
denoted by TrCε (T ) and is defined as

TrCε (T ) =
{
λ ∈ C : |Tr(CU(λI − T )U∗)| ≤ ε

}
.

The C-trace pseudoresolvent of T is denoted by TrCρε(T ) and is defined as

TrCρε(T ) =
{
λ ∈ C : |Tr(CU(λI − T )U∗)| > ε

}
while the C-trace pseudospectral radius of T is defined as

TrrCε (T ) := sup
{
|λ| : λ ∈ TrCε (T )

}
.

Remark 1.1. Let T,C ∈ Mn(C) and U ∈ Un(C). Then, for C = U = U∗ = I, the C-trace
pseudospectrum coincides with the trace pseudospectrum, i.e., TrCε (T ) = Trε(T ).

The C-trace pseudospectrum of a matrix may be used to draw surprisingly strong conclusions
about the spectrum and the combinatorial structure of a matrix. In this paper, we will develop
some results on the C-trace pseudospectrum for an element in the matrix algebra, which directly
relate its shape to intrinsic properties of the matrix, and thus provide means of detecting such
properties.
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2 C-trace pseudospectrum.

We begin by a simple example in which the C-trace pseudospectrum can be obtained ana-
lytically:

Example 2.1. Let ε > 0 and consider the matrices

T =

(
α γ
0 β

)
∈M2(C), C =

(
α1 γ1
0 β1

)
∈M2(C)

and

U =

(
0 eiφ

−e−iφ 0

)
∈ U2(C)

where, α, β, γ, α1, β1 and γ1 ∈ C. Now, we compute that

CU(λI − T )U∗ =

(
−γγ1e−iφ − α1(λ− β) γ(λ− α)

−γβ1e−2iφ β1(λ− α)

)
.

Thus

TrCε (T ) =
{
λ ∈ C : | − γγ1e−iφ − α1(λ− β) + β1(λ− α)| ≤ ε

}
=

{
λ ∈ C :

∣∣|γγ1| − |α1(λ− β)| − |β1(λ− α)|
∣∣ ≤ ε}.

Consequently, γ = 0 (γ1 = 0) if and only if

TrCε (T ) =
{
λ ∈ C : |α1(λ− β)|+ |β1(λ− α)| ≤ ε

}
.

If γ1 = 0, α = β and α1 = β1, then

TrCε (T ) =

{
λ ∈ C : |λ− α| ≤ ε

2|α1|

}
.

The following properties of the C-trace pseudospectrum are easy to check from the definition
of the C-trace pseudospectrum.

Theorem 2.1. Let T,C ∈Mn(C) and ε > 0. Then,

(1) TrC0 (T ) =
⋂
ε>0

TrCε (T ).

(2) If 0 < ε1 < ε2, then TrCε1(T ) ⊂ TrCε2(T ).

(3) TrCε (T ) is a non-empty compact subset of C.

(4) If α ∈ C and β ∈ C\{0}. Then, TrCε (βT + αI) = βTrCε
|β|

(T ) + α.

(5) TrCε (αI) =
{
λ ∈ C : |Tr(C)||λ− α| ≤ ε

}
for all λ, α ∈ C.

(6) TrCε (UTU∗) = TrCε (T ), for all unitary (resp. anti-unitary) U onMn(C).

(7) TrCε (T ∗) = TrCε (T ).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 39–44



42 Aymen Ammar - Aref Jeribi - Kamel Mahfoudhi

Proof. The first two items, (6) and (7) can be immediately checked from the definitions of C-trace
pseudospectrum, so we only include the proof of item (3), (4) and (5).

(3) Using the continuity from C to [0,∞[ of the map

λ→ |Tr(CU(λI − T )U∗)|,

we get that TrCε (T ) is a compact set in the complex plane containing the eigenvalues of T.

(4) For C ∈Mn(C) and U ∈ Un(C), we have

TrCε (βT + αI) =

{
λ ∈ C : |Tr(CU(λI − βT − αI)U∗)| ≤ ε

}
=

{
λ ∈ C : |β|

∣∣∣∣Tr

(
CU(

λ− α
β

I − T )U∗
)∣∣∣∣ ≤ ε}

=

{
λ ∈ C :

∣∣∣∣Tr

(
CU(

λ− α
β

I − T )U∗
)∣∣∣∣ ≤ ε

|β|

}
.

Then, λ ∈ TrCε (βT + αI). Hence,
λ− α
β
∈ TrCε

|β|
(T ). Thus, λ ∈ βTrCε

|β|
(T ) + α.

(5) Let λ ∈ TrCε (αI), then

|Tr(CU(λI − αI)U∗)| = |λ− α||Tr(CUU∗)|
= |Tr(C)||λ− α|
≤ ε.

which yields TrCε (αI) =
{
λ ∈ C : |Tr(C)||λ− α| ≤ ε

}
for all λ, α ∈ C.

Next, we give characterization of the C-trace pseudospectrum TrCε (·).

Theorem 2.2. Let T,C ∈ Mn(C), U ∈ Un(C), λ ∈ C, and ε > 0. If there is D ∈ Mn(C) such
that |Tr(CUDU∗)| ≤ ε and Tr(CU(λI − T −D)U∗) = 0 if, and only if λ ∈ TrCε (T ).

Proof. The ”if ” part. We assume that there exists D ∈Mn(C) such that

|Tr(CUDU∗)| ≤ ε and Tr(CU(λI − T −D)U∗) = 0

for all C ∈Mn(C), U ∈ Un(C) and λ ∈ C. Then, for all C ∈Mn(C) and U ∈ Un(C), we have

|Tr(CU(λI − T )U∗)| = |Tr(CUDU∗)| ≤ ε.

Thus, λ ∈ TrCε (T ).

The ”only if ” part. Suppose λ ∈ TrCε (T ). There are two cases:

1st case : If λ ∈ TrC0 (T ), then it is sufficient to take the matrix zero (D = 0n×n).

2nd case : If λ ∈ TrCε (T )\TrC0 (T ). Then, for all C ∈Mn(C) and U ∈ Un(C),

|Tr(CU(λI − T )U∗)| ≤ ε.
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We now consider a square matrix D by

D =
Tr(CU(λI − T )U∗)

Tr(C)
I

where, C is not a scalar matrix and Tr(C) 6= 0. Then, D is well defined and, as is easily verified,
D ∈Mn(C) and

|Tr(CUDU∗)| =

∣∣∣∣Tr

(
CU

(
Tr(CU(λI − T )U∗)

Tr(C)
I

)
U∗
)∣∣∣∣

=
|Tr(CU(λI − T )U∗)|

|Tr(C)|
|Tr(CUIU∗)| ≤ ε.

Also, we have

Tr(CU(λI − T −D)U∗) = Tr

(
CU
(
λI − T − Tr(CU(λI − T )U∗)

Tr(C)
I
)
U∗
)

= 0.

So, the proof is complete.

Theorem 2.3. T,C ∈Mn(C), and ε > 0. Then,

TrCδ (T ) +Oε ⊆ TrCε+δ(T ), (1)

holds for δ, ε > 0 with Oε, denoting the closed disk in the complex plane centered at the origin
with radius ε

|Tr(C)| . If we take δ = 0, we obtain an inner bound for TrCε (T ), namely

TrC0 (T ) +Oε ⊆ TrCε (T ). (2)

Proof. Let λ ∈ TrCδ (T ) +Oε. Then, there exists λ1 ∈ TrCδ (T ) and λ2 ∈ Oε such that λ = λ1 +λ2.
Therefore,

|Tr(CU(λ1I − T )U∗)| ≤ δ and |λ2| ≤
ε

|Tr(C)|

for all C ∈Mn(C) and U ∈ Un(C). Now, we have for all C ∈Mn(C) and U ∈ Un(C) that

|Tr(CU(λI − T )U∗)| = |Tr((CU(λ1 + λ2)I − T )U∗)|
= |Tr(CUλ2U

∗ + CU(λ1 − T )U∗)|
≤ |λ2||Tr(CUU∗)|+ |Tr(CU(λ1I − T )U∗)|
≤ |Tr(C)||λ2|+ |Tr(CU(λ1I − T )U∗)|
≤ ε+ δ,

so that (1) holds. Finally, let δ = 0, then the desired inclusion (2) is obtained.

Theorem 2.4. Let T,B and C ∈ Mn(C) such that TB = BT and ε > 0. If T is normal
(i.e. T ∗T = TT ∗), then

TrCε (T +B) ⊆ σ(T ) + TrCε (B).
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Proof. Let T is normal, so there exists a unitary matrix Z ∈Mn(C) such that

Z∗TZ = λ1In1
⊕ λ2In2

⊕ . . .⊕ λkInk .

The condition TB = BT implies that

Z∗BZ = T1 ⊕ T2 . . .⊕ Tk

where, Ti ∈Mnk(C), i = 1, . . . , k . From Property (4) and (6) in Theorems 2.1 we obtain that

TrCε (T +B) = TrCε (Z∗TZ + Z∗BZ)

= TrCε ((λ1In1 + T1)⊕ . . .⊕ (λkInk + Tk))

=

k⋃
i=1

TrCε (λiIni + Ti)

=

k⋃
i=1

λi + TrCε (Ti)

⊆ σ(T ) + TrCε (B).

This is what we wanted to prove.

Now, the following should be obvious.

Corollary 2.1. If B = 0n×n, then

TrCε (T ) ⊆ σ(T ) +
{
λ ∈ C : |λ| ≤ ε

Tr(C)

}
.
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Abstract

In this paper, we shall obtain a compactness of weighted Sobolev embeddings and use it
to get a composition operators from Sobolev spaces into Lebesgue spaces. Applying these re-
sults we shall study the multiplicity for singular asymptotically linear p–Laplacian problems.

Key words and phrases: Sobolev embeddings, composition operators, eigenvalues,
p–Laplacian, Multiplicity of solutions.

Resumen

En este art́ıculo, obtenemos una compacidad de inmersiones de Sobolev ponderadas y lo
usamos para tener operadores de composición del espacio de Sobolev en espacios de Lebes-
gue. Aplicando estos resultados estudiaremos la multiplicidad para problemas p–laplacianos.

Palabras y frases clave: Inmersión en espacio de Sobolev, operadores de composición,
autovalores, p–laplaciano, multiplicidad de soluciones.

1 Introduction

The compactness of Sobolev embeddings in [1, 5] have been extended in [10, 21, 23]. The results
in [21] are very general but not quite convenient to be applied to study partial differental equa-
tions. In this paper we obtain a result on the compactness of weighted Sobolev embeddings (see
Theorem 2.1). Our results include cases of Poincaré-Sobolev’s embeddings and Hardy–Sobolev’s
embeddings.

The Composition Operators studied in [4, 8, 12, 15, 17, 20, 22, 25] usually act between spaces of
same types, for example: Bounded variation spaces, Lebesgue spaces, Sobolev spaces and Orlicz-
Sobolev spaces. In this paper, we prove results on Nemytskii operators from Sobolev spaces into
Lebesgue spaces (see Theorems 2.2 and 2.3). This idea has appeared in [14]. Our results fit
to study problem in partial differential equations. For example, we can study the multiplicity
of asymptotically p–laplacian problem (4.1) with singular condition (4.3). The embbeding in
[14] may be not compact, therefore it is not convenient to study the asymptotically p–laplacian
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problem nor the multiplicity of solutions. We get the compactness of the embeddings in Theorem
2.2.

We prove the weighted Sobolev embeddings and the Nemytskii Operators from Sobolev spaces
into Lebesgue spaces in section 2, extending the results presented in [4, 12, 15, 19] for measurable
functions ω ∈ Ω. In the third section we improve by theorem 3.2 some results on eigenvalues of
p–laplacian in [3, 6]. Finally, we apply these esults to study the multiplicity of asymptotically p–
laplacian problem in the fourth section, illustrating by an example (Example 4.1) the application
of Main Theorem 4.1.

2 A weighted Sobolev embeddings and Nemytskii opera-
tors

Let N be an integer ≥ 3, Ω be a bounded domain in RN with smooth boundary ∂Ω, and r be in
the interval [1, N). Let W 1,p

0 (Ω) be the usual Sobolev space with the following norm

‖u‖1,p =

{∫
Ω

|∇u|pdx
} 1
p

∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Let σ be a measurable function on Ω. We put

Tσ(v) = σv ∀v ∈W 1,r
0 (Ω).

We have the following result.

Theorem 2.1. Let s be in
[
1, NrN

)
. α be in (0, 1), ω and θ be measurable functions on Ω such

that |θ| ≤ |ω|α and Tω is a continuous mapping from W 1,r(Ω) into Ls(Ω). Then Tθ is a linear
compact continuous mapping from W 1,r(Ω) into Ls(Ω).

Proof. Since Tω is linear and continuous from W 1,r(Ω) into Ls(Ω), there is a positive real number
C and {∫

Ω

|u|s|ω|sdx
} 1
s

≤ C‖u‖1,r ∀u ∈W 1,r
0 (Ω). (2.1)

Thus Tθ is a linear and continuous mapping from W 1,r(Ω) to Ls(Ω). Let M be a positive real
number and {un} be a sequence in W 1,r

0 (Ω), such that ‖un‖1,r ≤ M for any n. By Rellich–
Kondrachov’s theorem (Theorem 9.16 in [5]), {un} has a subsequence {unk} converging to u in
Ls(Ω) and {unk} converging weakly to u in W 1,r

0 (Ω), therefore ‖u‖1,r ≤ lim inf
k→+∞

‖unk‖1,r ≤ M .

We shall prove {Tθ(unk)} converges to Tθ(u) in Ls(Ω).

Let ε be a positive real number. Choose a positive real number µ such that

(2CM)sµ(1−α)s <
εs

2
. (2.2)
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Put Ω′ = {x ∈ Ω : ω(x) > µ}. We have by (2.1) and (2.2)∫
Ω

|unk − u|s|θ|sdx ≤
∫

Ω′
|unk − u|s|ω|αsdx+

∫
Ω\Ω′

|unk − u|s|ω|αsdx

≤ µ(1−α)s

∫
Ω′
|unk − u|s|ω|αsdx+ µαs

∫
Ω\Ω′

|unk − u|sdx

≤ µ(1−α)s

∫
Ω

|unk − u|s|ω|αsdx+ µαs
∫

Ω

|unk − u|sdx

≤ µ(1−α)s(C‖unk − u‖1,r)s + µαs
∫

Ω

|unk − u|sdx

≤ µ(1−α)s(2CM)s + µαs
∫

Ω

|unk − u|sdx

≤ εs

2
+ µαs

∫
Ω

|unk − u|sdx. (2.3)

Since {unk} converges in Ls(Ω), there is an integer k0 such that∫
Ω

|unk − u|sdx ≤ µ−αs
εs

2
∀k ≥ k0. (2.4)

Combining (2.3) and (2.4), we get the theorem.

Remark 2.1. Let ρ(x) be the distance from x to the boundary ∂Ω of Ω for any x in Ω. If s = r,
ω = ρ−1 and θ = ρ−α with α in (0, 1), the inequality (2.1) is Theorem 8.4 in [16], and (ii) of
Theorem 2.1 is proved in [23]. We have Poincaré–Sobolev embeddings in this case.

If 0 is in Ω, s = r and ω(x) =
1

|x|
for any x in Ω, we have Hardy’s embeddings (see [5]). There

are other examples of ω in [10, 16, 17, 19, 21, 23].

Theorem 2.2. Let s and ω be as in Theorem 2.1 and β be in (0, 1]. Let t be in [1,+∞) and g
be a Caratheodory function from Ω× R into R. Assume that there are a positive real number c,
a real number β in (0, 1] and a function b ∈ Lt(Ω); such that

|g(x, z)| ≤ c|ω(x)|
βs
t |z| st + b(x) ∀(x, z) ∈ Ω× R. (2.5)

Put
Ng(v)(x) = g(x, v(x)) ∀v ∈W 1,r

0 (Ω), x ∈ Ω. (2.6)

We have

i) Ng is a continuous mapping from W 1,r
0 (Ω) into Lt(Ω).

ii) If A is a bounded subset in W 1,r
0 (Ω), then Ng(A) is bounded in Lt(Ω).

iii) If A is a bounded subset in W 1,r
0 (Ω) and β < 1, then Ng(A) is compact in Lt(Ω).

Proof. i) Put
g1(x, ζ) = g(x, |ω(x)|−βζ) ∀(x, ζ) ∈ Ω× R.

By (2.5), we have
|g1(x, ζ)| ≤ c|ζ| st + b(x) ∀(x, ζ) ∈ Ω× R. (2.7)
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On the other hand

Ng(v) = Ng1 ◦ T|ω|β (v) v ∈W 1,r(Ω). (2.8)

Applying Theorem 2.3 in [12] and Theorem 2.1, we get the theorem.

Theorem 2.3. Let g be as in Theorem 2.2 with s ∈
(

1,
Nr

N − r

)
and t =

s

s− 1
. Put

Ψg(u) =

∫
Ω

∫ u(x)

0

g(x, ξ)dξdx ∀u ∈W 1,r
0 (Ω). (2.9)

We have

i) Ψg is continuously Fréchet differentiable mapping from W 1,r
0 (Ω) into R and

DΨg(u)(φ) =

∫
Ω

g(x, ξ)φdx ∀u, φ ∈W 1,r
0 (Ω). (2.10)

ii) If A is a bounded subset in W 1,r
0 (Ω), then there is a positive real number M such that

|Ψg(v)|+ ‖DΨg(v)‖ ≤M ∀v ∈ A.

Proof. Let g1 be as in the proof of Theorem 2.2. Put

Ψg1(u) =

∫
Ω

∫ u(x)

0

g1(x, ξ)dξdx ∀u ∈W 1,r
0 (Ω).

By Theorem 2.8 in [12], then Ψg1 is continuously Fréchet differentiable mapping from Ls(Ω) into
R. We see that Ψg = Ψg1 ◦ T|ω|β . By Theorem 2.1, we get the theorem.

Remark 2.2. If ω = 1, Theorems 2.2 and 2.3 were proved in [4, 12, 15, 19].

3 Eigenvalues for p–laplacian

Let r = s = p be in [2, N), ω and α be as in Theorem 2.1 such that ω 6= 0. Put σ = |ω|αp. By
Theorem 2.1, there is a real number λ such that

λ = inf

{∫
Ω

|∇u|pdx : u ∈W 1,r
0 (Ω),

∫
Ω

σ|u|pdx = 1

}
. (3.1)

We have the following result.

Theorem 3.1. There are v1 and v2 in W 1,p
0 (Ω) such that v1 ≥ 0 and v2 ≤ 0 and∫

Ω

|∇vi|p−2∇vi∇φdx = λ

∫
Ω

σ|vi|p−2viφdx ∀i = 1, 2; ϕ ∈W 1,r
0 (Ω). (3.2)
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Proof. Put

E(u) =

∫
Ω

|∇u|pdx ∀u ∈W 1,r
0 (Ω),

S(u) =

∫
Ω

σ|u|pdx ∀u ∈W 1,r
0 (Ω),

S1(u) =

∫
Ω

|u|pdx ∀u ∈W 1,r
0 (Ω),

M =
{
u ∈W 1,r

0 (Ω) : S1(u) = 1
}
.

By Theorem 2.1, M is weakly closed in W 1,p
0 (Ω). We see that E is coercive and weakly lower

semi–continuous on W 1,p
0 (Ω). By Theorem 1.2 in [24], there is w in M such that

E(w) = min{E(u) : u ∈M}. (3.3)

Hence ∫
Ω

|∇w|pdx = λ

∫
Ω

σ|w|pdx. (3.4)

Put v1 = |w| and v2 = −|w|. By Lemma 7.6 in [13], v1 and v2 belong to W 1,p
0 (Ω) and E(v1) =

E(v2) = E(w). By Theorem 9 in [7], E is continuously Fréchet differentiable on W 1,p(Ω). Since
S1 is continuously Fréchet differentiable on W 1,p(Ω) and S = S1 ◦ T|w|α , by Theorem 2.1, S is
continuously Fréchet differentiable on W 1,p(Ω). Thus by Theorem 43.D in [26], there are real
numbers λ′1 and λ′2 such that

DE(vi)ϕ = λ′iDS(vi)ϕ ∀i = 1, 2; ϕ ∈W 1,r
0 (Ω) or∫

Ω

|∇vi|p−2∇vi · ∇ϕdx = λ′i

∫
Ω

σ|vi|p−2viϕdx ∀i = 1, 2; ϕ ∈W 1,r
0 (Ω). (3.5)

Taking ϕ = vi in (3.5), we see that λ′i = λ for any i = 1, 2 and we get the theorem.

Put γ(σ) = λ and φ(σ) = ‖v1‖−1v1 where θ, λ and v1 are as in Theorem 2.3. If σ = 1, we
denote γ(σ) by λ1. We have the following results.

Theorem 3.2. Let α be in (0, 1), σ1 and σ2 be two measurable functions on such that 0 < σ1 < σ2

and σp2 < |ω|αp. Then 0 < γ(σ2) ≤ γ(σ1).

Proof. By Poincaré’s inequality,

∫
Ω

|∇u|pdx > 0 when

∫
Ω

σ2|u|pdx = 1. Thus by the proof of

Theorem 2.3, we get 0 < γ(σ2).

Since

∫
Ω

σ1|u|pdx ≤
∫

Ω

σ2|u|pdx, we see that γ(σ2) ≤ γ(σ1).

Remark 3.1. If σ, σ1 and σ2 are in Ls(Ω) with some s in
(
N
p ,+∞

)
, Theorems 2.3 and 3.2 were

proved in [3, 6].
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4 Multiplicity of asymtotically linear p–laplacian problems

Let p be in [2, N) and q be in (1, p), f be the real Caratheodory function on Ω× R, and h be a
real measurable function on Ω. We consider the following p–Laplacian problem:{

−∆pu = h(x)|u|q−2u+ f(x, u)
u = 0 on ∂Ω.

(4.1)

Our main result is

Theorem 4.1. Suppose

(F1) There exist α ∈ (0, 1), α′ = α
p−1
p , C ∈ (0,+∞), a measurable real function V0 on Ω,

positive measurable real functions V1, V2 and η on Ω such that T|η| is a continuous mapping

from W 1,p
0 (Ω) into Lp(Ω) and(∫

Ω

|ηv|pdx
) 1
p

≤ C‖v‖1,p ∀v ∈W 1,p
0 (Ω). (4.2)

|f(x, s)| ≤ ηα(p−1)(x)|s|p−1 = ηα
′p(x)|s|p−1 ∀x ∈ Ω, ∀s ∈ R. (4.3)

lim
s→0

f(x, s)

|s|p−2s
= V0(x) ∀x ∈ Ω. (4.4)

lim
s→−∞

f(x, s)

|s|p−2s
= V1(x) ∀x ∈ Ω. (4.5)

lim
s→+∞

f(x, s)

|s|p−2s
= V2(x) ∀x ∈ Ω. (4.6)

(V1) There exists a positive constant c0 such that∫
Ω

(|∇u|p − V0|u|p) dx ≥ c0‖u‖p1,p ∀u ∈W 1,p
0 (Ω). (4.7)

(V2) Vi 6≡ 0 and 0 < γ(Vi) < 1 for any i = 1, 2.

(V3) V0 ≥ 0 for e.a. x ∈ Ω.

(H1) |h|
p
p−q η−

αpq
p−q is integrable on Ω.

(H2) There is a sufficiently small positive number τ such that
∥∥∥|h| p

p−q η−
αpq
p−q

∥∥∥
L1
≤ τ .

Then the problem (4.1) has at least two non-trivial solutions u1 and u2 such that u1 ≥ 0; u2 ≤ 0;
J(u1) > 0 and J(u2) < 0, where

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt ∀(x, s) ∈ Ω× R and (4.8)

J(u) =

∫
Ω

1

p
|∇u|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)|u|qdx−
∫

Ω

F (x, u)dx. (4.9)

Corollary 4.1. Theorem 4.1 still holds if we replace (V3) and (H2) by the following condition:
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(H3) h ≤ 0 a.e on Ω.

Corollary 4.2. Corollary 4.1 still holds if we replace (V1) and (H3) by the following conditions

(V1’) ∫
Ω

(|∇u|p − V0|u|p) dx ≥ 0 ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

(H4) h < 0 a.e on Ω.

Theorem 4.2. Suppose that conditions (F1), (V1), (V2), (V3), (H1) and (H2) hold. Assume
also that (H5) There exists v ∈W 1,p

0 (Ω) such that∫
Ω

h(x)|v+|qdx > 0.

Then the problem (4.1) has at least four non-trivial solutions u1, u2, u3 and u4 such that u1 ≥ 0,
u2 ≥ 0, u3 ≤ 0, u4 ≤ 0 and J(u1) > 0, J(u3) > 0, J(u2) < 0 and J(u4) < 0.

To prove these results we need the following notations. Let u be in W 1,p
0 (Ω), F and J be as

in (4.8) and (4.9). Put
u+ = max{u, 0}, u− = min{u, 0},

J± =

∫
Ω

1

p
|∇u|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)|u±|qdx−
∫

Ω

F (x, u±)dx. (4.10)

By Theorem 9 in [7], (F1) and Theorem 2.2 (with r = s = p, t = p
p−1 and β = α), the

functionals J and J± belong to C1(W 1,p
0 (Ω),R). Moreover, for every u and v in W 1,p

0 (Ω),

〈DJ(u), v〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫

Ω

h(x)|u|q−2uvdx−
∫

Ω

f(x, u)vdx (4.11)

〈DJ+(u), v〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫

Ω

h(x)(u+)q−2u+vdx−
∫

Ω

f(x, u+)vdx (4.12)

〈DJ−(u), v〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫

Ω

h(x)|u−|q−2u−vdx−
∫

Ω

f(x, u−)vdx (4.13)

We have the following lemmas.

Lemma 4.1. Under (F1), (V2) and (H1), the functionals J± satisfy the Palais–Smale condition.

Proof. We prove J+ satisfies the Palais–Smale condition, the other case is similar. Let {un} be a

sequence in W 1,p
0 (Ω). Assume lim

n→+∞
DJ+(un) = 0 and |J+(un)| ≤M for a real number M . We

shall prove that {un} has a convergent subsequence in W 1,p
0 (Ω). By (4.10) and (4.12), we obtain∣∣∣∣∫

Ω

1

p
|∇un|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)(u+
n )qdx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx

∣∣∣∣ ≤M, (4.14)∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p−2∇un∆vdx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )q−2u+

n vdx−
∫

Ω

f(x, u+
n )dx

∣∣∣∣
≤ ‖DJ+(un)‖‖v‖1,p ∀v ∈W 1,p

0 (Ω). (4.15)

First, we prove {u−n } is bounded, indeed, take v = u−n in (4.15) we have

‖u−n ‖
p
1,p =

∣∣∣∣∫
Ω

1

p
|∇u−n |pdx

∣∣∣∣ ≤ ‖DJ+(un)‖‖u−n ‖1,p.
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Hence ‖u−n ‖
p−1
1,p ≤ ‖DJ+(un)‖ −→ 0, or ‖u−n ‖1,p −→ 0.

Now we prove the boundedness of {u+
n }. Suppose by contradiction that {u+

n } is unbounded,
then there exists a subsequence of {un} (also denoted by {un}) such that an = ‖u+

n ‖1,p > 0 for
any integer n and lim

n→+∞
an = +∞. By (4.12), we have∣∣∣∣∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇vdx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )q−2u+

n vdx−
∫

Ω

f(x, u+
n )dx

∣∣∣∣
≤ ‖DJ+(un)‖‖v‖1,p +

∣∣∣∣∫
Ω

|∇u−n |p−2∇u−n∇vdx
∣∣∣∣

≤ ‖DJ+(un)‖‖v‖1,p +

(∫
Ω

|∇u−n |(p−1)p′dx

) 1
p′
(∫

Ω

|∇v|pdx
) 1
p

≤ ‖DJ+(un)‖‖v‖1,p + ‖u−n ‖
p−1
1,p ‖v‖1,p ∀v ∈W 1,p

0 (Ω). (4.16)

Put wn =
u+
n

an
. Divide both sides by ap−1

n , we obtain∣∣∣∣∫
Ω

|∇un|p−2∇un∇vdx−
∫

Ω

h(x)(u+
n )q−2u+

n vdx−
∫

Ω

f(x, u+
n )dx

∣∣∣∣
≤ ‖DJ

+(un)‖‖v‖1,p
ap−1
n

+
1

ap−1
n

‖u−n ‖
p−1
1,p ‖v‖1,p. (4.17)

Note that ‖wn‖1,p = 1. By Theorem 9.16 and Theorem 4.4 in [5], (4.2), (4.3) and Theorem 2.1,

there exist a subsequence of {wn} (also denoted by {wn}), a function w ∈W 1,p
0 (Ω) and k ∈ L1(Ω)

such that:

(i) {wn} weakly (resp. strongly, pointwisely) converges to w in W 1,p
0 (Ω) (resp. in Lp(Ω), on

Ω),

(ii) {wnηα} strongly (resp. pointwisely) converges to wηα in Lp(Ω) (resp. on Ω), and

(iii) |wn|p + |wn|pηαp ≤ k.

By (H1), we have∣∣∣∣∫
Ω

h(x)|wn(x)|q−1v(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

h(x)ηαq|wn(x)|q−1v(x)ηαdx

∣∣∣∣
≤
(∫

Ω

|h(x)|
p
p−q η−

αpq
p−q dx

) p−q
p
(∫

Ω

k1dx

) q−1
p
(∫

Ω

|v(x)|pηαpdx
) 1
p

.

Thus

lim
n→+∞

aq−pn

∫
Ω

h(x)|w(x)|q−1v(x)dx = 0. (4.18)

By (4.3) ∣∣∣∣f(x, u+
n (x))

ap−1
n

v(x)

∣∣∣∣ =


0 if u+

n (x) = 0∣∣∣∣f(x, u+
n (x))

u+
n (x)p−1

wn(x)p−1v(x)

∣∣∣∣ if u+
n (x) 6= 0

≤ ηα(p−1)(x)|wn(x)|p−1|v(x)| ≤ k
p−1
p |v(x)|. (4.19)
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Let Ω0 = {x ∈ Ω : w(x) = 0} and Ω+ = {x ∈ Ω : w(x) > 0}. Since w(x) ≥ 0 for all x ∈ Ω,
result that Ω = Ω0 ∪ Ω+. Let x be in Ω+, we have lim

n→+∞
un(x) = +∞. By (4.6) and (4.19), we

have

lim
n→+∞

f(x, u+
n (x))

ap−1
n

v(x) =

{
0 if w(x) = 0
V2(x)w(x)p−1v(x) if w(x) 6= 0.

By (4.6), (4.3) and (4.2), we have∫
Ω

|V2w
p−1v|dx ≤

∫
Ω

ηα(p−1)wp−1|v|dx ≤
(∫

Ω

|ηαw|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|v|pdx
) 1
p

<∞.

Since k ∈ L1(Ω) and v ∈ Lp(Ω), by Hölder’s inequality, k
p−1
p v belongs to L1(Ω). Applying

Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem, we have

lim
n→+∞

∫
Ω

f(x, u+
n (x))

ap−1
n

v(x)dx =

∫
Ω

V2(x)w(x)p−1v(x)dx ∀v ∈W 1,p
0 (Ω). (4.20)

We shall prove that {wn} converges to w in W 1,p
0 (Ω). Let T be the operator −∆p from W 1,p

0 (Ω)

into W 1,p′

0 (Ω), where 1
p + 1

p′ = 1. By Theorem 10 in [8], T is of class S+, that is, {ψn} strongly

converges to ψ in W 1,p
0 (Ω) if {ψn} weakly converges to ψ in W 1,p

0 (Ω) and lim sup
m→∞

T (ψm)(ψm−ψ) ≤
0. Note that

T (φ)(θ) =

∫
Ω

|∇φ|p−2∇φ∇θdx, ∀φ, θ ∈W 1,p
0 (Ω).

Using a similar argument as above for wm − w instead of v, we obtain the following results

∣∣∣∣∣
∫

Ω

|∇wm|p−2∇wm∇(wm − w)dx

− 1

ap−qn

∫
Ω

h(x)|wm|q−1(wm − w)dx−
∫

Ω

f(x, u+
m)

|u+
m|p−1

wp−1
m (wm − w)dx

∣∣∣∣∣
≤ 1

ap−1
n

‖DJ+(um)‖‖wm − w‖1,p +

+
1

ap−1
n

‖u−m‖
p−1
1,p ‖wm − w‖1,p, ∀n ∈ N, (4.21)

lim
m→+∞

1

ap−qn

∫
Ω

h(x)|wm|q−1(wm − w)dx = 0 (4.22)

lim
m→+∞

∫
Ω

f(x, u+
m)

|u+
m|p−1

wp−1
m (wm − w)dx = 0. (4.23)

Since {‖wm − w‖1,p} is bounded and ‖u−m‖1,p −→ 0, by (4.22), (4.23) and (4.21), we have

lim sup
m→+∞

T (wm)(wm − w) ≤ 0,

which implies that {wm} strongly converges to w in W 1,p
0 (Ω) and thus

lim
m→+∞

∫
Ω

|∇wm|p−2∇wm∇vdx =

∫
Ω

|∇w|p−2∇w∇vdx ∀v ∈W 1,p
0 (Ω). (4.24)
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(c.f. Theorem 9, [8]). Combining (4.17), (4.18), (4.20) and (4.24), we get∫
Ω

|∇w|p−2∇w∇vdx−
∫

Ω

V2(x)wp−1vdx ∀v ∈W 1,p
0 (Ω). (4.25)

Note that w ≥ 0 and w 6≡ 0, by (4.25) we have w ≡ φ(V2) and γ(V2) = 1, which is a contradiction
to (V2). This contradiction gives us the conclusion that {‖u+

m‖} is bounded.
Therefore {um} is bounded in W 1,p

0 (Ω). By Lemma 6.2 in [12], {um} is strongly convergent
in W 1,p

0 (Ω).

Lemma 4.2. Suppose conditions (4.4), (F1), (V1), (H1) and (H3) hold. Then there exist positive
real numbers R and C such that

J±(u) ≥ C‖u‖p1,p, ∀u ∈ BR(0).

Proof. If we have
J(u) ≥ K‖u‖p1,p, ∀u ∈ BR(0) \ {0}.

then the result follows. Indeed,

J±(u) = J(u±) +

∫
Ω

1

p
|∇u∓|pdx ≥ K‖u±‖p1,p +

1

p
‖u∓‖p1,p ≥ min{K, 1

p
}‖u‖p1,p.

Suppose by contradiction that for each n ∈ N there exists un ∈ B 1
n

(0) \ {0} such that J(un) <
1

n
‖un‖p1,p, that is∫

Ω

1

p
|∇u|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)|un|qdx−
∫

Ω

F (x, un)dx <
1

n
‖un‖p1,p. (4.26)

Put an = ‖un‖1,p ∈
(
0, 1

n

)
, and wn = un

an
. Divide both sides of (4.26) by apn, we obtain∫

Ω

1

p
|∇wn|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)|wn|q

ap−qn

−
∫

Ω

F (x, anwn)

apn
dx <

1

n
.

Since h ≤ 0 a.e. on Ω and an > 0, we have∫
Ω

1

p
|∇wn|pdx−

F (x, anwn)

apn
dx <

1

n
. (4.27)

Since ‖wn‖1,p = 1, as in the proof of Lemma 4.1 and (4.19), there are w ∈W 1,p
0 (Ω) and k ∈ L1(Ω)

such that for any x in∣∣∣∣f(x, sanwn(x))

apn
anwn(x)

∣∣∣∣ ≤ ηα(p−1)sp−1|wn(x)|p−1 ≤ sp−1k s ∈ (0, 1)n ∈ N.

Thus by Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem, Fubini’s theorem and (4.4), we have

lim
n→+∞

∫
Ω

f(x, anwn(x))

apn
dx = lim

n→+∞

∫
Ω

∫ 1

0

f(x, sanwn(x))

apn
anwn(x)dsdx

lim
n→+∞

∫
Ω

∫ 1

0

f(x, sanwn(x))

|sanwn(x)|p−1
sp−1|wn(x)|p−1wn(x)dsdx =

1

p

∫
Ω

V0|w|p−1wdx.
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Replace wn by w, we have a similar result

lim
n→+∞

∫
Ω

f(x, anwn(x))

apn
dx =

1

p

∫
Ω

V0|w|p−1wdx. (4.28)

By (V1) (actually, we only need (V1’)), we have∫
Ω

1

p
|∇w|pdx ≥ 1

p

∫
Ω

V0|w|pdx.

It follows that for any ε > 0, there exist Nε ∈ N such that,∫
Ω

1

p
|∇w|pdx−

∫
Ω

F (x, anw(x))

apn
dx ≥ ε, ∀n ∈ N. (4.29)

From (4.27) and (4.29), for n ≥ Nε, we have∫
Ω

1

p
|∇wn|pdx−

∫
Ω

F (x, anwn(x))

apn
dx−

∫
Ω

1

p
|∇w|pdx+

∫
Ω

F (x, anw(x))

apn
dx <

1

n
+ ε.

This implies

lim sup
n→+∞

[∫
Ω

1

p
|∇wn|pdx−

∫
Ω

1

p
|∇w|pdx

]
≤ ε, ∀ε > 0.

Hence

lim sup
n→+∞

[∫
Ω

1

p
|∇wn|pdx−

∫
Ω

1

p
|∇w|pdx

]
≤ 0.

By Theorem 6 in [7], the space (W 1,p
0 (Ω), ‖ · ‖1,p) is uniformly convex, then by Proposition 3.32

in [5], we have wn → w in W 1,p
0 (Ω) and therefore, ‖w‖1,p = 1. On the one hand, from (V1), we

have ∫
Ω

1

p
|∇w|pdx− 1

p

∫
Ω

V0|w|pdx ≥ c0‖w‖1,p = c0 > 0.

On the other hand, let n→ +∞ in (4.27), we obtain∫
Ω

1

p
|∇w|pdx− 1

p

∫
Ω

V0|w|pdx ≤ 0

This is a contradiction. Thus we get the lemma.

Lemma 4.3. Suppose conditions (4.4), (F1) (V1’), (H1), and (H4) hold. Then there exist
positive real numbers R and C such that

J±(u) ≥ C‖u‖p1,p, ∀u ∈ BR(0).

Proof. Arguing as in Lemma 4.2, we only need to show

J(u) ≥ K‖u‖p1,p, ∀u ∈ BR(0) \ {0}.

Suppose by contradiction that for each n ∈ N there exists un un ∈ B 1
n

(0) \ {0} such that

J(un) < 1
n‖un‖

p
1,p, that is∫

Ω

1

p
|∇un|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)|un|qdx−
∫

Ω

F (x, un)dx <
1

n
‖un‖p1,p. (4.30)
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Divide both sides of (4.30) by apn, where an = ‖un‖1,p ∈ (0, 1
n ), and wn = un

an
, we obtain∫

Ω

1

p
|∇wn|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)|wn|q

ap−qn

dx−
∫

Ω

F (x, anwn)

apn
dx <

1

n
. (4.31)

Since an ∈ (0, 1) and h < 0 a.e. on Ω, then (4.31) becomes∫
Ω

1

p
|∇wn|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)|wn|qdx−
∫

Ω

F (x, anwn)

apn
dx <

1

n
. (4.32)

Since ‖wn‖1,p = 1 for any n, then we can assume {wn} weakly converges to w in W 1,p
0 (Ω).

Arguing as in the proof of Lemma 4.1, we obtain

lim
n→+∞

∫
Ω

h(x)|wn|qdx =

∫
Ω

lim
n→+∞

h(x)|wn|qdx =

∫
Ω

h(x)|w|qdx

lim
n→+∞

∫
Ω

F (x, anwn)

apn
dx =

1

p

∫
Ω

V0|w|pdx and∫
Ω

1

p
|∇w|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)|w|qdx−
∫

Ω

V0|w|pdx ≤ 0.

By (V1’), we get

−
∫

Ω

h(x)|w|qdx = 0.

Thus by (H4), w = 0 a.e. on Ω, which contradicts to ‖w‖1,p = 1. The lemma is proved.

Lemma 4.4. Suppose conditions (4.4), (F1), (V1), (V3) and (H1) hold. Then there exists
a constant τ > 0 having the following properties: for all measurable function h on Ω with∥∥∥|hn| p

p−q η−
αpq
p−q

∥∥∥
L1
≤ τ , there exist positive numbers σ and µ such that J±(u) ≥ µ for all

u ∈W 1,p
0 (Ω) with ‖u‖1,p = σ.

Proof. We consider the case of J+, the case of J− is similar. Suppose by contradiction that: for

all τ > 0, there exists a measurable function h with
∥∥∥|hn| p

p−q η−
αpq
p−q

∥∥∥
L1
≤ τ such that, for all

σ > 0 and η > 0, we have u ∈W 1,p
0 (Ω) with ‖u‖1,p = σ and J+(u) < η.

Choose τ = 1
np−q+1 , σ = 1

n , η = 1
np+1 where n ∈ N, we have: for any n ∈ N, there exist a

measurable function hn and un ∈W 1,p
0 (Ω) such that

∥∥∥|hn| p
p−q η−

αpq
p−q

∥∥∥ p−qp
L1
≤ 1

np−q+1 , ‖un‖1,p = 1
n

and

J+(un) =

∫
Ω

1

p
|∇un|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)(u+
n )qdx−

∫
Ω

F (x, u+
n )dx <

1

np+1
. (4.33)

Divide both sides of (4.33) by apn, where an = ‖un‖1,p = 1
n , and wn = un

an
, we obtain∫

Ω

1

p
|∇wn|pdx−

1

q

∫
Ω

hn(x)(w+
n )q

ap−qn

dx−
∫

Ω

F (x, anw
+
n )

apn
dx <

1

n
, (4.34)

and ‖wn‖1,p = 1, then we can assume {wn} weakly converges to w in W 1,p
0 (Ω). Arguing as in

the proof of Lemma 4.2 we obtain

lim
n→+∞

F (x, anw
+
n )

apn
dx =

1

p

∫
Ω

V0|w+|pdx. (4.35)
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By Hölder inequality and (4.2), we have∣∣∣∣∫
Ω

hn(x)|w+
n |q

ap−qn

dx

∣∣∣∣ ≤ np−q
(∫

Ω

|hn|
p
p−q η−

αpq
p−q

) p−q
p
(∫

Ω

|w+
n |pηαp

) q
p

≤ np−qC

np−q+1
‖wn‖q1,p ≤

np−qC

np−q+1
=
C

n
.

Therefore

lim
n→+∞

∫
Ω

hn(x)|w+
n |q

ap−qn

dx = 0. (4.36)

From (4.34), (4.35), (4.36), (V3) and (V1), we get

1 ≤
∫

Ω

V0|w+|pdx ≤
∫

Ω

V0|w|pdx ≤
∫

Ω

|∇w|pdx.

By Theorem 6 in [7], the space (W 1,p
0 (Ω), ‖ · ‖1,p) is uniformly convex, then by Proposition 3.32

in [5], we have wn → w in W 1,p
0 (Ω) and therefore, ‖w‖1,p = 1. From (4.35), (4.36) and letting

n→ +∞ in (4.34), we have ∫
Ω

1

p
|∇w|pdx− 1

p

∫
Ω

V0|w|pdx ≤ 0,

which contradicts to (V1). Therefore we get the lemma.

Lemma 4.5. Under conditions (V2), (F1), (V2) and (H1), we have

lim
t→+∞

J+(tφ(V2))

tp
< 0 and lim

t→+∞

J−(−tφ(V2))

tp
< 0

Proof. Put v = φ1(V2), then ‖v‖1,p = 1, v > 0 and∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇wdx = γ(V2)

∫
Ω

V2(x)|v|pvwdx ∀w ∈W 1,p
0 (Ω). (4.37)

Thus ∫
Ω

|∇v|pdx = γ(V2)

∫
Ω

V2(x)|v|pdx. (4.38)

By (4.10) we have

J+(tv) =

∫
Ω

1

p
|∇(tv)|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)(tv+)qdx−
∫

Ω

F (x, tv+)dx.

It implies that

J+(tv)

tp
=

1

p

∫
Ω

|∇v|pdx− 1

qtp−q

∫
Ω

h(x)|v|qdx− 1

tp

∫
Ω

F (x, tv)dx. (4.39)

By Hölder’s inequality, (H1) and (4.2), we have∫
Ω

|h||v|qdx =

∫
Ω

|h|η−qα|v|ηqαdx ≤
(∫

Ω

|h|
p
p−q η

− pqα
p−q dx

) p−q
p
(∫

Ω

|v|pηpαdx
) q
p

<∞.
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Hence

lim
t→+∞

1

qtp−q

∫
Ω

h(x)|v|qdx = 0. (4.40)

As in (4.28), we get

lim
t→+∞

1

tp

∫
Ω

F (x, tv)dx =
1

p

∫
Ω

V2(x)|v(x)|pdx. (4.41)

Combining (4.38), (4.39), (4.40) and (4.41), we have

lim
t→+∞

J+(tv)

tp
=

1

p

∫
Ω

|∇v|pdx− 1

p

∫
Ω

V2|v|pdx

=
1

p

∫
Ω

|∇v|pdx− 1

pγ(V2)

∫
Ω

|∇v|pdx

=
1

p

(
1− 1

γ(V2)

)
< 0,

which contradicts to (V2) and that completes the proof of Lemma.

Lemma 4.6. Under conditions (F1), (H1) and (H5), we have

lim
t→+∞

J±(±tv)

tp
< 0,

where v is given in (H5).

Proof. Let {tn} be a sequence of positive real numbers such that tn → 0 as n→ +∞. First, we
consider the case of J+. We have

J+(tnv)

tqn
=

1

tqn

[∫
Ω

1

p
|∇tnv|pdx−

1

q

∫
Ω

h(x)(tnv
+)qdx−

∫
Ω

F (x, tnv
+)dx

]
=

tp−qn

p

∫
Ω

|∇v|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)(v+)qdx− 1

tqn

∫
Ω

F (x, v+)dx. (4.42)

By (F1), we have∣∣∣∣∫
Ω

F (x, v+)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

∫ tnv
+

0

f(x, τ)dτdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

∫ 1

0

f(x, ξtnv
+)dξdx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

∫ 1

0

∣∣∣ηα(p−1)
(
|ξtnv+|

)p−1
tnv

+
∣∣∣ dξdx =

∫
Ω

∫ 1

0

∣∣∣ηα(p−1)ξp−1tpn(v+)p
∣∣∣ dξdx

≤ 1

p
tpn

∫
Ω

ηα(p−1)|v|pdx.

It follows that

lim
n→+∞

1

tqn

∫
Ω

F (x, tnv
+)dx = 0 and

lim
t→0+

J+(tv)

tq
= −1

q

∫
Ω

h(x)(v+)qdx < 0.
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In case of J−, note that −v+ = (−v)− then (−tnv)− = −tnv+ = tnv, we have

J−(tnv)

tqn
=

1

tqn

[∫
Ω

1

p
|∇(−tnv)|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)|(−tnv)−|qdx−
∫

Ω

F (x, (−tnv)−)dx

]
=

tp−qn

p

∫
Ω

|∇v|pdx− 1

q

∫
Ω

h(x)vqdx− 1

tqn

∫
Ω

F (x,−tnv)dx.

Arguing as in the case J+, we also have

lim
t→0+

J−(−tv)

tq
= −1

q

∫
Ω

h(x)|v+|qdx < 0.

Proof of Theorem 4.1 We have J+(0) = 0. By Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1,
Lemma 4.4 and Lemma 4.5, there exists a critical point u1 of J+ with J+(u1) ≥ µ > 0 (µ is
given in Lemma 4.4). We prove that u1 ≥ 0. Since u1 is the critical point of J+, by (4.12), for
any v ∈W 1,p

0 (Ω)∫
Ω

|∇u1|p−2∇u1∇vdx−
∫

Ω

h(x)(u+
1 )q−2u+

1 vdx−
∫

Ω

f(x, u+
1 )dx = 0. (4.43)

Take v = u−1 in (4.43), we obtain ∫
Ω

|∇u−1 |pdx = 0.

Hence u−1 = 0 a.e. on Ω, this implies u1 ≥ 0 a.e. on Ω. Since J+(u1) > 0, then u1 6≡ 0, therefore
u1 is a non-trivial nonnegative weak solution of the problem (4.1) such that J(u1) = J+(u1) > 0.

Arguing similarly for J−, we obtain a non-trivial non-positive weak solution u2 of (4.1) such
that J(u2) > 0.
Proof of Corollary 4.1 Using Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1, Lemma 4.2 and
Lemma 4.5, and arguing as in Proof of Theorem 4.1, we get the corollary.
Proof of Corollary 4.2 Using Mountain Pass Theorem in [2], Lemma 4.1, Lemma 4.3 and
Lemma 4.5, and arguing as in Proof of Theorem 4.1, we get the corollary.
Proof of Theorem 4.2 By Theorem 4.1, we have two nontrivial weak solutions for (4.1), one
solution is non–negative and one solution is non–positive, but both of them have positive energy.
Therefore, we only need to find two nontrivial weak solutions for (4.1) which have negative energy.
The first one is found by J+, and the second is found by a similar argument for J−.

J is lower semi–continuous by its differentiability. Let τ , σ and µ as in Lemma 4.4. Put
B = {u ∈ W 1,p

0 (Ω) : ‖u‖1,p ≤ σ}. Arguing as in (4.39) and using (ii) of Theorem 2.4, we see
that J+(B) is bounded. Put c = infBJ

+, then by Lemma 4.6, we have c < 0.
For n ∈ N, let un ∈ B such that

c ≤ J+(un) ≤ c+
1

n2
. (4.44)

Let e ∈W 1,p
0 (Ω) with ‖e‖1,p = 1. Apply Ekeland’s Variational Principle in [11] with ε = 1

n2 and

δ = 1
n , there exists vn ∈ B such that

J+(vn) = J+
vn(vn) ≤ J+

vn(vn + te) = J+(vn + te) +
1

n
|t|‖e‖1,p ∀t ∈ R \ {0}

J+(vn) ≤ J+(un). (4.45)
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From (4.45), we have
J+(vn + te)− J+(vn)

|t|
≥ − 1

n
.

Thus 
J+(vn + te)− J+(vn)

t
≥ − 1

n
if t > 0,

J+(vn + te)− J+(vn)

−t
≥ − 1

n
if t < 0.

Therefore ∣∣∣∣J+(vn + te)− J+(vn)

t

∣∣∣∣ ≤ 1

n
.

Letting t→ 0, we have

|DJ+(vn)(e)| ≤ 1

n
, ∀e ∈W 1,p

0 (Ω), ‖e‖1,p = 1.

Therefore

lim
n→+∞

∥∥DJ+(vn)
∥∥

(W 1,p
0 )∗

= lim
n→+∞

(
sup

‖e‖1,p=1

|DJ+(vn)(e)|

)
≤ lim
n→+∞

1

n
= 0.

Since c = infBJ
+, by (4.44) and (4.45), we have

c ≤ J+(vn) ≤ c+
1

n2
. (4.46)

Therefore, J+(vn) → c as n → +∞. It follows that {vn} is a Palais–Smale sequence. By (4.5),
we can assume that vn → v0 in W 1,p

0 (Ω). Hence,

DJ+(v0) = lim
n→+∞

DJ+(vn) = 0 and J+(v0) = lim
n→+∞

J+(vn) = c < 0.

Therefore, v0 is a critical point of J+ with negative energy. Arguing as in Proof of Theorem 4.1
we get have v0 ≥ 0 and Theorem 4.2.

Remark 4.1. If η in (4.3) is constant, the results in this section have been proved in [9].

Example 4.1. Let p = 2, Ω be the unit ball B1(0) in RN (N ≥ 3) and η(x) = (2λ1)
2
3 (1− |x|)−1

for any x in Ω. By Theorem 8.4 in [16], there is a real number c ≥ 1 such that∫
Ω

|ηu|2dx ≤ c‖u‖21,2 ∀u ∈W 1,2
0 (Ω). (4.47)

Let δ be in

(
0,

2λ1

c(1 + 2λ1)

)
and f be a real C1–function on Ω× R such that


f(x, s) = δ(1− |x|2)−

2
3 s if |s| ≤ 1

2
, ∀x ∈ Ω,

|f(x, s)| ∈
[
0, 2λ1(1− |x|2)−

2
3 |s|
]

if |s| ∈
[

1
2 , 1
]
, ∀x ∈ Ω,

f(x, s) =
2λ1s

3(1− |x|2)4

1 + s2(1− |x|2)4
(1− |x|2)−

3
2 if |s| ≥ 1, ∀x ∈ Ω.

(4.48)
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(i) We have

V0(x) = lim
s→0

f(x, s)

s
= δ(1− |x|)− 2

3 , ∀x ∈ Ω.

We get (V2), (F1) with α = 2
3 and∫

Ω

(
|∇u|p − V0|u|2

)
dx ≥ (1− cδ)‖u‖2

W 1,2
0

∀u ∈W 1,2
0 (Ω).

Thus (V1) is fulfilled.

(ii) Put V1(x) = V2(x) = 2λ1(1− |x|)− 2
3 for every x in Ω. Since V1(x) = V2(x) > λ1 for every

x in Ω, by Theorem 3.2, λ(V1) = λ(V2) < 1 and we get the condition (V2).

(iii) Let q = 3
2 and h = εη

αq
p = εη

9
8 with a sufficiently small positive real number ε, then we get

(H1).

Thus we can apply Theorem 4.1 for f and h, but the results in [9] do not work in this case.
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Abstract

In the present paper we establish, on the one hand, some singular solutions concerning
to the 1–laplacian equation. On the other hand, we give some properties related to the weak
solutions of p–lapalcian equation

Key words and phrases: Singular solution, p–laplacian equation, p–harmonic function.

Resumen

En el presente art́ıculo establecemos, por una parte, algunas soluciones singulares con-
cernientes a la ecuación 1–lapaciana. Por otro lado, damos algunas propiedades relacionadas
a la debil solución de la ecuación p–laplaciana.

Palabras y frases clave: Solución singular, ecuación p–laplaciana, función p–armónica.

1 Introduction

In this paper, we are investigating singular solutions and properties to the following equation
which we shall call the p–Laplace equation [1-6, 9-11].

div(| ∇u |p−2 ∇u) = 0, (1.1)

where p satisfies 1 ≤ p ≤ ∞. The p–laplacian operator is defined as

∆pu = div(| ∇u |p−2 ∇u)

=| ∇u |p−4
(
| ∇u |2 ∆u+ (p− 2)

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj

)
(1.2)
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There are several noteworthy values of p:

a) p =∞. As p→∞ one encounters the infinity Laplacian equation

n∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
= 0 (1.3)

in Rn, which some singular solutions are given by

a
√
x2

1 + · · ·+ x2
k + b (1 ≤ k ≤ n) (1.4)

a1x1 + · · ·+ anxn + b (1.5)

a1x
4/3
1 + · · ·+ anx

4/3
n

( n∑
j=1

a3
j = 0

)
(1.6)

b) p = 2. In this case we have the Laplace equation

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= 0 (1.7)

c) p = 1. In this case we obtain the 1-laplacian equation

div
( ∇u
| ∇u |

)
= 0 (1.8)

For x ∈ R3 and under the assumption that |∇u| 6= 0, it then follows from (1.8)

|∇u|2 ·∆u−

{(∂u
∂x

∂2u

∂x2
+
∂u

∂y

∂2u

∂x∂y
+
∂u

∂z

∂2u

∂x∂z

)∂u
∂x

+

+
(∂u
∂x

∂2u

∂y∂x
+
∂u

∂y

∂2u

∂y2
+
∂u

∂z

∂2u

∂y∂z

)∂u
∂y

+

+
(∂u
∂x

∂2u

∂z∂x
+
∂u

∂y

∂2u

∂z∂y
+
∂u

∂z

∂2u

∂z2

)∂u
∂z

}
= 0 (1.9)

The purpose of this paper is to obtain nontrivial singular solutions of (1.8) and some properties
of weak solutions concerning the equation (1.1). The paper has been organized as follows: in
section 2, we briefly review the basic definitions used in our subsequent discussions, next, the
preliminary results are established in section 3. Section 4 present the main results.

2 Basic definitions

Here, we give some definitions used in our subsequent discussions. For more details, see [7-8, 12]

Definition 2.1. We denote by C0(Ω) the space of all continuous functions on Ω with compact
support.
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Other interesting notations are

Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) (2.1)

Definition 2.2. The Sobolev space W 1,p(Ω) is defined by

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp

∣∣∃g1, g2, · · · , gN ∈ Lp such that∫
Ω
u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω
giϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), ∀i = 1, 2, · · · , N

}
Definition 2.3. Let Ω be a domain in Rn. We say that u ∈ W 1,p

loc (Ω) is a weak solution of the
p–harmonic equation (1.1) in Ω, if∫

|∇u|p−2∇u∇ηdx = 0 ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.2)

If, in adition, u is continuous, then we say u is a p–harmonic function.

Definition 2.4. Let Ω be a domain in Rn. We say that u ∈ W 1,p
loc (Ω) is a classical solution of

(1.1), if u satisfies (1.1)

Definition 2.5. We say that u ∈ W 1,p
loc (Ω) is a weak supersolution of the p–harmonic equation

(1.1) in Ω, if ∫
Ω

| ∇u |p−2 ·∇u · ∇ηdx ≥ 0 (2.3)

for all nonnegative η ∈ C∞0 (Ω). For weak subsolution, the inequality is reversed.

Definition 2.6. Let Ω ⊂ Rn be an open set, a linear differential operator of second order
L : C2(Ω) −→ C(Ω) is defined as

L(u) = −
n∑

j=1

n∑
i=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

ai
∂u

∂xj
+ a0u (2.4)

where aij ∈ C1(Ω), ai ∈ C(Ω),∀i, j = 1, · · · , n y a0 ∈ C(Ω̄).

Definition 2.7. Let V an K-vectorial space. A function g : V × V −→ K is called a billinear
form if

i) g(u+ v, w) = g(u,w) + g(v, w), ∀u, v, w ∈ V ,

ii) g(λv,w) = λg(v, w), ∀λ ∈ K,∀v, w ∈ V ,

iii) g(u, v + w) = g(u, v) + g(u,w), ∀u, v, w ∈ V ,

iv) g(v, λw) = λg(v, w), ∀λ ∈ K,∀v, w ∈ V .

Definition 2.8. Let H be a Hilbert space, we say that a billinear form g : H ×H −→ R is

a) continuous if there exists a constant C > 0 such that

|g(u, v)| ≤ C‖u‖H · ‖v‖H ∀u, v ∈ H. (2.5)
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b) coersive if there exists a constant θ > 0 such that

g(u, v) ≥ θ‖u‖2H ∀u ∈ H. (2.6)

Definition 2.9. The billinear form g : H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) −→ R conected with the operator L is
defined as

g(u, v) =

N∑
i,j=1

∫
Ω

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

N∑
i=1

∫
Ω

ai
∂u

∂xi
· v +

∫
Ω

a0uv (2.7)

for all u, v ∈ H1
0 (Ω).

3 Preliminary results

Theorem 3.1. Let suposse that the billinear form (2.7) is coersive with the constant of coersity
θ. Then the bilinear form (2.7) is continuous and furthermore exist α, γ ≥ 0 such that [8]

α · ‖u‖2H1
0 (Ω) ≤ g(u, u) + γ · ‖u‖2L2(Ω) (3.1)

for all u ∈ H1
0 (Ω). Where

α =
θ

2
y γ =

1

4ε

n∑
i=1

‖ai‖L∞(Ω) + ‖a0‖L∞(Ω). (3.2)

Theorem 3.2. (Caccioppoli) If u is a weak solution of (1.1) in Ω, then∫
Ω

ξp · |∇u|pdx ≤ pp ·
∫

Ω

|u|p · |∇ξ|pdx (3.3)

for al ξ ∈ C∞c (Ω), ξ ≥ 0.

Proof. Use

η = ξpu

∇η = ξp∇u+ pξp−1u∇ξ

By the equation (2.2) and Holder’s inequality∫
Ω

ξp|∇u|pdx = −p
∫

Ω

ξp−1 · u
〈
|∇u|p−2∇u,∇ξ

〉
dx

≤ p
∫

Ω

|ξ · ∇u|p−1 · |u · ∇ξ|dx

≤ p
{∫

Ω

ξp|∇u|pdx
}1−

1

p ·
{∫

Ω

|u|p · |∇ξ|p
}1

p

The estimate follows.
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Theorem 3.3. If v > 0 is a weak supersolution of (1.1) in Ω, then∫
Ω

ξp · |∇ log v|pdx ≤
( p

p− 1

)p
·
∫

Ω

|∇ξ|pdx (3.4)

whenever ξ ∈ C∞c (Ω), ξ ≥ 0.

Proof. One may add constants to the weak supersolutions. First, prove the estimate for v(x) + ε
in place of v(x). Then let ε→ 0 in∫

Ω

ξp · |∇v|p

(v + ε)p
dx ≤

( p

p− 1

)p
·
∫

Ω

|∇ξ|pdx (3.5)

Hence we may assume that v(x) ≥ ε > 0. Next use the test function η = ξpv1−p. Then

∇η = pξp−1v1−p∇ξ − (p− 1)ξpv−p∇v (3.6)

and we obtain

(p− 1)

∫
Ω

ξpv−p|∇v|pdx ≤ p
∫

Ω

ξp−1 · v1−p〈|∇v|p−2∇v,∇ξ
〉
dx

≤ p
∫

Ω

ξp−1 · v1−p · |∇v|p−1 · |∇ξ|dx

≤ p
{∫

Ω

ξp · v−p|∇v|pdx
}1−

1

p ·
{∫

Ω

|∇ξ|p
}1

p

from which the result follows.

Theorem 3.4. Suposse that 1 ≤ p ≤ ∞ and Ω is a bounded open set. Then exists a constant C
(depending on Ω and p) such that [7]

‖u‖Lp ≤ C‖∇u‖Lp , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω)(1 ≤ p ≤ ∞)

In particular, the expression ‖∇u‖Lp is a norm on W 1,p
0 (Ω), and it is equivalent to the norm

‖u‖W 1,p

4 Main Results

4.1 Some results of weak solutions

Theorem 4.1. A C2 function u that satisfies (1.1) is a weak solution of (1.1)

Proof. Multiply (1.1) by η ∈ C∞0 (Ω) and integrate by parts; we obtain∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇ηdx = 0 ∀η ∈ C∞0 (Ω)

as required.
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Theorem 4.2. Let u ∈W 1,p(Ω) be a weak solution of p-harmonic equation (1.1) in Ω, then

‖ξ · |∇u|‖Lp ≤ p
(
‖u‖2L2p + ‖∇ξ‖2L2p

)
∀ξ ∈ C∞0 (Ω), ξ ≥ 0.

Proof. From Theorem 3.2, we have∫
Ω

ξp · |∇u|pdx ≤ pp ·
∫

Ω

|u|p · |∇ξ|pdx (4.1)

In terms of (4.1), it then follows that

‖ξ · |∇u|‖Lp ≤ p · ‖|u| · |∇ξ|‖Lp (4.2)

To continue we need the Young inequality

a · b ≤ εa2 +
1

4ε
b2, a, b ∈ R, ε ∈ R+ (4.3)

We obtain

‖ξ | ∇u | ‖Lp ≤ p‖ | u || ∇ξ | ‖Lp

≤ p‖ε | u |2 +
1

4ε
| ∇ξ |2 ‖Lp

≤ p(ε‖ | u |2 ‖Lp +
1

4ε
‖ | ∇ξ |2 ‖Lp) (4.4)

We insert ε ∈ [ 1
4 , 1] into the inequality (4.4). This yields

‖ξ | ∇u | ‖Lp < p[ε‖ | u |2 ‖Lp + (1− ε)‖ | u |2 ‖Lp

+
1

4ε
‖ | ∇ξ |2 ‖Lp +

4ε− 1

4ε
‖ | ∇ξ |2 ‖Lp ]

= p[‖ | u |2 ‖Lp + ‖ | ∇ξ |2 ‖Lp ]

= p(‖u‖2L2p + ‖∇ξ‖2L2p),

as required.

Theorem 4.3. Let suposse that the constant of coersity of the billinear form (2.7) is θ. Let also
v ∈W 1,p(Ω) be a positive (v > 0) weak supersolution of the p-harmonic equation (1.1) in Ω, then
there exist constants β > 0 and γ ≥ 0 such that

β‖u · |∇ log v|‖2L2(Ω) ≤ g(u, u) + γ · ‖u‖2L2(Ω) (4.5)

for all u ∈ C∞0 (Ω), u ≥ 0, with γ and g(u, u) given by (3.2) and (2.7) respectively.

Proof. Let p = 2. By Theorem 3.3, we obtain inequality

‖u · |∇ log v|‖2L2(Ω) ≤ 4 · ‖∇u‖2L2(Ω)

which can be written as

‖u · |∇ log v|‖2L2(Ω) ≤ 4 · ‖∇u‖2L2(Ω) = 4 · ‖u‖2H1
0 (Ω) (4.6)
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Combining the inequality (3.1) with the estimate (4.6), we obtain

α‖u · |∇ log v|‖2L2(Ω) ≤ 4 · g(u, u) + 4 · γ · ‖u‖2L2(Ω) (4.7)

Divide out the common factor. We arrive at

β‖u · |∇ log v|‖2L2(Ω) ≤ g(u, u) + γ · ‖u‖2L2(Ω), (4.8)

with the constant β =
α

4
. This concludes the proof.

4.2 Singular solutions of 1-Laplacian equation

The purpose of this section is to prove that the functions

u = (x1 + x2 + · · ·+ xn + d0)ex1+x2+···+xn+d1 + d2 (4.9)

u = ea1x1+a2x2+···+anxn+d + d0 (4.10)

u = ln(a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d) + d0 (4.11)

u = ln(ea1x1+a2x2+···+anxn+d0 + d1) + d2 (4.12)

u = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d0 + ea1x1+a2x2+···+anxn+d1 (4.13)

u = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d0 + ln(a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d1) (4.14)

u = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d0 + ln(ea1x1+a2x2+···+anxn+d2 + d1) (4.15)

u = ea1x1+a2x2+···+anxn+d0 + ln(a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + d1) + d2 (4.16)

are singular solutions of the equation (1.8). Where ai(i = 0, · · · , n), a, b, c, d, d0

,d1, d2, d3 are real numbers. For x ∈ R3, we shall have

u = (x+ y + z + d0)ex+y+z+d1 + d2 (4.17)

u = eax+by+cz+d + d0 (4.18)

u = ln(ax+ by + cz + d) + d0 (4.19)

u = ln(eax+by+cz+d0 + d1) + d2 (4.20)

u = ax+ by + cz + d0 + eax+by+cz+d1 (4.21)

u = ax+ by + cz + d0 + ln(ax+ by + cz + d1) (4.22)

u = ax+ by + cz + d0 + ln(eax+by+cz+d2 + d1) (4.23)

u = eax+by+cz+d0 + ln(ax+ by + cz + d1) + d2 (4.24)

Theorem 4.4. The function (4.17) is singular solution of the equation (1.9)
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Proof. Noticing that

|∇u|2 ·∆u = 9 · (x+ y + z + d0 + 1)2 · (x+ y + z

+ d0 + 2) · e3(x+y+z+d1) (4.25)(∂u
∂x

∂2u

∂x2
+
∂u

∂y

∂2u

∂x∂y
+
∂u

∂z

∂2u

∂x∂z

)∂u
∂x

= 3 · (x+ y + z + d0 + 1)2 · (x+ y + z

+ d0 + 2) · e3(x+y+z+d1) (4.26)(∂u
∂x

∂2u

∂y∂x
+
∂u

∂y

∂2u

∂y2
+
∂u

∂z

∂2u

∂y∂z

)∂u
∂y

= 3 · (x+ y + z + d0 + 1)2 · (x+ y + z

+ d0 + 2) · e3(x+y+z+d1) (4.27)(∂u
∂x

∂2u

∂z∂x
+
∂u

∂y

∂2u

∂z∂y
+
∂u

∂z

∂2u

∂z2

)∂u
∂z

= 3 · (x+ y + z + d0 + 1)2 · (x+ y + z

+ d0 + 2) · e3(x+y+z+d1) (4.28)

and inserting (4.25)-(4.28) into the equation (1.9), we obtain

0 · (x+ y + z + d0 + 1)2 · (x+ y + z + d0 + 2) · e3(x+y+z+d1) = 0, (4.29)

from which the proof follows.

Similar to the proof of the foregoing theorem, we have

Theorem 4.5. Functions (4.18)-(4.24) are singular solutions of the equation (1.9).
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Divulgaciones Matemáticas Vol. 20, No. 2 (2019), pp. 63–71



On some interesting properties of p–laplacian equation 71

[8] Lawrence C. Evans. Partial Differential Equations. American Mathematical Society Equa-
tions. 19.

[9] Abimbola Abolarinwa. The first figenvalue of p–laplacian and geometric estimates. Nonl.
Analysis and Differential Equations. 2 (2014), 105–106.

[10] Lorenzo Brasco and Erik Lindgren. Higher Sobolev regularity for the fractional p–Laplace
equation in the superquadratic case. Advances in Mathematics, Elsevier. 304 (2017), 1–2.

[11] Aomar Anane et. al.. Nodal domains for the p–laplacian, Advances in Dynamical Systems
and Applications. 2 (2007), 135–136.

[12] N. Sauer. Properties of bilinear forms on Hilbert spaces related to stability properties of
certain partial differential operators. Journal of Mathematical Analysis and Applications. 20
(1967), 124–126.
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matemática, Facultad Exp. de Ciencias

Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta sección son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de matemática no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se pre�eren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrónico, en español o
inglés, a la dirección arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en LATEX). Las
propuestas deben acompañarse de la solución, o al menos de información su�ciente que haga
razonable pensar que una solución puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a LATEX source �le). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

El problema propuesto a continuación se planteó en la 34a Olimpiada Iberoamericana celebrada
en Guanajuato, México, en septiembre del 2019.

146. Determine todos los polinomios P (x) de grado n ≥ 1 con coe�cientes enteros tales que

P (x) = (x− P (0))(x− P (1))(x− P (2)) · · · (x− P (n− 1)).

2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24�25, 27�28, 44, 51, 54, 59, 69, 79,
82�91, 94�100, 106, 108�113, 116, 118�123, 126, 128�129, 133�143 y 145. Invitamos a los lectores
a enviarnos sus soluciones para esos problemas.

103. [13(1) (2005) p. 79.] En el triángulo ABC sean P , Q y R los puntos de tangencia del
incírculo en los lados AB, BC y AC respectivamente. Sean L,M y N los pies de las alturas
del triángulo PQR en PQ, QR y PR, respectivamente.

a) Demuestre que las rectas AN , BL y CM se cortan en el mismo punto.

b) Demuestre que este punto común está en la recta que pasa por el ortocentro y el circun-
centro del triángulo PQR.
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Solución del editor: (a) ∠BPL = ∠PRQ por ángulo semi-inscripto, ∠PRQ = 180◦ −
∠NHM = ∠NHP pues RNHM es cíclico, ∠NHP = ∠NLP pues PNHL es cíclico. Por
lo tanto ∠BPL = ∠NLP y AB ‖ NL. Análogamente BC ‖ LM y CA ‖MN . Por lo tanto
los triángulos ABC y NLM son honotéticos, y las rectas AN , BL y CM se cortan en el
centro de homotecia X.

(b) El ortocentro H de PQR es el incentro de su triángulo órtico NLM . Pero la homotecia
que transforma NLM en ABC lleva el incentro de NLM en el incentro de ABC, que es el
circuncentro O de PQR. Por lo tanto X, H y O están alineados.

104. [13(1) (2005) p. 79.] Dos jugadores llamados Azul y Rojo juegan por turnos en un tablero
de 10 × 10. Azul tiene una lata de pintura azul y Rojo una de pintura roja. Comenzando
por Azul, cada jugador en su turno elige una �la o columna del tablero que no haya sido
escogida anteriormente por ninguno de los dos y pinta sus 10 casillas con su propio color.
Si alguna(s) de esas casillas ya estuviese pintada, el nuevo color cubre al anterior. Luego de
20 turnos, al agotarse las �las y columnas disponibles, el juego �naliza. Entonces se cuenta
la cantidad de casillas de cada color y se determina el ganador de acuerdo a la siguiente
regla:

Si la cantidad de casillas rojas supera en diez o más a la cantidad de casillas

azules, entonces gana Rojo. De lo contrario gana Azul.

Determine si alguno de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora y explique cuál es
la estrategia.

Solución del editor: Rojo tiene una estrategia ganadora, que consiste en seleccionar, cada
vez que le toca jugar, una línea del tablero perpendicular a la seleccionada por Azul en
su jugada previa. Es claro que esto es siempre posible, ya que luego de las dos primeras
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jugadas quedarán 9 �las y 9 columnas disponibles, luego de la cuarta jugada quedarán 8
�las y 8 columnas disponibles, etc.

Para probar que esta estrategia es ganadora observemos que cada casilla del tablero es
pintada exactamente dos veces, una cuando uno de los jugadores selecciona la �la en la
cual se encuentra la casilla, y otra cuando alguno selecciona su columna. Para �jar ideas
numeremos las �las de 1 a 10 y también las columnas de 1 a 10, y convengamos en que
en el turno de Rojo, si en la jugada previa Azul escogió la �la k entonces Rojo escoge la
columna k, mientras que si Azul escogió la columna k, entonces Rojo escoge la �la k. Si
en sus primeras jugadas Azul y Rojo seleccionaron la �la y columna i1 (en ese orden o
en el contrario) entonces la casilla (i1, i1) que está en la intersección de ambas líneas es la
única que queda con su color de�nitivo, que será el rojo. Si en la tercera y cuarta jugadas
seleccionan la �la y columna i2 entonces tres nuevas casillas alcanzan su color �nal, a saber
las (i1, i2), (i2, i2) y (i2, i1). De estas tres, dos son rojas y una azul. En general, con cada
par de jugadas sucesivas la ventaja de las casillas con color de�nitivo rojo sobre las azules
se incrementa en 1. En efecto, si en las jugadas 2k− 1 y 2k Azul selecciona la �la ik y Rojo
la columna ik entonces las casillas (ik, i1), (ik, i2),. . . , (ik, ik−1) quedan con color de�nitivo
azul, mientras que (i1, ik), (i2, ik),. . . , (ik−1, ik), (ik, ik) quedan con color de�nitivo rojo.
Si Azul selecciona la columna ik y Rojo la �la ik entonces entonces las casillas (i1, ik),
(i2, ik),. . . , (ik−1, ik) quedan con color de�nitivo azul y las (ik, i1), (ik, i2),. . . , (ik, ik−1),
(ik, ik) quedan con color de�nitivo rojo. De este modo, al �nalizar el juego el número de
casillas rojas superará en diez unidades al número de casillas azules y Rojo ganará el juego.

105. [13(1) (2005) p. 80.] En un triángulo acutángulo ABC, sean H su ortocentro y M el punto
medio del lado AC. Por M se traza una recta L paralela a la bisectriz del ángulo AHC.
Demuestre que la recta L divide al triángulo ABC en dos partes que tienen el mismo
perímetro.

Solución del editor: Sea P el pie la altura desde A. Entonces ∠PHC = 90◦ − ∠HCB =
∠CBA = β. Por lo tanto ∠AHC = 180◦ − ∠PHC = 180◦ − β. Si la bisectriz de ∠AHC
corta a la recta BC en Q y a AC en R, entonces ∠CHR = 90◦ − β/2 y ∠CQH =
∠CHR− ∠HCB = 90◦ − β/2− (90◦ − β) = β/2.

Tomemos ahora D en la prolongación de CB de modo que BD = BA. Es fácil ver que
∠ADB = β/2 y por lo tanto DA ‖ QR ‖ `. Por lo tanto ` es paralela media del triángulo
ADC y el punto N donde se cortan ` y la recta BC es el punto medio de DC.
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Si N está en el segmento BC como en la �gura anterior, se tiene NB +BA = ND = NC
y como MC = MA resulta que NBAM y NCM tienen igual perímetro. Si en cambio N
está fuera del segmento BC como en la �gura siguiente, y K es la intersección de ` con el
lado AB, es claro que BN = BK y por tanto KA = BA − BK = BD − BN = ND =
NC = NB + BC = BK + BC y como MC = MA resulta que KAM y KBCM tienen
igual perímetro.
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