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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 20,
No. 1, 2019. Los articulos contenidos en el presente niimero son: algunos recibidos en el se-
gundo semestre del ano 2018, pero procesados en el primer semestre del ano 2019; los recibidos
en el primer semestre del ano 2019; y algunos recibidos en el segundo semestre del 2019, que
fueron evaluados y aceptados para su publicaciéon, antes de la edicién del presente ntimero.

Es importante resaltar que el presente niimero de la revista muestra articulos en las siguientes
secciones que presenta Divulgaciones Matematicas, a saber: seis (6) Articulos de Investigacion, un
(1) Articulo de Divulgacion e Historico, y un manuscrito con la solucién de seis (6) problemas pre-
sentados en la seccién de Problemas y Soluciones, y presentando un nuevo problema para resolver.

El trabajo editorial relacionado con este niimero es el resultado de mucho esfuerzo de algunos
miembros del Departamento de Matematica de la Facultad Experimental de Ciencias. Los Edi-
tores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este ntimero:
a los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de confianza a la revista; a los
arbitros que evaluaron los articulos, cuya labor desinteresada permitié satisfacer los estandares
de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo editorial de
Divulgaciones Matemdticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la
seccion de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

Por ultimo, el Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas pide disculpas a los autores
de los articulos aqui publicados por los inconvenientes causados por la tardanza en la edicién
de este numero, les agradecemos su espera. Ademas, invitamos a la comunidad matematica
venezolana e internacional a seguir dandonos su voto de confianza sometiendo sus trabajos en la
revista para evaluacion y posible publicacion.

1 Dr. Tobias Rosas Soto.

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas y editor del presente ntimero



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemadticas is pleased to present the Vol. 20,
No. 1, 2019. The articles contained in this issue are: some received during the second semester
of the year 2018, but processed during the first semester of the year 2019; those received during
the first semester of the year 2019; and some received during the second semester, wich ones
were evaluated and accepted for publication, before the edition of this issue.

It is important to stand out that the present issue of the journal shows articles on each of the
section that Divulgaciones Matematicas present, i.e.: six (6) Research Papers, one (1) Expository
and historical Papers, and one manuscripts with the solution of five (5) problems presented in
the section of Problems and Solutions and presenting a new problem to solve.

The editorial work related to this issue is the result of the efforts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to ex-
press their gratitude to all of those who made this issue possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of confidence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with selfless work, guaranteeing the quality standards of the journal and significantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemadticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas ask for apologize to the au-
thors of the articles published here for the inconvenient the delate of the edition of this issues
made, we thanks your wait. Furthermore, we invite the Venezuelan and international mathemat-
ical community to continue giving their support by submitting their articles to our journal for
evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobias Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas and editor of the present issue
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Mimetic methods to Helmholtz equation:
numerical dispersion

Métodos miméticos para la ecuacion de Helmholtz: dispersion numérica

Carlos E. Cadenas R. (ccadenas@uc.edu.ve; ccadenas45@gmail . com)
Livia J. Quinonez T. (1iviaq33@hotmail . com)

Departamento de Matematica, Facultad de Ciencias y Tecnologia,
Universidad de Carabobo. Venezuela.

Abstract

This is the first in a series of papers in where mimetic finite difference methods (MFDM)
to acoustic scattering are applying. A simple one-dimensional problem has been chosen to
illustrate an implementation of MFDM. This problem consists of an incident flat pressure
wave that disperses from an infinite rigid wall. An absorbent boundary condition is also
applied. A study of the order of convergence and numerical dispersion of these methods has
been carried out.

Key words and phrases: numerical dispersion, mimetic methods, acoustic scattering,
Helmholtz equation.

Resumen

Este es el primero en una serie de articulos en donde los métodos de diferencias finitas
miméticos (MFDM) son aplicados a la dispersién actstica. Se seleccioné un problema uni-
dimensional simple para ilustrar una implementacién de MFDM. Este problema consiste en
una onda de presién plana incidente que se dispersa desde una pared rigida infinita. También
es aplicada una condicién de frontera absorbente. Se ha llevado a cabo un estudio del orden
de convergencia y de la dispersién numérica de estos métodos.

Palabras y frases clave: dispersién numérica, métodos miméticos, dispersién acustica,
ecuacién de Helmholtz.

1 Introduction

The mimetic discretization methods are finite difference discretizations in which there are a set
of discrete operators which maintain some important properties of the equivalent continuous
operators. About a couple of decades ago, the support operators method was developed by
Samarskii et al. [33, 34]. These discrete operators are build using a primal operator such that
the second one is calculated using a Green’s theorem discrete equivalent. Castillo and Grone [14]

Recibido 18/10/2018. Revisado 15/12/2018. Aceptado 10/03/2019.
MSC (2010): Primary 65L00; Secondary 65L12, 65L.20.
Autor de correspondencia: Carlos E. Cadenas R.



2 Carlos E. Cadenas R. — Livia J. Quinonez T.

develop a matrix method in order to build mimetic discretizations such that they have high order
approximations at all points in the grid for the divergence operator as well as the gradient operator
on one dimensional staggered uniform grids. In the work presented by Montilla, Cadenas and
Castillo [30], using the ideas of [10] this methodology to nonuniform staggered grids is extended,
producing low order mimetic operators for the divergence and the gradient. Among other works
related to the generation of mimetic operators can be mentioned [16, 19, 22, 35, 36, 37]. The
mimetic methods have been applied both in the resolution of ordinary differential equations
(boundary values problems) and in partial differential equations. Among them can be mentioned
the following works [5, 6, 17, 20, 21, 26, 27, 28, 31, 38].To have a more general idea about the
mimetic methods and some other applications it can be observed [15, 29].

Among the works related to the numerical resolution of the Helmholtz equation by mimetic
methods, we have [12, 18]. On the study of the numerical dispersion of the numerical solution of
various methods applied to wave problems can be mentioned [1, 2, 3, 4, 23, 24].

In this paper, it is show how to use the difference equations obtained from the mimetic
operators for solving the Helmholtz equation in 1D, subject to the boundary conditions of rigid
wall and irradiation at infinity. Section 2 is divided into three subsections which present the
basics for developing this work. Subsection 2.1 describes the model problem, which will be
analyzed along this work while subsections 2.2 and 2.3 will describe the notation used to designate
the staggered grids, grid functions and discrete operators. Section 3 presents the mimetic finite
difference equations obtained from the discretization process of the Helmholtz equation. Section
4 presents the order of convergence for different values of the wavenumber k using the support
operator mimetic methods 1-2-1 and 2-2-2 for both, uniform and nonuniform grids. Section 5
presents a numerical and analytic study of the numerical pollution due to the dispersion of the
scattered wave. Finally, section 6 presents some concluding remarks about the results obtained
in this work.

2 Preliminars

In this section, it will be presented the governing equations of the one-dimensional acoustic wave
scattering problem as well as an introduction to the generation of nonuniform staggered grids
and grid functions. Additionally, the mimetic operators of divergence and gradient for staggered
grids are here presented.

2.1 Model Problem

The one-dimensional acoustic scattering problem is modeled by the Helmholtz equation given by
p” + k2?p = 0 which is subject to the rigid wall boundary condition p’(0) = I'k and the irradiation
condition p’(1) — Ikp(1) = 0 at infinity, where I = y/—1. This elementary problem has been used
by the author on several occasions in order to study the behavior of different methods, see for
example [7, 8, 9, 11]. Applying the following variable change

z2=p (1)
produces a first order system of differential equations of the form

z—p =0 (2)
Z4+kp = 0 (3)

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15



Mimetic methods to Helmholtz equation 3

with boundary conditions

2(0) = Ik (4)
z(1) = Ikp(1) = 0 (5)

The equation (2) comes from the variable change (1) that would represent the gradient z = Vp,
likewise 2’ would represent the divergence V - z in the equation (3).

2.2 Staggered Grid and Grid Functions

A uniform staggered grid was used in this work. Such a grid consists of N cells and N + 1 nodes
on the considered onedimensional domain. Any cell is define by the set of points between two
consecutive nodes. It is usual to identify one cell by any of its interior points. In this case, every

cell will be identified by its middle points. Therefore there will be N nodes z; for i =1,2,..., N
and N —1cellsz;, 1 fori=1,2,..., N where z;, 1 = m# Three types of grid functions will

be used; these are: nodal functions, cell-valued functions and extended functions. Nodal functions
are defined as f : HC — HN, cell-valued functions as g : HN — HC' and, finally, the extended
functions are defined as g : HN — HC*, where HC is the space of cell-valued functions, HN is
the space of nodal functions and the symbol * designates an extension to the space of cell-valued
functions including the boundary nodes. For more detail on these definitions you can see [15].

2.3 Discrete Operators

Castillo and Yasuda [13] use the mimetic operators of divergence and gradient for the 1-2-1 and
2-2-2 methods. This operators have the form

-1 1 0 - 0 - 0 00
0 -1 1 -+ 0 -+ 0 00
0 0 -1 - 0 -+ 0 00
. :
D=2 0 0 -1 1 0 0 (6)
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 -1 10
0 0 0 0 0 -1 1
-2 2 0 0 00
0 -1 1 0 00
00 0 00
Gioa=4| & ¢ oo b (7)
0 0 0 100
0 0 0 -1 10
0 0 0 0 -2 2

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15



4 Carlos E. Cadenas R. — Livia J. Quinonez T.

and

8 1
-5 3 -1 0 00
0 -1 1 0 0 0

, 0 0 -1 0 0 0

Goo2=7 T (8)

0 0 0 1 0 0
0 0 0 -1 1 0
0 0 0 : -3 3

Divergence mimetic operator (6) is used in the 1-2-1 method as well as the 2-2-2 method because
this operator has order two on the interior nodes and on the boundary ones as well. Gradient
operator (7) is only used in the 1-2-1 method because it has order two on the interior nodes and
order one at the boundary. The other gradient operator (8) has order two on the interior nodes
as well as on the boundary nodes. This is the main difference between both methods.

3 Mimetic Finite Difference Equations

Let’s denote h; = x; — x;—1 and the approximations

! e e S
s R ©)
Pyl — P L
/ _ 2 2
Pi = Thiha (10)
2

which are all known [32] for the divergence as well as the gradient. Making a nonuniform
discretization, given by z; = (a—&—b*Ta(i—l))2 as shown in [37], and substituting the approximations
(9) and (10), the following difference equations are obtained

Zi+1—Zi+hi+1k2pi+% = 0 ¢1=1,---N-1 (11)
hi + hi .

In order to include the boundary condition (4), (11) will be used with ¢ = 0, knowing that
zo = Ik, yielding the equation
21+ hik?py = Ik (13)

PN—Py_1
N
2
is going to be used such that, solving for px and substituting it in (5) and knowing that px = p(1),

the following equation is also obtained

Similarly, in order to use the boundary condition (5) involved, the approximation zny =

hy 1
(2 - Ik:) N +py-1 =0 (14)

In this way an algebraic system of 2N linear equations and 2N unknowns is given by (11-14).
In order to illustrate the nature of this linear system of equations let us considerate the case for

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15



Mimetic methods to Helmholtz equation 5

N=4

T k21 0 0 0 0 0 o 1[rs] [k
T 0 0 0 0 21 0
0 -1 hok® 1 0 0 0 0 p: 0
0 0 1 hedha g 0 0 0 2 | |0 (15)
0 0 0 -1 hgk* 1 0 0 ps | | O
0 0 0 0 1 hstha g 0 z 0
0 0 0 0 0 -1 hgk? 1 pr 0

h 2
| 0 0 0 0 0 0 Lol a] L0

When one uses the mimetic finite difference method 2-2-2 scheme, the coefficient matrix of the
algebraic linear system of equations (15) given above is modified, such that only the last row of
the system changes. In order to obtain this last equation, all the necessary calculations are shown
below, using a uniform mesh.
First consider the gradient approximation at the right boundary x = 1 given by
ipv — 3PN+ PN s
ZN — 7

2

Now solving py for this equation and substituting it in (5) yields

1 3Ihk 1k 97k —0
TR )N Ny T g T

In order to have an equivalent equation where only variables py_1 and zy are involved, it is
necessary to eliminate the variable py_ 3, which can be done by an algebraic summation of this
equation with the equations (11) and (12), thus yielding

1 — Ihk/2

_ 2 = 1
PN3 T ThpRe 1) Y Y (16)

Using the latter equation in a matrix structure like (15) and changing its last row for this equation,
it can be clearly observed that the resulting matrix for 2-2-2 scheme is also symmetric (considerate
the case for N = 4).

[ hik? 1 0 0 0 0 0 0 1| pr [ Ik
1 dhe g 0 0 0 0 0 21 0
0 —1  hok®* 1 0 0 0 0 ps 0
0 0 1 hedhs g 0 0 0 P 0
0 0 0 —1  hsk® 1 0 0 ps | | 0
0 0 0 0 1 hedhe g 0 23 0
0 0 0 0 0 —1  hgk? 1 Dz 0
0 0 0 0 0 0 1 o ihko2 ’ 0

L 2Ik(h2k2+1) J4 | %4 | L J

4 Order of Convergence

Having programmed these methods with MATLAB, various numerical tests were carried out,
throwing an order of convergence of two for both, the pressure primary variable p and the

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15



6 Carlos E. Cadenas R. — Livia J. Quinonez T.

velocity secondary variable z. These results are illustrated in Figures 1 and 2 for the 1-2-1 and
2-2-2 schemes respectively, using a uniform discretization. Surprisingly, the order of convergence

15 14 14
14 k=6 12| K=°
5 T2 5 /
L 13 L L 10
[=2] [=2] [=2]
g g0 g
12 8
11 8 6
6 7 8 9 6 7 8 9
—log(h) —log(h)
14 12 12
12 k=15 10 k=18
B B 10 5
3 10 3 3 g
[=2] [=2] [=2]
S S S
] ] 8 [
8 6
6 6 4
6 9 6 9
—log(h) —log(h)
12 12 12
k=24 k=27
=10 =10 =10
S S S
3 g R 3 g /
[=2] [=2] [=2]
S S S
[ T 6 / [ /
4 4 4
6 7 8 9 6 7 8 9 6 7 8 9
—log(h) —log(h) —log(h)

Figura 1: Order of convergence for the 1-2-1 scheme using a uniform discretization.

16 14 14
k=6 k=9
S 14 B 12 B 12
3 3 3
=3 =3 =3
212 £ 10 < 10
10 8 8
6 9 6 9 6 9
—log(h) —log(h)
14 14 12
k=1 _
—12 —12 S — k=18
5 5 g 10
L 10 L 10 Ko
[=2] [=2] [=2]
o o o
T N / T8 /
8 8
6 6 6
6 9 6 7 8 9 6 7 8 9
—log(h) —log(h)
12 12 12
k =24 k =27
=10 — 10 / —10
e e e
3 g 3 g 3 8
[=2] [=2] [=2]
S S S
T 6 T 6 / T 6 /
4 4 4
6 7 8 9 6 7 8 9 6 7 8 9
—log(h) —log(h) —log(h)

Figura 2: Order of convergence for the 2-2-2 scheme using a uniform discretization.

remains constant when a nonuniform discretization is used, differing from the results presented
in [32], possibly because the differential equation herein considered is homogeneous.

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15
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T
o
exact solution

piecewise linear
interpolation //

numerical linear
solution

numerical pollution

numerical error

I I I I I I I I I
(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Figura 3: Effect of numerical dispersion in solving the Helmholtz equation.

5 Numerical Dispersion

An analysis of the difference between the analytical solution of the wavenumber and its numerical
approximation will be done in this section. This difference is commonly refers to as the pollution
error due to the dispersion. The total error is defined as the sum of the interpolating error plus
the pollution error. This might be observed in Figure 3.

In order to calculate the wavenumber of the numerical solution for the numerical methods
used in this research, a set of difference equations previously obtained (considering a uniform
discretization) will be used. First the study will be done for the interior nodes, then for the nodes
involved in the left border and later for the right border (both for the 1-2-1 method and for the
2-2-2 method).

5.1 Numerical Dispersion to the inner nodes

By using z; from the equation (12) and replacing the result in (11) we get
Pitg t (h*k? — 2)piys + P =0 (17)

which is solved using the basic procedures for solving an linear difference equation. For further
details about these procedures, see [25].
In order to solve the ordinary linear difference equation with constants coefficients (17) of
order two it is necessary to substitute
pi =X\

such that one obtains a polynomial equation in A of degree two, given by

AN+ (R —2)A+1=0

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15



8 Carlos E. Cadenas R. — Livia J. Quinonez T.

Solving such an equation it is possible to obtain its two zeros:

1
Mo=1- 5(/m)2 + %h (kh)2 — 4 (18)

Note that the values of A are complex numbers for 0 < kh < 2, being the cutoff frequency
equal to two, which is not more than the value from which ) is real. It is also known that A can
be expressed as

A=) (cos('/%h) + Isin(Eh)) (19)

where k is the wave number of the numerical solution. As can be seen from the equations (18)
and (19) k # k.

An estimate of the relative error, due to the effect of dispersion of the numerical solution, for
the calculation of the numerical wavenumber is now presented. In order to do so, we consider the

real part of the equations (18) and (19) and expanding arc cos [Rle)ff“l)] into its Taylor series with
Re(A\1) =1— 3(kh)? for 0 < kh < 2 yields
kh = kh + i(kh)?’ + i(/m)5 + O((kh)7) (20)
24 640

from where it is obtained that the relative error in the calculation of k is given by

kh — kh 1 9 3 4 6
E. .= = 24(kh) + 640(kh) + O((kh)®) (21)

Another fact when characterizing the wavenumber is the cutoff frequency, which is nothing
else but the normalized frequency (K = kh), in which case the absolute value of A abruptly
changes, either expanding or contracting itself. In this case the cutoff frequency is two.

Figure 4 show the graphics of the real and imaginary part of A as well as its absolute value.
In both cases it can be seen that the absolute value of X is one (|A;| = [A2| = 1) for kh < 2. If
kh > 2 we have to |A1| and |A2] > 1. We also have to Re(A1) & cos(kh) and Im(\;) =~ sin(kh)
when kh < 1. The same happens for \s.

Figures 5 and 6 show a set of curves which relate k to k for different values of h, and the
percentage error for the approximation of k respectively. A single legend is used for all the graphics
involved in these Figures.

5.2 Numerical Dispersion for the left boundary

In a similar way to how the calculations were made for the inner nodes, we proceed with the
left boundary, for both the method 1-2-1 and for the method 2-2-2, because in both cases the
equations involved are the same. Using the equations (12) and (13) with ¢ = 1, we have

ps + ((kh)* — 1) py = Ikh

N

from where we get

AZ 4+ ((kh)? = 1) A% = Ikh

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15
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4
3t
2 L
1
< oo
-1 cos(kh)
sin(kh)
-2 abs(xz)
_al Re(a,)
—Im(,)
-4
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
kh kh

Figura 4: Real part, imaginary part and absolute value of \.

12 120
— h=1
10} | — h=01 100}
—— h=.001
8l | — h=.0001 8ol
—— h=.00001
< 6 < eof
4 a0t
2 20}
o o
o 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
K Kk
1200 12000
1000 10000 |
800 8000 /
< 600 T 6000}
400 4000
200 / 2000} /
o o
0 200 400 600 800 1000 0 2000 4000 6000 8000 10000
K Kk

Figura 5: k vs k for different values of h.
Whose roots are A\f = —Ikh and A} 5 = £ (kh ++/(kh)? — 4), thus

2
M= (kb2 and Aoy =~ (kh /ERY 1)

A1 does not make physical sense and when simplifying A3 3, the same values are obtained as

in the equation (18) and therefore the values of kh and the relative error in the calculation of k
are given by (20) and (21).

Divulgaciones Matemadticas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 1-15
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5 60
— h=1
4t | — h=.01 40r
—— h=.001 |
3} | — h=.0001 20
= —— h=.00001 T o
s 2f S
& & —20f
! —-40
o] -60
-1 -80
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o] 0.5 1 1.5 2
log(k) log(k)
100 100
501 501 1
s © 5 O —
i i}
—501 -50
-100 -100
o] 1 2 3 o] 1 2 3 4
log(k) log(k)

Figura 6: Relative error to the approximation of k.

5.3 Numerical Dispersion for the right boundary

In a similar way to how the calculations were made for the interior nodes, we proceed to the right
boundary, both for method 1-2-1 and for method 2-2-2. Obtaining the following results

5.3.1 Method 1-2-1

From the equation (14) we have to

o0k
N T IERPN-S

that when used in combination with the equations (11) and (12) with ¢ = N — 1 we get

3kh + 21
PNz + <(kh)2 - kh—l-ﬂ) py-1 =0

from where we get

N kh + 21 4~ (kh)? — (kh)* + I4kh 29
T (kh+ 1) (2 — Ikh— (kh)2) — (kh)® — 2(kh)T + (kh)? + 4 (22)

Again considering the real part of the equations (22) and (19) and expanding arc cos {RE(A)}

(Al
4—(kh)?—(kh)* -
6_2(kh)3+(kh)2+4 yields

_ 1 77
Rh = kh = 5 (k)® + S (kh)® + O((kh)")

into its Taylor series with Re(\) = D
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from where it is obtained that the relative error in the calculation of k is given by

kil

E, =
k 160

7 —%(kh)%r (kh)* 4+ O((kh)®)

Graph on the left of Figure 7 show the related curves for the values of A. It is emphasized that
the Cutoff phenomenon does not appear. However |A| ~ 1 only if kh < 1. Initially || grows and
then decreases, observing areas where |A| > 1 and where |A| < 1. It also has Re(\) =~ cos(kh)
and I'm(A) = sin(kh) if kh < 1.

5.3.2 Method 2-2-2

From the equation (16) we have to

20k
N RN

that when used in combination with the equations (11) and (12) with i = N — 1 we get

I2kh ((kh)? + 1) .
2 Ikh Pn-3 =

Py_z+ ((k:h)2 -1+
from where we get

kh + 21 (kh)* = (kh)? + 4 + I4kh ((kh)* + 1)

A= (kh)3 — 2i(kh)2 + 3kh+ 21 (kh)S + 10(kh)* + (kh)® + 4

(23)

Again considering the real part of the equations (23) and (19) and expanding arc cos {Rffl)‘)}

kh)*—(kh)?+4 .
- (kh)e(+12)(ki(1)4}r(kh)2+4 yields
o 1
kh =kh + g’(kh)g - %(khﬁ + O((kh)7)

from where it is obtained that the relative error in the calculation of k is given by

into its Taylor series with Re(\)

o= g ()2 = 22 k) + O((kh)®)

E,
163

In the graph on the right of Figure 7 the related curves are shown for the values of A. It
is emphasized that the Cutoff phenomenon does not appear. It has |A| & 1 only if kh < 1. |}|
decreases monotonously, so |A| < 1 for kh > 0. It also has Re(A\1) =~ cos(kh) and Im(A;1) =~ sin(kh)
only if kh < 1.

6 Concluding Remarks

e A significative difference between the orders of convergence for the 1-2-1 and 2-2-2 mimetic
finite difference methods, using uniform grids, is not observed.

e Both methods presented and kept order of convergence equals to two for the cases herein
studied.
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1.5 1.5
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- Re(\) ] =——Re®)
Im(A) Im(A)
-1.5 -15
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 25
kh kh

Figura 7: Real part, imaginary part and absolute value of \.

e The cutoff frequency has a value of two for both the internal points and the left boundary

for 1-2-1 and 2-2-2 methods.

e Cutoff frequency was not observed at the right boundary for none of the two methods

studied.
e Relative error in the calculation of k both in the inner nodes and in the boundaries is
O((kh)?).
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Resumen

Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U un sub-
conjunto de V(G), con |[U N A| = |U N B|. En este articulo se demuestra que si Ay1(S) =
maz{d(a) +d(b) :a € SNAybe SN B} >n+1, para cada conjunto independiente S de
orden @ +1en G[U] tal que SN A # @y SN B # (), entonces G contiene un ciclo que
incluye todos los vértices de U, donde k(U) denota la minima cardinalidad de un conjunto
de vértices de G que separan dos vértices de U en G.
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Abstract

Let G = (AU B, E) be a connected balanced bipartite graph of order 2n and U a subset
of V(QG), with [UNA| = |UN B|. In this paper we prove that if Ay 1(S) = maxz{d(a) +d(b) :
a€SNAybeSNB}>n+1, for every independent set S of order @ + 1 in G[U] such
that SN A # @ and SN B # 0, then G contains a cycle that includes every vertex of U,
where k(U) denote the minimum cardinality of a set of vertices of G separating two vertices

of U in G.
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1 Introduccion

Se considera en este articulo dnicamente grafos bipartitos balanceados G = (AU B, F) simples y
finitos, y para la terminologia estandar de teoria de grafos no explicada en este articulo, referimos
al lector a [1] y [2]. Sea G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo (para cualquier par
de vértices existe un camino que los una). Para un vértice u en G, Ng(u) denota el conjunto de
vecinos de u en G y dg(u) = |[Ng(u)| el grado de u en G.

Para un conjunto independiente S de G (todos sus vértices son mutuamente no adyacentes
en G), se define Ay 1(S) = maz{dg(a) +dg(d) :a € SNAybe SN B}

Para un subconjunto R de V(G), G[R] denota el subgrafo de G inducido por R y k(R)
la minima cardinalidad de un conjunto de vértices de G que separan dos vértices de R en G.
Para un subgrafo T de G, Nr(u) = Ng(u) N V(T) y dr(u) = |Nr(u)|, para cualquier vértice
u € V(G)\V(T). Un camino P que conecta a u y v es denotado por uPv y dos caminos P y
@ son vértices disjuntos si no tienen vértices en comun e internamente vértices disjuntos si el
conjunto de sus vértices internos son disjuntos. Sea C' un ciclo con la orientacién dada por
Para u,v € V(C), uav denota el camino de u hasta v en 8, ugv la secuencia reversa de uC'v,
ut el sucesor de u, u~ el predecesor de u, de acuerdo a la orientaciéon de C, Clu,v] (Clu,v),
C(u,v], C(u,v)) el subgrafo que va desde u hasta v en ¢ (desde u hasta v~, desde u™ hasta v,
desde u™ hasta v~ respectivamente, en C').

Yamashita, en [2], demostrd que para todo grafo 2-conexo G, de orden n, y todo subconjunto
U de V(G), si Ag(S) = maz{d(a)+d(b) :a € Sybe S} >n, para todo conjunto independiente
S de orden (k(U) + 1) en G[U], entonces G contiene un ciclo que incluye todo vértice de U.
En este articulo, damos un resultado andlogo al anterior en grafos bipartitos balanceados: Sean
G = (AUB, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U un subconjunto balanceado
de V(G), |UNA| = |UNB|. Si Ay 1(S) > n+1, para todo conjunto independiente S, con SNA #
y SN B # (0, de orden (@ + 1) en G[UJ; entonces G contiene un ciclo que incluye todos los
vértices de U

2 Lemas preliminares

Lema 2.1. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C' un ciclo que contiene el
mdzimo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) es un conjunto de dos
vértices independientes u en UNA yv en U N B.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni =1,2, ..., g— 1, y zj el primer
vértice perteneciente a U en C(uj, ujq1), con j = %—&— 1, % +2,..,k—1, tal que v; € No(v), para
toda i =1,2,..., g, uj € Ne(u), para toda j = g + l,g +2,..,k, y uZ = v1. Entonces existe un
subconjunto independiente ¥ de U tal que [V(E)NA|>1y|V(Z)NnB|>1.

Demostracion. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.
Sea C' un ciclo que contiene el médximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que
V(G) — V(C) es un conjunto de dos vértices independientes w en U N Ay ven UNB.
Supongamos que y; es el tltimo vértice perteneciente a U en C(v;,v;41), con 1 <4 < g -1,y
z; es el primer vértice perteneciente a U en C'(u;, uj41), con g—&—l < j < k-1, tal que v; € No(v),

k uj € N¢(u), para toda j = % +1, % + 2,k y u: = 1.

para todai=1,2,..., 3,
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Definamos los conjuntos

k
I'= {y1 eUnN V(C(’Uz‘,’UH_l)) 1= 1,2, veny 5 — 1}

k k
Q = {Zj e UQV(C(Uj,Uj_;,_l)) ] = 5 +1,§ +2,...,k’7 1}

Demostraremos que ¥ = TUQU{u, v} es un subconjunto independiente de U tal que |V (Z)NA| > 1
y|V(E)NnB| > 1.

Afirmacién I: y.ys € E(G),cony. eTNAyys €' NB.
En efecto: Sea y.ys € E(G), con yf_e I'NA, ys € 'N By, sin pérdida de generalidad, e < ¢

en 8 Entonces existe el ciclo C; = yEC'v(;HvUEHBy(;yE tal que |[V(C1)NU| > |[V(C)NU|. Ver
Figura 1.

Figura 1: Representa la formacién del ciclo C; tal que |V(Cy)NU| > |[V(C)NU|

Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, y.ys € E(G), cony. e TNAyys €T NB.
Afirmacidn II: vy, ¢ E(G), con y. € T'N A.

En efecto: Sea vy. € E(G), con y. € I'N A. Entonces existe el ciclo Cy = ’UUE_HByE’U tal
que |[V(C1)NU| > |V(C)N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, vy. € F(G), con
ye € I'NA.

Afirmacién III: uys ¢ F(G), con ys € I' N B.

%
En efecto: Sea uys € E(G), con ys € I'NB. Entonces existe el ciclo C1 = ys Cv1vv541 8ukuy5
tal que |V(Cy) NU| > |[V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uys ¢ E(G),
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conys € I'N B.
Afirmacién IV: y.z, € E(G),cony. e 'NAyz, € QNB.

En efecto: Sea y.z, € E(G), con, sin pérdida de genaralidad, y. € TNAy z, € QN B.
%
Entonces existe el ciclo Cs = z, ukuu,,CvE+1vv18ysz,, tal que |V(Ce) NU| > |V(C)NU]|. Ver
Figura 2.

Figura 2: Representa la formacién del ciclo Cy tal que |[V(C2) NU| > |[V(C)NU|

Lo cual es una contradiccion; en consecuencia, y.z, ¢ E(G), con, sin pérdida de generalidad,
ye €I'NAyz,eQNB.

Afirmacién V: z)z, € E(G), con zy € QNAyz, € QNB.

En efecto:Sea 2,2z, € E(G), con zy € QN A, z, € QN By, sin pérdida de generalidad, A < p

%
en C. Entonces existe el ciclo Cy = zpau,\uupCz,\zp tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual
es una contradiccién; en consecuencia, zyz, € E(G), con zy € QN Ay z,€ QN B.

Afirmacién VI: uz, € E(G), con z, € QN B.
%

En efecto: Sea uz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo C; = uu,Cz,u tal
que [V(Cy)NU| > |[V(C)N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uz, ¢ E(G), con
2, € QAN B.

Afirmacién VII: vz) ¢ E(G), con z) € QN A.

%
En efecto: Sea vz) € E(G), con z), € Q2N A. Entonces existe el ciclo C; = z,\gukuuk Cuvyvzy
tal que |[V(C1) NU| > [V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, vzy ¢ E(G),
con z) € QN A.
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Asi, de las afirmaciones anteriores, ¥ = T'UQ U {u, v} es un subconjunto independiente de U
tal que [V(Z)NA|>1y |V(E)NnB|>1. O

Lema 2.2. Sean G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un sub-
conjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el
mdzimo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) es un conjunto de dos
vértices independientes u en UNA yv en U N B.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni=1,2, ..., g— 1, y zj el primer
vértice perteneciente a U en C(uj,ujq1), con j = %—&— 1, g +2,..,k—1, tal que v; € N¢(v), para
todai=1,2,..., %, uj € N¢(u), para toda j = % +1, % +2,..k y uzr = 1.

Sea ¥ un subconjunto independiente de U tal que [V(2)NA| > 1y |V(X)NB| > 1. Entonces
dg(a) + de(b) < n, para todo vértice a en XN A y todo vértice b en ¥ N B

Demostracion. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene
el mdximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) tiene dos vértices
independientes u e UN Ay v e UNB.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,v;41), con 1 <14 < % — 1,y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(uj,ujy1), con g +1<j<k-1,tal que v; € N¢(v), para toda
1=1,2,..., g, u; € N¢(u), para toda j = g + 1,% +2,..k, vy u$ = 1.

Definamos los conjuntos

k

I'= {yi S UﬂV(C(’L)i,Ui+1)) i=1,2, ..., 5 — 1}
v k k
Q= {Zj € UQV(C(UJ',U]‘+1)) j = 5 + 1, 5 +2,,]€ — ].}

Entonces, por el Lema 2.1, ¥ = T U QU {u,v} es un subcconjunto independiente de U tal que
[V(E)N Al > 1y |[V(2)n B| > 1. Demostraremos que dg(a) + dg(b) < n, para todo par de
vérticesa € XNAybeXNB.

Afirmacidén I: dg(ye) + da(ys) <n+1,cony. eTNAyys €T NB.

En efecto: Sean y. e 'N Ay ys € I' N B tal que, sin pérdida de generalidad, ¢ < 4. Consi-
deremos los siguientes subgrafos de C'. Ver Figura 3.

-Z1= C(y57ve+1)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Z;). En caso contrario, existe el ciclo
— —
Ch, = ngU§+1’01)5+18y5tCyg

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (ys) = 0. Asi,

dz, (ys) + dz, (ye) < % (1)

= Zy = Clveq1,Ys)
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Si yst € E(G), para toda t € V(Zs), y.t™ € E(G). En caso contrario, existe el ciclo
- o
C1 =y Cugy 10041 81&3/5 Cthy.

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y:) < % — (dz,(ys) — 1). Asi,

dz, (yé) +dz, (ys) <

Figura 3: Representa la particién del ciclo C en 71,725,235y Z,

= Z3 = C(ys, vs41]
Tenemos que y.t € F(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
— —
Ci=1ys C’v5+1vv5+18y5t0y5

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(y.) = 0. Asi,

V(Z3)|+1
dz,(ys) + dz, (ye) < % 3)
= 24 =C(vs41,7e)
Si y.t € E(G), para toda t € V(Zy), yst™ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
%
Ci = y5t0v5+1vv8+18y5t+8y5
tal que |V(Cy) NU| > |V(C) N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y5) < % — (dz,(ye) — 1). Asi,
V(Zy)] -1
dza(wn) +dz (o) < VI 4y @
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Luego, de (1), (2), (3), (4) y del Lema 2.1, tenemos que:

da(ys) + da(ye) < g [('V(ZQigl) ks 1) + ('V(ZQSN —1 1>} = m% +2<n+1

Afirmacién II: dg(y.) + dg(v) <n+1,cony. e ' NA.
En efecto: Sea y. € I' N A y consideremos los siguientes subgrafos de C"
= Z1 = C(Ye, v=11)
Tenemos que vt ¢ E(G), para toda t € V(Z1). En caso contrario, existe el ciclo
C1 = ys<505+1vt<5ys
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (v) = 0. Asi,

dz, (ye) + dz, (v) < V(Z)l+1

(1) (5)
= Zy = Clvet1,¥e)
Si vt € E(G), para toda t € V(Z3), yet— ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

C) = vt8y6t7<506+1v

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ye) < @ — (dz,(v) = 1). Asi,

V(Z
dz(0e) + dz () < V2 4y (©
Luego, de (5), (6) y Lema 2.1, tenemos que:
V(%) Cl

da(ye) +da(v) < (

V(7)) +1
|(12)| JF ()= A1 <n ]

Afirmacién III: dg(ys) + da(u) <n+1, con ys € TN B.
En efecto: Sea y; € I' N B y consideremos los siguientes subgrafos de C:
= Z1 = Clu1,ys)
Si ut € E(G), para toda t € V(Z;), yst~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y(;t*(avlvvgﬂﬁukutayg

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
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Por consiguiente, dz, (y5) < W —dyz, (u). Asi,

le (yé) + le (u) < M

= Zy =C(ys,v541)
Tenemos que ut ¢ E(G), para toda ¢ € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
C = yégvlvvéﬁ-l BukUtgyé
tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(u) = 0. Asf,

o) + dz, () < V2D ©

- Z3 = Clvst1,v1)
Si ut € E(G), para toda t € V(Z3), yst™ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
e
Ci = y5t+8ukut0v5+1vv18y5

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.

Por consiguiente, dz,(ys) < LQZS’)I — (dz,(u) — 1). Asi,
V(Z:
dz () + dzy () < 22y (9)

Luego, de (7), (8), (9) y del Lema 2.1, tenemos que:

V(Z2)]
2

V(Zs)l
2

V(Z)|+1
2

da(ys) + da(u) < ( )+ ( )+ (

Afirmacién IV: dg(y.) + dg(z,) <n+1,cony. €eTNAy 2, € QNB.

En efecto: Sean, sin pérdidad de generalidad, y. € 'N Ay z, € QN B. Consideremos los
siguientes subgrafos de C. Ver Figura 4.
- 7y =C(v1,9e)

Si y.t € E(G), para toda t € V(Z1), z,t* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
— -
C1 =yt Cu1vvc 41 8upuuk C’zpt'kayE

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z,) < % —(dz,(ye) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

le (ZP) + dZ1 (yE) < +1 (10)

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 16-38



24 Daniel Brito — Lope Mata Marin — Henry Ramirez

Figura 4: Representa la particién del ciclo C en Z1, 725,23, Z4 v Z5

= Zy = C(Ye, vet1)
Tenemos que z,t ¢ E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y5<5U1UUE+18uPuUk<52pt<5y5
tal que [V(Cy) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(z,) = 0. Asf,

< [V(Z3)| + 1.

de (ZP) + de (ys) > 9 (11)

- Zy = Clveq1,up)
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), z,t~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

& e
Ci = yetaupuuk Czpt™ Cveqqvvy 8%

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz,(z,) < % —dz,(ye). Asi,

V(Zs)|+1

ng (Zp) + ng (ys) S 9

- Zy = Cluy, 2p)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
%
C, = zpaukuupCvEHvul 8y5t62p

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (y.) = 0. Asi,

Az (zg) (o) < V2L (13)
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- Z5 = C(Zp,’l)l]
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z5), z,t* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
o o
Cy = ystCzpt+8ukuupCv€+1v018y€

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z,) < % —dz, (ye). Asi,

[V (Zs)| +1
—

dz;(2p) + dz;(ye) < (14)

Luego, de (10), (11), (12), (13), (14) y por el Lema 2.1, tenemos que:
de(2p) +da(y:) < (% + 1) + (%) + ('WZ;)\H) n (\V(2Z4)|) n (W)

C|l—-2 C
S22 cnia

Las demostraciones de las siguientes afirmaciones, son analogas a las anteriores:
Afirmacién V: dg(zz) +da(z,) <n+1,conzy € QNAyz, € QNB.
Afirmacién VI: dg(z,) + dg(u) <n+1, con z, € QN B.

Afirmacién VII: dg(zy) + dg(v) <n+1, con zy € QN A.

Asi, de las afirmaciones anteriores, dg(a)+dg(b) < n, para todo par de vértices, no adyacentes,
aeXNAybeXnB. O

Lema 2.3. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un subcon-
Junto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el mdximo
nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) —V(C) es un lado de vértices extremos
ueUNAyvelUNB.

Sean y; el primer vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni = 1,2, ..., %—1, y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(u;,u;11), con j = % + 1,% +2,..,k—1, tal que v; € Ng(v),
para toda i = 1,2, ,% y u; € No(u), para toda j = % +1, % + 2, ..., k. Sean 11 el primer vértice
perteneciente a U en C’(vg,u§+1) y T2 el primer vértice perteneciente a U en C(uy,v1). Entonces
existe un subconjunto independiente ¥ de U tal que [V(Z)NA|>1y |V(Z)NnB|>1.

Demostracion. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.Sea C' un ciclo que contiene el
méximo ndmero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C') es un lado de vértices
extremosu e UNAyveUNB.

Supongamos que y; es el primer vértice perteneciente a U en C(v;, v;41), con 1 <4 < %— 1, tal
que v; € No(v), paratodai=1,2, ..., g; z; es el primer vértice perteneciente a U en C(uj, uj41),

con %—&— 1 <j <k-—1, tal que u; € N¢(u), para toda j = g—i— 1, % +2,...,k; y, ademds, sin
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pérdidad de generalidad, que 71 € UN B y 7o € U N A son los primeros vértice en C(vg,u§+1) y

C'(ug, v1) respectivamente.
Definamos los conjuntos

k
I'={y cUNV(C(vi,vis1)) :i=1,2,..., 5 1}

k k
Q = {Zj € UQV(C(Uj,Uj_;,_l)) ] = 5 +1,§ +2,...,]€7 1}

Demostraremos que ¥ = I'U Q U {u} U {71, 72} es un subconjunto independiente de U tal que
[VE)NAl >1y |V(Z)nB|>1.

Afirmacién I: y.ys € E(G),cony. eT'NAyys € T'NB.

En efecto: Sea y.ys € E(G), con y. € 'N A, ys € I'N By, sin pérdida de generalidad, e < §

en C'. Entonces existe el ciclo Cy = y. Cvsvv: Cysye tal que |V(C) NU| > |[V(C)N U], lo cual
es una contradiccién; en consecuencia, y.ys € F(G),cony. eTNAyys eI’ NB.

Afirmacién II: uys € E(G), con ys € TN B.

En efecto: Sea uys € E(G), con ys € I' N B. Entonces existe el ciclo C; = ygﬁv(;vuy(; tal
que |V(C1)NU| > |V(C)NU]J, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uys ¢ E(G), con
ys € I'N B.

Afirmacidén III: ysz) € E(G), conys eT'N By z\, € QN A.

En efecto: Sea ysz) € E(G), con, s<i£1 pérdida de generalidad, ys € TN By zy € QN A.
Entonces existe el ciclo C3 = y5 Cuyuvvs C z\ys tal que |V(C3) NU| > |V(C)NU]|. Ver Figura 5.

u v

aN

A+ L

Za Vs

Uy
Vs+1

Figura 5: Representa la formacién del ciclo Cs tal que |V(C3)NU| > |[V(C)NU|
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Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, yszx € E(G), con, sin pérdida de generalidad,
ys €EINByzyeQnA.

Afirmacién IV: z2\z, € E(G), con zy € QNAy z, € QNB.

En efecto: Sea 2,2z, € E(G), con zy € QN A, z, € QN By, sin pérdida de generalidad, A < p

en C. Entonces existe el ciclo Cy = zpﬁu,\uupC'zAzp tal que |V(C1)NU| > |V(C)N U], lo cual
es una contradiccidn; en consecuencia, zxz, € E(G), con zy € QNAy z, € QN B.

Afirmacién V: uz, ¢ E(G), con z, € QN B.

En efecto: Sea uz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo C; = zpaupuzp tal
que [V(Cy)NU| > |[V(C) N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uz, ¢ E(G), con
zp, € QN B.

Afirmacién VI: ry. € E(G), con y. € T N A.

%
En efecto: Sea my. € E(G), con y. € I' N A. Entonces existe el ciclo C; = ygavg V0 C'T1Ye
tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, my. ¢ E(G),
cony. € I'NA.

Afirmacién VII: 11z, € E(G), con z) € QN A.

%
En efecto: Sea 1125 € E(G), con z) € QNA. Entonces existe el ciclo C; = z,\av%vuu)\ Crizy
tal que |[V(Cy)NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccidn; en consecuencia, 12y € E(G),
con z) € QN A.

Afirmacién VIII: myu &€ E(G).

En efecto: Sea myu € E(G). Entonces existe el ciclo C; = Tlav%vuﬁ tal que |V(Ci)NU| >
|[V(C) N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, Tu € E(G).

Afirmacién IX: 772 & E(G).

%
En efecto: Sea 7175 € E(G). Entonces existe el ciclo Cy = Tzavgvuuk C' 11719 tal que |V (Cy)N
U| > |V(C)NU]|. Ver Figura 6.
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Figura 6: Representa la formacién del ciclo Cy tal que |[V(Cy) NU| > [V(C) N U]

Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 7172 € E(G).
Afirmacién X: nys € E(G), con ys € I'N B.

%
En efecto: Sea 7oys € E(G), con ys € I'N B. Entonces existe el ciclo C; = TQ?U(;UU’LL]C CysTo
tal que |V(Cq) NU| > |[V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 7ys ¢ E(G),
conys € I'N B.

Afirmacién XI: 7z, € E(G), con z, € QN B.

En efecto: Sea vz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo Cy = Tqupuuk%szg
tal que |V(Cy) NU| > [V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 12z, ¢ E(G),
con z, € 1N B.

Asi, de las afirmaciones anteriores, ¥ = TUQU{u}U{m, 72} es un subconjunto independiente
de U, tal que |[V(Z)NA|>1y |V(E)NnB| > 1. O

Lema 2.4. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un subcon-
Junto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el mdzimo
nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) —V(C) es un lado de vértices extremos
uenUNAyvenUnNB.

Sean y; el primer vértice perteneciente a U en C(v;,viv1), coni= 1,2, ... g— 1, y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(u;,u;41), con j = §+ 1, g +2,..,k—1, tal que v; € N (v), para
toda i = 1,2,...,% y u; € Nc(u), para toda j = % + 1,% + 2,...,k. Sean 11 el primer vértice
perteneciente a U en C(vg,u§+1) y T2 el primer vértice perteneciente a U en C(vg,v1).

Sea ¥ un subconjunto independiente de U tal que [V(2)NA| > 1y |V(X)NB| > 1. Entonces
dg(a) + dg(b) < n, para todo vértice a en XN A y todo vértice b en XN B

Demostracion. Sean G = (A U B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.Sea C un ciclo que contiene el
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méximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C') es un lado de vértices
extremos u e UNAyveUNB.

Supongamos que y; es el primer vértice perteneciente a U en C(v;, v;41), con 1 < i < %— 1, tal
que v; € No(v), paratodai=1,2, ..., g;
con %—1—1 < j <k-1,tal que u; € No(u), para toda j = %—1—1, §+2, ..., k3 y, ademds, sin pérdidad
de generalidad, que ;1 € UN B y 7 € U N A son los primeros vértice de U en C(vg,ugﬂ) y

z;j es el primer vértice perteneciente a U en C’(uj, uj+1),

C'(ug,v1) respectivamente.
Definamos los conjuntos

I'={y; e UNV(C(vi,vit1)) :i=1,2,..., g -1}

k k
Q= {Zj € UﬂV(C(Uj,Uj+1)) 1] = 5—}—1,54—2,...,]6—1}.

Entonces, por el Lema 2.3, 1 =T UQU {7, 2} C X es un subconjunto independiente de U tal
que |V(X1)NA| > 1y |V(2;1) N B| > 1. Demostraremos que dg(a) + dg(b) < n, para todo par
de vérticesa € X1 NAybe ¥ NB.

Afirmacidén I: dg(ye) + da(ys) <n+1,cony. eTNAyys el NB.

En efecto: Sean y. e TN Ay ys € I' N B tal que, sin pérdida de generalidad, § < € en 8
Consideremos los siguientes subgrafos de C":

= Z1 = C(ys,ve)
Si yst € E(G), para toda t € V(Z1), yet~ & E(G). En caso contrario, existe el ciclo
TR
Ci = ygtﬁvgvvg Cy.t™ Cys

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ye) < % — (dz,(ys) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

5 +1. (15)

dz, (ye) +dz (ys) <
= Zy = C(ve,ye)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Zz). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y. Cogvv. Cyst Cye
tal que |V (C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(ys) = 0. Asi,

[V(Z2)| +1
—

dz,(ys) +dz,(ye) < (16)

- ZS = C(ﬁl/s,vﬁ]
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Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), yst~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cr = yat_gyetﬁvwvs(aya

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y5) < LQZS)I — (dz;(ye) — 1). Asi,

V(Zs)]
2

dz,(y=) + dz,(ys) < + 1. (17)

- Zy = C(vs,ys)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
(_
C1 = ys Cvavus Cyet Cys
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (y.) = 0. Asi,

o) + 7, () < V2L (18)

Luego, de (15), (16), (17), (18) y Lema 2.3, tenemos que:

\V(Z1)| -1
2

V(Z)l, _|c] -2
2 2

|V (Z2)] +1 N |V (Z3)|

5 ) +2 < n+1

da(ys)+da(ye) < ( +1)+( +1)+(

Afirmacidn II: dg(ys) +dg(zy) <n+1,conys eTNBy zy € Q2N A.

En efecto: Sean, sin pérdidad de generalidad, ys € TN By 2y, € 2N A. Consideremos los
siguientes subgrafos de C'. Ver Figura 7.

t tm Usti

Figura 7: Representa la particién del ciclo C en 71,725,235y Z,4
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= Zl = C(y57uA)
Si yst € E(QG), para toda t € V(Z1), zxt~ € E(G). En caso contrario, existe el ciclo

— —
Ci = y(;tau)\uvv(; Caxt™ Cys

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z)) < % — (dz, (ys) — 1). Asi,

LACIVER Y (19)

dz,(2x) +dz, (ys) < 5

= Zoy = Cluy, zx)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = zAavgvuu,\gy(gth,\
tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(ys) = 0. Asi,

[V(Z3)| +1
2

dz,(23) +dz,(ys) < (11) (20)

= Zs = C(zx,vs)
Si zxt € E(G), para toda t € V(Z3), yst— ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
=
Ci = z,\tavgvuu,\ Cyst™ Czy

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ys) < % — (dz,(zx) — 1). Asi,

V(Zs)| —1

dz,(2x) +dz,(ys) < 5

+1.(I11) (21)

Tenemos que zxt € E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = ygauxuvv(;gz)\tay(;
tal que |[V(C1) NU| > |V(C) N U], lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(zx) = 0. Asi,
V(Zs)| +1
2
Luego, de (191), (20II), (21III), (22IV) y Lema 2.3, tenemos que:

dG(y5)+dG(2A)S§:KV(Z%;)|1+1)+ ('V(ZQ;)'H)] =|C|772+2<n+1

dz,(2x) +dz,(ys) < (IV) (22)
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Afirmacién III: dg(y.) + dg(m1) <n+1l,cony. e I'NAym € C(vg,u§+1) NB.

En efecto: Sean y. e TNAym € C(v%,u§+1) N B. Consideremos los siguientes subgrafos
de C:

= Zy = C(ye, vy)

Si y.t € E(G), para toda t € V(Z1), mt~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

%

P
Ci = ygtavgvvs Crt™ Cy.

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —(dz,(ye) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

dZ1 (Tl) + le (ys) < + 1 (23)

- ZQ = C[’l}g,ﬁ)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Zs). En caso contrario, existe el ciclo

Cy = Tlavgvvggygtaﬁ

tal que |[V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(y.) = 0. Asi,

dz,(T1) + dz,(ye) < Zal+1 (24)
- Z5=C(11,0.]
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), 7itT ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = ygavgvvggt*'natyg
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —dz,(ye). Asi,
dza(m) + g (y) < ABIEL (25)

- Zy= C(v67y€)
Tenemos que 71t € E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
<
Ci = ysﬁvg vaC’Tltays

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (11) = 0. Asi,

[V (Zy)] + 1'

dz, (1) +dz,(y:) < 5

(26)
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Luego, de (23), (24), (25), (26) y Lema 2.3, tenemos que:

Z 1 —2+42
dc(ﬁHdc(ye)S('V( Vi = +1>+Z(|V Ol >_|C| L |§|+1<n+1

2
Afirmacién IV: dg(z,) + dg(m2) <n+1,conz, e TNBy 7 € C(ug,vi) NA.

En efecto: Sean z, e 'N By 1 € C(ug,v1) N A. Consideremos los siguientes subgrafos de
C:

- Z1 = C(Tg,up]
Si z,t € E(G), para toda t € V(Z;), ot* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
e
Cy = zpaukuupCt"’Tgﬁtzp

tal que |[V(C1)NU| > |V(C)

N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (12) < ‘

2L —dy, (2). Asi,

dz, (1) +dz,(z,) < m

- Zy = Clup, zp)
Tenemos que 7ot ¢ E(G), para toda ¢t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
%
C = zpaukuupCTgtazp

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(12) = 0. Asi,

[V (Z2)] + 1.

: (28)

dz,(T2) +dz,(2,) <
- Zy = C(2p,up)
Si z,t € E(G), para toda t € V(Z3), 7ot~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = zptﬁukuu;,(amt_ gzp

tal que |V(Ch)NU| > |V(C)

N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz,(2) < ‘

VEZIZL (dg, (2,) — 1). As,
V(Z3)| -1

dzy(r) +dzy () < VEN=L 4 (20)

Tenemos que z,t ¢ E(G), para toda t € V(Z4). En caso contrario, existe el ciclo

Ci = Tgaupuuk <5zpt87'2
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tal que |V(C1)NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(z,) = 0. Asi,

|V (Zy)| +1.

dZ4 (7—2) + dZ4 (ZP) < 9

(30)
Luego, de (27), (28), (29), (30) y Lema 2.3, tenemos que:

do(ra) +da(z,) < (W(Zl2>|+1> N (lV(Z2)| +1> .\ (|V(Zg)| -1, 1) N (V(Z4)|+1>

2 2 2

2472
:m%+1:%+l<n+l

Afirmacién V: dg(m1) +da(m2) <n+1, conm € Clvg,ur ) N By 72 € Clug, v1) N A

En efecto: Sean 7 € C(vg,u%i_l) NBy 1 € Clug,vr) N A. Consideremos los siguientes
subgrafos de C'. Ver Figura 8.

2 T, T

Figura 8: Representa la particién del ciclo C en 21,725,235y Z,4

-7 = C(Tg,’l}%)
Si ot € E(G), para toda t € V(Z;), it~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = Tgtavgvuukngt_ng

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (11) < % — (dz,(12) — 1). Asi,

V(Z1) -1

dz, (1) +dz,(12) < + 1. (31)
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- Z2 S C[’Ug,’ﬁ)
Tenemos que 7ot € E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
(_
Cl = Tlauku’lﬂ)% CTgtaTl

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(m2) = 0. Asi,

dz() + g () < VENEL (32)
= Z5=C(m,ug)
Si ot € E(G), para toda t € V(Z3), mitt € E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = Tgtgrlt"’aukuvv% 87’2
tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —dz, (7). Asi,
dz,(m) + gy () < VEIEL (33)

- Z4 = C[uk,TQ)
Tenemos que 7t € E(G), para toda t € V(Z4). En caso contrario, existe el ciclo
%
Ci=m 8vgvuuk CTltBTQ

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (1) = 0. Asi,

\V(Z4)|+1.

dZ4 (7_1) + dZ4 (7_2) < B

(34)

Luego, de (31I), (32II), (33III), (34IV) y Lema 2.3, tenemos que:

V(Z V(Z 1 Cl—2+2 C
dG(T1)+dG(T2)_(| (2l - +1>+Z< |+ >—| | 5 LA |2|+1<n+1

Las demostraciones de las siguientes afirmaciones, son analogas a las anteriores.
Afirmacién VI: dg(z)) +da(z,) <n+1,conzy€T'NAyz, eT'NB.
Afirmacién VII: dg(ys) + da(m2) <n+1, con ys € TN B.

Afirmacién VIII: dg(zy) + dg(m) <n+1, con zy € I'N A.

Asi, de las afirmaciones anteriores, dg(a)+dg(b) < n, para todo par de vértices, no adyacentes,
anlﬂAybeZlﬂB. O
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3 Resultados Principales

Teorema 3.1. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden 2n y U
un subconjunto balanceado de V(G). Si A11(S) > n + 1, para todo conjunto independiente S,
con SNA#0DySNB#0, de cardinalidad (= QU) + 1) en G[U], entonces G tiene un ciclo que
contiene todos los vértices de U.

Demostracion. Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U
un subconjunto balanceado de V(G). Supongamos que Ap1(S) > n + 1, para todo conjunto
independiente S, con SN A # 0y SN B # 0, de cardinalidad (@ + 1) en G[U], y que G no
tiene un ciclo que contenga todos los vértices de U.

Sean C un ciclo de G que contiene la mayor cantidad, como sea posible, de vértices de
U, k= r(U)yT C V(QG) el conjunto de vértices separadores de los elementos de U tal que
|[V(T)N Al = |V(T) N B| > 3. Entonces, consideremos los siguientes casos:

Caso I: V(G) — V(C) es un conjunto independiente.

Como G es balanceado, el conjunto V(G) — V(C') contiene al menos un vértice aislado u en
U N A y al menos un vértice aislado v en U N B.

Por el teorema de Menger, existen £ caminos vértices disjuntos P; que conectan a v con C;

2
es decir, existen g caminos internamente vértices disjuntos vP;v; con v; € V(C), y % caminos

vértices disjuntos (); que conectan a u con C} es decir, % caminos internamente vértices disjuntos
vQju; con u; € V(C), tal que los indices de v; y u; se incrementan de acuerdo a la orientacién
de Cy V(P)NV(Q;) = 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los vértices vy, v, ..., v & son los vecinos de P; en

ANV (C) y los vértices Uk 1, Uk 4o, .oy Uk SON los vecinos de @; en BNV (C) tal que u; = v;. Por la

escojencia del ciclo, V(C(vi, vi41))NU # 0, para todai = 1,2, ..., g -1y V(C(uj,ujy1))NU # 0,
paratodaj:§+1,§+2,...,k71.

Consideremos, o; = maz{p; : yp, € U N C(v;,v;41),t € ZT}, para toda i = 1,2,...,% -1,
y B; = min{q : z4, € UNC(uj,ujp1),t € ZT}, para toda j = % +1, g +2,...,k — 1. Sean los
conjuntos I' = {ya,, Yass ...,yagil} y Q= {Zﬁgu’zﬁgm’“"zﬁk—l}' Entonces, por el Lema 2.1,

¥ =TUQU{u,v} es un conjunto independiente en G[U] tal que |V (X1)NA| > 1y |[V(Z1)NB| > 1.

Por otro lado, por el Lema 2.2, dg(a) + dg(b) < n, para todo par de vértices a y b, en clases
diferentes de . En consecuencia, existe un conjunto independiente Sy C ¥, en G[U], de cardina-
lidad (£ +1), tal que [V(S1)NA| > 1y [V(S1)NB| > 1,y dg(a) + dc(b) < n, para todo par de
vértices a y b, en clases diferentes de ;.

Caso II: V(G) — V(C') es un conjunto de componente H,, tal que |H,| > 2, para toda p.

Sea, sin pérdida de generalidad, H una componente conexa de V(G) — V(C) isomorfa al grafo

K 1, con vértices extremos u e UNAyveUNB.

Por el teorema de Menger, existen £ caminos vértices disjuntos P; que conectan a v con C

2
es decir, existen g caminos internamente vértices disjuntos vP;v; con v; € V(C), y % caminos
vértices disjuntos ); que conectan a u con C; es decir, % caminos internamente vértices disjuntos

vQju; con u; € V(C), tal que los indices de v; y u; se incrementan de acuerdo a la orientacién
de Cy V(P)NV(Q,) =0.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los vértices v1,va, ..., v son los vecinos de P; en
2
ANV(C) y los vértices Uk 415Uk oy -ry Uk SOD los vecinos de @; en BN V(C). Por la escojencia

de C, V(C(vi,vi41)) NU # 0, para toda ¢ = 1,2,...,% — 1, V(C(uj,ujt1)) NU # 0, para toda

j=f+15+2 k-1, V(C(v%,u%_ﬂ)) NU #0y V(C(ug,v1))NU # 0.

Consideremos, a; = min{p; : yp, € U N C(v;,vi11),t € ZT}, para toda i = 1,2,...,% -1,
B; = min{q; : zq, € UNC(uj,ujy1),t € ZT}, para toda j = g + 1, % +2,...,k—1, 7y el primer
vértice de, sin pérdida de generalidad, U N B en V(C’(vg,u§+1)) y T2 el primer vértice de, sin
pérdida de generalidad, U N A en V(C(ug,v1)).

Sean los conjuntos I' = {yu, ; Yas ...,ya%_l} y Q= {Zﬂg+1’zﬁg+2’ .y 28,_, +- Entonces, por el
Lema 2.3, 1 = TUQU{7, 72} C ¥ es un conjunto independiente en G[U] tal que |V (X1)NA| > 1
v |V(X1) N B| > 1; por otro lado, por el Lema 2.4, dg(a) + dg(b) < n, para todo par de vértices
a y b, en clases diferentes de ¥;. En consecuencia, existe un conjunto independiente S; C 31 en
G[U], de cardinalidad (g + 1), tal que |[V(S1)NA| > 1, |V(S1)NB|>1ydg(a) +dg(d) <n,
para todo par de vértices a y b, en clases diferentes de S7.

Por consiguiente, de los Casos I y II, existe un conjunto independiente S en G[U], de cardi-
nalidad (£ + 1), tal que A1 1(S1) < n+ 1, lo cual es una contradiccién. Asf, G contiene un ciclo
que incluye todos los vértices de U. O

3.1 Ejemplo ilustrativo del Teorema Principal

Sea el siguiente grafo bipartito balanceado conexo G = (A U B, E), con A = {a1,as,u;,
Uz, c1,¢2,¢3} y B ={b1,ba,v1,v2,d1,da,ds}, y sea G[U] el subgrafo inducido por el subconjunto
balanceado U = {a1, as, u1, us,b1,ba,v1,v2} de V(G), Figura 9

by

ay

o — oh1

U2 o2

ay bz

Figura 9: Representa el grafo bipartito G = (ka2 U2K1 1) + K33 y G[U]
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Observemos en la Figura 9, que k(U) = 6. Sean S1 = {ag, b, u1, v}, So = {az, b, us, v1},
S3 = {ag,ba,ur,uz}, Sy = {ag,bz,v1,v2}, S5 = {a1,a2,u1,v2}, S = {a1,a2,uz,v1} y S7 =
{a1,as,v1,v2} conjuntos independientes de cardinalidad (@ +1)=3+1=4en G[U]. Como
A11(S) >n+1=7+1=8 para todo S; desde i = 1,7, se tiene que G cumple con la hipétesis
del teorema principal; por lo tanto, existe el ciclo:

C = a2b1a1b203v2u2d101v1u1d2a2
que contiene todos los vértices de U.

Corolario 1. Sean k > 2 y G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden
2n. Sean Vi, Vs, ..., Vg subconguntos balanceados de V(G) y V =V, UV, U...U Vg. Si para cada

i=1,2, ,% y para cada par de vértices independientes, en particiones distintas, u y v en V;,
dg(u) +dg(v) > n+ 1, entonces G tiene un ciclo que contiene todos los vértices de V.

Demostracion. Sean k > 2y G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden
2n. Sean V1, V5, ..., V% subconjuntos balanceados de V(G) y V=V UV, U ..U Vg. Supongamos

que para cada ¢ = 1,2, ..., % y para cada par de vértices independientes, en clases distintas, u y
ven Vi, dg(u) + dg(v) > n+ 1. Sea S’ un conjunto independiente en V.=V, UVL U ... U V%,

con SSNA#0y S NB +#0, de cardinalidad @ + 1. Como |5'| = @ +1> &, existen dos
vértices independientes, en clases diferentes, tales que uw,v € S’ NV, para algiin i = 1,2, ..., g
Por hipétesis, dg(u) + dg(v) > n + 1, entonces Aq1(S’) > n + 1. Luego, para cada conjunto
independiente Sen V = VUV, U...U Vg, existen dos vértices independientes en clases diferentes,
tales que Aq1(S) > n+ 1, de aqui G satisface las hipétesis del Teorema 3.1, en consecuencia, G

tiene un ciclo que contiene todos los vértices de V. O
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Abstract

A necessary and sufficient condition in terms of lower cut sets are given for the inser-
tion of a Baire-.5 function between two comparable real-valued functions on the topological
spaces that F,-kernel of sets are F,-sets.

Key words and phrases: Insertion, strong binary relation, Baire-.5 function, kernel of
sets, lower cut set.

Resumen

Se proporciona una condicién necesaria y suficiente en términos de conjuntos de cortes
inferiores para la insercién de una funcién Baire-.5 entre dos funciones comparables de valo-
res reales en los espacios topoldgicos donde el F,-kernel de los conjuntos es Fi-sets.

Palabras y frases clave: Insercién, relacién binaria fuerte, funcin Baire-.5, nicleo de
conjuntos, conjunto de corte inferior.

1 Introduction

A generalized class of closed sets was considered by Maki in 1986 [16]. He investigated the sets
that can be represented as union of closed sets and called them V-sets. Complements of V-sets,
i.e., sets that are intersection of open sets are called A-sets [16].

Recall that a real-valued function f defined on a topological space X is called A-continuous
[21] if the preimage of every open subset of R belongs to A, where A is a collection of subsets
of X. Most of the definitions of function used throughout this paper are consequences of the
definition of A-continuity. However, for unknown concepts the reader may refer to [4, 10]. In
the recent literature many topologists had focused their research in the direction of investigating
different types of generalized continuity.
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J. Dontchev in [5] introduced a new class of mappings called contra-continuity. A good number
of researchers have also initiated different types of contra-continuous like mappings in the papers
[1,3,7,8,9,11, 12, 20].

Results of Katétov [13, 14] concerning binary relations and the concept of an indefinite lower
cut set for a real-valued function, which is due to Brooks [2], are used in order to give a necessary
and sufficient condition for the insertion of a Baire-.5 function between two comparable real-
valued functions on the topological spaces that F,-kernel of sets are F,-sets.

A real-valued function f defined on a topological space X is called contra-Baire-1 (Baire-.5) if
the preimage of every open subset of R is a Gs-set in X [22]. If g and f are real-valued functions
defined on a space X, we write g < f (resp. g < f) in case g(z) < f(z) (resp. g(x) < f(z)) for
all z in X.

The following definitions are modifications of conditions considered in [15].

A property P defined relative to a real-valued function on a topological space is a B — .5-
property provided that any constant function has property P and provided that the sum of a
function with property P and any Baire-.5 function also has property P. If P, and P, are
B — .5-properties, the following terminology is used:

(i) A space X has the weak B —.5-insertion property for (Pi, Py) if and only if for any functions
g and f on X such that g < f, g has property P; and f has property P», then there exists
a Baire-.5 function h such that ¢ < h < f.

(ii) A space X has the B — .5-insertion property for (Py, Py) if and only if for any functions g
and f on X such that g < f, g has property P; and f has property P», then there exists a
Baire-.5 function h such that g < h < f.

In this paper, for a topological space that F,-kernel of sets are F,-sets, is given a sufficient
condition for the weak B — .5-insertion property. Also for a space with the weak B — .5-insertion
property, we give a necessary and sufficient condition for the space to have the B — .5-insertion
property. Several insertion theorems are obtained as corollaries of these results.

2 The Main Result

Before giving a sufficient condition for insertability of a Baire-.5 function, the necessary definitions
and terminology are stated.

Definition 2.1. Let A be a subset of a topological space (X, 7). We define the subsets A* and
AV as follows:

AN =([0:024, 0c(X,7)} and AY =| {F:FCA, F° e (X,7)}.
In [6, 17, 19], A® is called the kernel of A.
We define the subsets G5(A) and F,(A) as follows:
Gs(A) = J{O:0C A, O isGyset} and F,(A)=[){F:F2AF is F,-set}

F,(A) is called the F,-kernel of A.
The following Lemma is a direct consequence of the definition Fj,-kernel of sets.
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Lemma 2.1. The following conditions on the space X are equivalent:
(i) For every G of Gs-set we have Fy(G) is a Gs-set.
(1t) For each pair of disjoint Gs-sets as G1 and Go we have F,(G1) N F,(Gs) = 0.
The following first two definitions are modifications of conditions considered in [13, 14].

Definition 2.2. If p is a binary relation in a set S then p is defined as follows: x p y if and only
if y p v implies z p v and u p x implies u p y for any u and v in S.

Definition 2.3. A binary relation p in the power set P(X) of a topological space X is called a
strong binary relation in P(X) in case p satisfies each of the following conditions:

1. If A; p Bj for any ¢ € {1,...,m} and for any j € {1,...,n}, then there exists a set C' in
P(X) such that A; p C and C p Bj for any ¢ € {1,...,m} and any j € {1,...,n}.

2. If AC B, then A j B.
3. If A p B, then F,(A) C B and A C Gs(B).

The concept of a lower indefinite cut set for a real-valued function was defined by Brooks [2]
as follows:

Definition 2.4. If f is a real-valued function defined on a space X and if {x € X : f(z) < £} C
A(f,0) C{z e X : f(z) < {} for a real number ¢, then A(f,¥) is a lower indefinite cut set in the
domain of f at the level /.

We now give the following main results:

Theorem 2.1. Let g and f be real-valued functions on the topological space X, that F,-kernel
of sets in X are Fy— sets , with g < f. If there exists a strong binary relation p on the power
set of X and if there exist lower indefinite cut sets A(f,t) and A(g,t) in the domain of f and g
at the level t for each rational number t such that if t1 < to then A(f,t1) p A(g,t2), then there
exists a Baire-.5 function h defined on X such that g < h < f.

Proof. Let g and f be real-valued functions defined on the X such that g < f. By hypothesis
there exists a strong binary relation p on the power set of X and there exist lower indefinite cut
sets A(f,t) and A(g,t) in the domain of f and g at the level ¢ for each rational number ¢ such
that if 1 < t9 then A(f, tl) p A(g,tg).

Define functions F' and G mapping the rational numbers Q into the power set of X by
F(t) = A(f,t) and G(t) = A(g,t). If t; and to are any elements of Q with ¢; < to, then
F(t1) p F(t2),G(t1) p G(t2), and F(t1) p G(t2). By Lemmas 1 and 2 of [14] it follows that there
exists a function H mapping Q into the power set of X such that if ¢t; and ¢5 are any rational
numbers with ¢t < to, then F(t1) p H(t2), H(t1) p H(t2) and H(t1) p G(t2).

For any = in X, let h(x) = inf{t € Q: z € H(t)}. We first verify that ¢ < h < f: If z is in
H(t) then z is in G(¢') for any t' > t; since z in G(t') = A(g, ') implies that g(x) < ¢, it follows
that g(z) < t. Hence g < h. If x is not in H(t), then x is not in F(t') for any t' < ¢; since z is
not in F(t') = A(f,t') implies that f(z) > t', it follows that f(x) > ¢. Hence h < f.

Also, for any rational numbers t; and to with t; < to, we have

B (4, t) = Gs(H(ta)) \ Fy (H(11)).

Hence h=1(t1,t2) is a Gs-set in X, i.e., h is a Baire-.5 function on X. O

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 39-48



42 Majid Mirmiran

The above proof used the technique of Theorem 1 of [13].

Theorem 2.2. Let P, and P, be B — .5-property and X be a space that satisfies the weak B — .5-
insertion property for (Py, Py). Also assume that g and f are functions on X such that g < f, g
has property Py and f has property Py. The space X has the B — .5-insertion property for (P, Pa)
if and only if there exist lower cut sets A(f — g,37"*1) and there exists a decreasing sequence
{D,} of subsets of X with empty intersection and such that for eachn, X\ D,, and A(f—g,37"*!)
are completely separated by Baire—.5 functions.

Proof. Theorem 2.1 of [18]. O

3 Applications

Definition 3.1. A real-valued function f defined on a space X is called contra-upper semi-Baire-
.5 (resp. contra-lower semi-Baire-.5) if f~1(—oc0,t) (resp. f~1(t,+00)) is a Gs—set for any real
number ¢.

The abbreviations usc, lsc, cusB — .5 and clsB — .5 are used for upper semicontinuous, lower
semicontinuous, contra-upper semi-Baire-.5, and contra-lower semi-Baire-.5, respectively.

Remark 3.1. [13, 14]. A space X has the weak c-insertion property for (usc,lsc) if and only if
X is normal.

Before stating the consequences of Theorems 2.1 and 2.2 we suppose that X is a topological
space that F,-kernel of sets are F,-sets.

Corollary 3.1. For each pair of disjoint F,-sets Fy, Fs, there are two Gs-sets G1 and Ga such
that Iy C G, Fy C Go and G1 N Go = 0 if and only if X has the weak B — .5-insertion property
for (cusB — .5,¢lsB — .5).

Proof. Let g and f be real-valued functions defined on the X, such that f is [sBy, g is usB7, and
g < f.If a binary relation p is defined by A p B in case F,(A) C G5(B), then by hypothesis p is
a strong binary relation in the power set of X. If ¢; and t5 are any elements of Q with ¢; < o,
then

A(fit1) C{z € X : f(z) <t} C{r € X : g(z) < ta2} C A(g,t2);

since {z € X : f(z) <11} is a Fy-set and since {z € X : g(x) < t2} is a Gs-set, it follows that
F,(A(f,t1)) C G5(A(g,t2)). Hence t; < to implies that A(f,¢1) p A(g,t2). The proof follows
from Theorem 2.1.

On the other hand, let Fy and Fy are disjoint Fj,-sets. Set f = xpe and g = xp,, then f is
csB — .5, gis cusB — .5, and g < f. Thus there exists Baire-.5 function h such that g < h < f.
Set G1 ={z € X : h(z) < 3} and G2 = {z € X : h(z) > 3}, then G; and G, are disjoint G-sets
such that F; € G; and Fy C Gs. O

Remark 3.2. [23]. A space X has the weak c-insertion property for (Isc,usc) if and only if X
is extremally disconnected.

Corollary 3.2. For every G of Gs-set, Fy(G) is a Gs-set if and only if X has the weak B — .5-
insertion property for (clsB — .5, cusB — .5).
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Proof. Let g and f be real-valued functions defined on the X, such that f is clsB — .5, g is
cusB — .5, and f < g. If a binary relation p is defined by A p B in case F,(A) C G C F,(G) C
G5(B) for some Gs-set g in X, then by hypothesis and Lemma 2.1 p is a strong binary relation
in the power set of X. If ¢; and ¢, are any elements of Q with ¢; < to, then

Alg,t1) ={z € X : g(z) <t1} C{x € X : f(z) <t2} = A(f, t2);

since {z € X : g(x) < t;} is a Gs-set and since {x € X : f(x) <t} is a F,-set, by hypothesis it
follows that A(g,t1) p A(f,t2). The proof follows from Theorem 2.1.

On the other hand, Let G; and G are disjoint Gs-sets. Set f = xg, and g = xge, then f is
clsB — .5, gis cusB — .5, and f < g.

Thus there exists Baire-.5 function h such that f <h <g. Set F; ={z € X : h(z) < %} and
Fy={x € X : h(xz) > 2/3} then Fy and F, are disjoint F,-sets such that G; C F; and Gy C F;
Hence F,(Fy) N F,(Fy) = 0. O

Before starting the consequences of Theorem 2.2, we state and prove some necessary lemmas.

Lemma 3.1. The following conditions on the space X are equivalent:
(i) Fvery two disjoint Fy-sets of X can be separated by Gs-sets of X.

(ii) If F is a F,-set of X which is contained in a Gs-set G, then there exists a Gs-set H such
that F C H C F,(H) CG.

Proof. (i) = (ii). Suppose that F' C G, where F and G are F,-set and Gs-set of X, respectively.
Hence, G¢ is a F,-set and F NG = .
By (i) there exists two disjoint Gg-sets G1, Gy such that F C G; and G¢ C G5. But

GCC Gy = GSCQG,
and
GlﬂG2=®:>G1§G§

hence
FCG CG5C@

and since G§ is a F,-set containing G; we conclude that F,(G1) C G§, i.e.,
FCG CF,(G1) CG.

By setting H = (1, condition (i) holds.

(i) = (i). Suppose that Fy, F5 are two disjoint F,-sets of X.

This implies that F; C F§ and F¥ is a Gs-set. Hence by (i) there exists a Gs-set H such
that, Fy C H C F,(H) C FS. But

HC F,(H)= HnN(F,;(H)) =0

and
F,(H) C Fy = Fy, C (F,(H))".

Furthermore, (F,(H))¢ is a Gs-set of X. Hence Fy C H, F, C (F,(H))® and H N (F,(H))® = 0.
This means that condition (i) holds. O
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Lemma 3.2. Suppose that X is the topological space such that we can separate every two disjoint
F,—sets by Gs—sets. If Fy and Fy are two disjoint F,—sets of X, then there exists a Baire-.5
function h : X — [0,1] such that h(Fy) = {0} and h(Fy) = {1}.

Proof. Suppose Fy and F, are two disjoint F,-sets of X. Since F; N Fy = (), hence F; C F§. In
particular, since Fy is a Gs-set of X containing Fi, by Lemma 3.1, there exists a Gs-set Hy o
such that,

Fy C Hyy C Fy(Hyyo) CFy.

Note that Hy/y is a Gs-set and contains I, and Fy is a Gs-set and contains Fy,(H; /). Hence,
by Lemma 3.1, there exists Gs-sets Hy,4 and H3/4 such that,

Fy CHyyy CFy(Hyyy) € Hyjp CFo(Hy2) € Hyyy C Fy(Hgpy) C Fy.

By continuing this method for every ¢t € D, where D C [0, 1] is the set of rational numbers that
their denominators aremexponents of 2, we obtain Gs-sets H; with the property that if ¢1,t5 € D
and t; < tg, then Hy, C H;,. We define the function h on X by h(z) = inf{t : v € H,} for z ¢ F;
and h(z) =1 for x € F.

Note that for every x € X,0 < h(z) < 1, i.e.,, h maps X into [0,1]. Also, we note that for
any t € D, Fy C Hy; hence h(Fy) = {0}. Furthermore, by definition, h(Fz) = {1}. It remains
only to prove that h is a Baire-.5 function on X. For every a € R, we have if & < 0 then
{r € X:hx)<a} =0and if 0 < a then {z € X : h(z) < a} = U{H; : t < a}. Hence,
they are Gs-sets of X. Similarly, if o < 0 then {z € X : h(z) > a} = X and if 0 < « then
{r € X :h(z)>a} =U{(Fy(H:))?: t > a} hence, every of them is a Gs-set. Consequently h is
a Baire-.5 function. O

Lemma 3.3. Suppose that X is the topological space such that every two disjoint F,—sets can
be separated by Gs—sets. The following conditions are equivalent:

(i) Every countable convering of Gs-sets of X has a refinement consisting of Gs-sets such that,
for every x € X, there exists a Gg-set containing x such that it intersects only finitely many
members of the refinement.

(i1) Corresponding to every decreasing sequence {F,} of F,-sets with empty intersection there
exists a decreasing sequence {G,} of Gs-sets such that, (\,—, Gn = 0 and for every n €
N, F, C G,.

Proof. (i) = (ii). suppose that {F, } be a decreasing sequence of F,-sets with empty intersection.
Then {F¢ : n € N} is a countable covering of Gs-sets. By hypothesis (7) and Lemma 77, this
covering has a refinement {V,, : n € N} such that every V,, is a Gs-set and F,(V,,) C FS. By
setting F,, = (F,(V,,))¢, we obtain a decreasing sequence of Gs-sets with the required properties.

(ii) = (i). Now if {H, : n € N} is a countable covering of Gs-sets, we set for n € N,
F, = (U, H;)°. Then {F,} is a decreasing sequence of F,-sets with empty intersection. By
(ii) there exists a decreasing sequence {G,} consisting of Gs-sets such that, (2, G, = 0 and
for every n € N, F,, C G,,. Now we define the subsets W,, of X in the following manner:

e W is a Gs-set of X such that G C W; and F,(Wy) N F; = 0.

o Ws is a Gs—set of X such that F, (W) UGS C Wy and F,(W3) N Fy = (), and so on. (By
Lemma 3.1, W,, exists).

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 39-48



Insertion of a contra-Baire-1 (Baire-.5) function 45

Then since {G¢, : n € N} is a covering for X, hence {W),, : n € N} is a covering for X consisting
of Gs-sets. Moreover, we have

1. F,(W,) € Wyit.
2. GS CW,.
3. W, CUi, H.

Now suppose that S; = W; and for n > 2, we set S,, = W41 \ Fo(W,—1). Then since
F,(W,—1) C W, and S, D Wy,q1 \ Wy, it follows that {S, : n € N} consists of Gs-sets and
covers X. Furthermore, S; NS; # 0 if and only if | — j| < 1. Finally, consider the following sets:

Sl ﬂHl, Sl ﬂHQ
SzﬂHl, SQOHQ, SQﬂHg
S3ﬁH1, S3ﬂH2, SgﬂHg,, S3ﬂH4

and continue ad infinitum. These sets are Gs-sets, cover X and refine {H,, : n € N}. In addition,
S; N H; can intersect at most the sets in its row, immediately above, or immediately below row.

Hence if x € X and x € S, N H,,, then S, N H,, is a Gs-set containing x that intersects
at most finitely many of sets S; N H;. Consequently, {S; N H; : i € N,j = 1,...,i+ 1} refines
{H, : n € N} such that its elements are Gs-sets, and for every point in X we can find a Gs-set
containing the point that intersects only finitely many elements of that refinement. O

Remark 3.3. [13, 14]. A space X has the c-insertion property for (usc,lsc) if and only if X is
normal and countably paracompact.

Corollary 3.3. X has the B — .5-insertion property for (cusB —.5,clsB —.5) if and only if every
two disjoint Fy-sets of X can be separated by Gs-sets, and in addition, every countable covering
of Gs-sets has a refinement that consists of Gg-sets such that, for every point of X we can find
a Ggs-set containing that point such that, it intersects only a finite number of refining members.

Proof. Suppose that F| and Fy are disjoint F,-sets. Since F} N Fy = (), it follows that F, C F¥.
We set f(z) =2 for z € FY, f(z) = 5 for z ¢ F{, and g = xp,. Since F; is a F,-set, and FY is
a Gs-set, therefore g is cusB — .5, f is clsB — .5 and furthermore g < f. Hence by hypothesis
there exists a Baire-.5 function h such that, g < h < f. Now by setting G; = {x € X : h(z) < 1}
and Go = {z € X : h(z) > 1}. We can say that G; and Gy are disjoint Gs-sets that contain
Fy and Fy, respectively. Now suppose that {F,} is a decreasing sequence of F,-sets with empty
intersection. Set Fy = X and define for every « € F,,\ Fy,41, f(z) = n%rl Since ("~ , Fr = 0 and
for every x € X, there exists n € N, such that, z € F,, \ Fj,41, f is well defined. Furthermore, for
every r € R, if r <0 then {x € X : f(z) > r} = X is a Gs-set and if » > 0 then by Archimedean

property of R, we can find ¢ € N such that ZJ%I < r. Now suppose that k is the least natural
number such that k%_l < r. Hence § > r and consequently, {z € X : f(z) >r} = X\ Fy is a
Gjs-set. Therefore, f is clsB — .5. By setting g = 0, we have g is cusB — .5 and g < f. Hence by
hypothesis there exists a Baire-.5 function h on X such that, g < h < f.

By setting G,, = {z € X : h(x) < n%rl}, we have G, is a Gs-set. But for every z € F,,, we
have f(z) < n%rl and since g < h < f therefore 0 < h(z) < n%rl, ie., z € G, therefore F,, C G,

and since h > 0 it follows that ()'_; G,, = 0. Hence by Lemma 3.3, the conditions holds.
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On the other hand, since every two disjoint Fj,-sets can be separated by Gs-sets, therefore by
Corollary 3.1, X has the weak B — .5-insertion property for (cusB — .5, clsB — .5). Now suppose
that f and g are real-valued functions on X with g < f, such that, g is cusB — .5 and f is
clsB — .5. For every n € N, set

Af g3 ) ={z e X : (f —g)(x) <37}

Since g is cusB — .5, and f is clsB — .5, therefore f — g is clsB — .5. Hence A(f —¢,37""!) is a
F,-set of X. Consequently, {A(f—g,37"*1)} is a decreasing sequence of F,-sets and furthermore
since 0 < f — g, it follows that (),—; A(f — ¢,37"") = 0. Now by Lemma 3.3, there exists a
decreasing sequence {D,,} of Gs-sets such that A(f — ¢,37" ") C D, and (),—, D,, = 0. But
by Lemma 3.2, A(f — ¢,37 ") and X \ D,, of F,-sets can be completely separated by Baire-.5
functions. Hence by Theorem 2.2, there exists a Baire-.5 function h defined on X such that,
g < h < f,ie., X has the B — .5—insertion property for (cusB — .5,clsB — .5). O

Remark 3.4. [15]. A space X has the c-insertion property for (Isc,usc) iff X is extremally
disconnected and if for any decreasing sequence {G,, } of open subsets of X with empty intersection
there exists a decreasing sequence {F;,} of closed subsets of X with empty intersection such that
G, C F, for each n.

Corollary 3.4. For every G of Gs-set, F,(G) is a Gs-set and in addition for every decreasing
sequence {G,} of Gs-sets with empty intersection, there exists a decreasing sequence {F,} of
F,-sets with empty intersection such that for every n € N, G,, C F, if and only if X has the
B — .5-insertion property for (clsB — .5,cusB —.5).

Proof. Since for every G of Gs-set, F,(G) is a Gs-set, therefore by Corollary 3.2, X has the weak
B — .5-insertion property for (clsB — .5, cusB — .5). Now suppose that f and g are real-valued
functions defined on X with g < f, g is clsB —.5, and f is cusB —.5. Set A(f —¢,3 ") = {z €
X : (f —g)(z) < 37"}, Then since f — g is cusB — .5, hence {A(f — g,37""1)} is a decreasing
sequence of Gs-sets with empty intersection. By hypothesis, there exists a decreasing sequence
{D,} of F,-sets with empty intersection such that, for every n € N, A(f — g,3 ") C D,,.
Hence X \ D,, and A(f —g,37 ") are two disjoint Gs-sets and therefore by Lemma 2.1, we have

FO'(A(f - g73in+1)) mFG((X\Dn)) - @

and therefore by Lemma 3.2, X \ D,, and A(f — g,3 "*"1) are completely separable by Baire-
.5 functions. Therefore by Theorem 2.2, there exists a Baire-.5 function h on X such that,
g < h < f,ie., X has the B — .5-insertion property for (clsB — .5, cusB — .5).

On the other hand, suppose that G; and G5 be two disjoint Gs-sets. Since G; NGy = 0. We
have G C G§. We set f(z) =2 for x € GY, f(z) = 3 for z ¢ G§ and g = xq,.

Then since Gy is a Gs-set and GY is a F,-set, we conclude that ¢ is clsB — .5 and f is
cusB — .5 and furthermore g < f. By hypothesis, there exists a Baire-.5 function A on X such
that, g < h < f. Now we set F; = {z € X : h(z) < 2} and F» = {x € X : h(z) > 1}. Then
Fy and Fy are two disjoint F,-sets contain G; and Ga, respectively. Hence F,(G1) C F; and
F,(G2) C F» and consequently F,(G1) N F,(G2) = 0. By Lemma 2.1, for every G of Gs-set, the
set F,(G) is a Gs-set.

Now suppose that {G,} is a decreasing sequence of Gs-sets with empty intersection. We
set Gop = X and f(z) = n%rl for v € Gy, \ Gpy1. Since (oo Gn = 0 and for every n € N
there exists ¢ € G, \ Gni1, f is well-defined. Furthermore, for every r € R, if r < 0 then
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{r € X : f(z) <r} =01is a Gs-set and if r > 0 then by Archimedean property of R, there
exists ¢ € N such that ZJ%I < r. Suppose that k is the least natural number with this property.
Hence ; > r. Now if k%rl < rthen {z € X : f(x) < r} = Gy is a Gs-set and if %ﬂ = 1 then
{r € X: f(z) <r} =Gy is a Gs-set. Hence f is a cusB — .5 on X. By setting g = 0, we have
conclude that ¢ is cIlsB — .5 on X and in addition g < f. By hypothesis there exists a Baire-.5
function h on X suvh that, g < h < f.

Set F, = {zr € X : h(z) < n%_l} This set is a F,-set. But for every z € G, we have
f(z) < - and since g < h < f thus h(z) < —1=, this means that = € F, and consequently

n+1 m»
G, CF,.
By definition of F),,{F,} is a decreasing sequence of F,-sets and since h > 0, (2, F,, = 0.
Thus the conditions holds. O
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Abstract

The purpose of this paper is to investigate the 1-set-contractive perturbations of accretive
operators and discuss the solution of a special type of operator equations in fuzzy normed
spaces. Also we shall study the perturbations, and the existence, problems of zero points for
nonlinear equations with accretive mappings in fuzzy normed spaces.

Key words and phrases: accretive operator, iterative method, fixed point theorem,
nonexpansive mapping, zero point.

Resumen

El propésito de este articulo es investigar las perturbaciones 1-conjunto contractivas de
operadores acumulativos y discutir la solucién de un tipo especial de ecuaciones de opera-
dores en espacios normados difusos. También, estudiaremos las perturbaciones y existencia
de problemas de puntos cero para ecuaciones no lineales con mapeo acumulativo en espacios
normados difusos.

Palabras y frases clave: operador acumulativo, método iterativo, teorema del punto
fijo, mapeo no expansivo, punto cero.

1 Introduction

It is well known that the concept of fuzzy metric space, which was initiated by O. Kramosil and
J. Michalek in 1975, is an important generalization of metric space, and the fixed point theory in
fuzzy metric spaces has been studied by many authors. The topological degree is a fundamental
concept in algebraic topology and in analysis, and the number of its applications to nonlinear
differential equations has increased at an impressive rate during the whole second half of the 20th
century.
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Li et al. introduced and studied the topological degree of 1-set-contractive fields in Banach
spaces ([12]). Recently, by using the topological degree method, Li and Xu obtained many
new results for 1-set-contractive operators in Banach space ([19, 23]). The topological degree for
compact continuous operators in PN-spaces was first defined by Chang and Chen ([7]). Since then,
the topological degrees of compact continuous operators, k-set-contractive operators, condensing
operators and the A-proper degree in PN-spaces and the corresponding fixed point theorems have
been studied extensively ([8, 11, 20, 21, 22, 23, 25]). Also, the accretive (m-accreitve) operators in
PN spaces were introduced and studied ([6, 10]). In [18],they established the topological degree
of 1-set-contractive fields in PN-spaces, and obtained some new fixed point theorems.

The purpose of this paper is to further investigate the 1-set-contractive perturbations of
accretive operators and discuss the solution of a special type of operator equations in fuzzy
normed spaces.

For the sake of convenience, we first recall some definitions, notations as well as some lemmas
which are useful in proving our main results in Section 2.

Definition 1.1. [15] A binary operation T : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] is said to be a continuous ¢-norm
if ([0,1],T) is a topological monoid with unit 1 such that T'(a,b) < T(c, d) whenever a < ¢,b < d
for all a,b,c,d € [0,1].

Some typical examples of t-norm are the following;:

T(a,b) = ab, (product)

T(a,b) = mln{a b}, (minimum)

T(a,b) = max{a+b—1,0}, (Lukasiewicz)
ab

T(a,b) = (Hamacher)

a+b—ab’

Definition 1.2. [13] Let X be a vector space over a field K (where K is R or C) and T be a
continuous t-norm. A fuzzy set N in X x [0, 00) is called a fuzzy norm if it satisfies the following
conditions:

(FN1:) N(z,0) =0, for all x € X;

(FN2:) N(z,t) =0 for all ¢t > 0 if and only if z = 0;

(FN3:) N(Az,t) =N ( IM) for all x € X and all scalar A # 0;

(FN4:) N(z+y,t+s) > T(N(x,t),N(y,s) for all z,y € X and all ¢,s > 0;

(FN5

;) for all x € X, N(x,.) is left continuous and tli)m N(z,t)=1.

The triple (X, N,T) will be called fuzzy normed linear space (briefly, FNLS).
Lemma 1.1. [3] Let (X,N,T) be a FNLS. Then N(x,.) is non-decreasing, for all z € X.

Theorem 1.1. [13] Let (X, N,T) be a FNLS. For x € X, r € (0,1), t > 0, we define the open
ball
By(r,t):={y € X : N(x — y,t) > r}.
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Then
Tpa={ACX:2€ A<= Ft>0,r€(0,1): By(r,t) C A

is a topology on X. Moreover, if the t-norm T satisfies sup T(t,t) =1, then (X,7n) is Haus-
t€(0,1)
dorff.

Theorem 1.2. [13] Let (X,N,T) be a FNLS. Then (X,7n) is a metrizable topological vector
space.

Definition 1.3. [13] Let (X, N,T) be a FNLS and {x,} be the sequence in X.

1. The sequence {z,} is said to be convergent if there exists x € X such that

lim N(z, —x,t) =1, forall ¢t > 0.

t—o0

In this case « is called the limit of the sequence {z,} and we denote lim x, =z or 2, — x.
n—oo

2. The sequence {z,} is called Cauchy sequence if

”11_>Irolo N(zptp — Tnyt) =1

for all t > 0 and all p € N.

3. (X, N,T) is said to be complete if every Cauchy sequence in X is convergent to a point in
X. A complete FNLS will be called a fuzzy Banach space.

Definition 1.4. Let (X, N,T) be a a fuzzy normed space and D be a subset of X. A mapping
A: D — X is said to be compact if A(D) is a compact subset of X.

Lemma 1.2. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space, T is a t-norm satisfying T(t,t) >t for all
t € [0,1], Q be a nonempty subset of X, S : Q@ — X be a compact continuous mapping. Then
for any neighborhood of 0, u(e, \), € > 0, A > 0, there exists a finite dimension-valued compact
mapping Se x such that

Sz — Sex € ule, N), x € Q.

Lemma 1.3. Let (XLN7 T) satisfy all the conditions of Lemma 1.2. Let Q2 be a nonempty open
subset of X and S : Q — X be a compact continuous mapping. Then R =1 — S is a closed

mapping.

Definition 1.5. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space, T' is a t-norm satisfying T'(¢,¢) > ¢ for
all t € [0,1]. Let Q be a nonempty open subset of X and S : Q — X be a compact continuous
mapping. Let R=1— S and p € X \ R(09). By Lemma 1.3, R is a closed mapping, R(9Q) is a
closed subset of X, and, consequently, there exists a neighborhood of 8, u(e, A), such that

(p+ ule,\)) N R(OQ) = 0.

By Lemma 1.2, there exists a finite dimension subspace X (™ of X with p € X and a
continuous compact mapping S, : @ — X such that N(Sz — S,z,€) > 1 — X for all z € Q.
Letting Q, = QN X®™ and R,, = I — S,,, we are going to prove p ¢ R, (9%).

In fact, if there exists some xg € 9 such that p = R, xq, then we have

N(Rxzo — p,e) = N(Sxg — Rpzo,€) = N(Sxg — Spzg,€) > 1 — A.
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This contradicts (p+u(e, A)) NR(IN) = 0. Beside, since (I — (I — S,,))(Qy) is a compact set, the
topological degree deg,, (R, 2,,p) in finite dimensional space X (™) is significant. We define the
Leray-Schauder topological degree of R as follows:

Deg(R,Q,p) = degn(Rn,Qn,p). (1'1)

2 Accretive mappings in fuzzy normed spaces

Definition 2.1. Let (X, N, T) is a fuzzy normed space and A be a nonempty subset of X. The
function

Da(t) =sup inf N(z—uy,s), teR
s<t T,YEA

is called the fuzzy diameter of A. If we have sup,.o Da(t) =1, then A is called a fuzzy bounded
subset; if sup,q Da(t) = 0, then A is called a fuzzy unbounded subset.

Remark 2.1. In the sequel, we call the nonnegative number a4 (t) = sup{e > 0 : there exist finite
subsets A;, i =1,--- ,n such that A C U ; A; and Dy, (t) > €} the fuzzy noncompactness mea-
sure of A.

The fuzzy noncompactness measure has many important basic properties. The following will
be useful in the sequel:
(i) aa(t) =1 for all ¢ > 0 if and only if A is a relatively compact set.

(ii) Assume that S : Dom(S) C X — X is a mapping and A is a fuzzy bounded set of Dom/(S).
If there exists a k € (0,1) such that

t
asa(t) > aa (k) , teR,

then S is called a k-set contraction mapping. If for any fuzzy bounded set A C Dom(S)
with aa(t) # 1, aga(t) > aa(t) for all ¢ > 0, then S is called a condensing mapping.

Definition 2.2. Let (X, N,T) is a fuzzy normed space. Then
1. A mapping S : Dom(S) C X — 2% is said to be accretive if

N(z—y,t) > Nz —y+ Mu—v),t), u€ Sz,ve Sy,z,y € Dom(S),\ > 0.

2. The mapping S is said to be mazimal accretive if
N(x —yo,t) > N(x — yo + A(u — vg), 1), x € Dom(S),A > 0,u € Sx,
then for any yo € Dom(S), we have vy € Syo.
3. The mapping S is said to be m-accretive if S is accretive and I + S' is surjective.
4. The mapping S is said to be strongly accretive if there exists a k € (0, 1) such that
N((A = B)(@ = 1),8) = N(A = D)z —y) +u—v,t) (2.1)

for all A > k, z,y € Dom(S), u € Sz, v € Sy.
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5. The mapping S is said to be dissipative (resp., mazimal dissipative) if (—S) is accretive
(resp., maximal accretive).

Proposition 2.1. Let (X, N,T) be a complete fuzzy normed space with T(t,t) >t for all t > 0.
Then S is m-accretive if and only if for any X > 0, I + \S is surjective.

Proof. The sufficient condition is obvious.
Necessity: Let S be a m-accretive mapping. Then I+ S is surjective. Hence for any given yo € X,
the equation yg € (I + AS)z has a solution x if and only if x = (I +8) " !(Atyg + A7 (X — 1)x).
Now we define a mapping R as follows:

R:z—X, Re=(I+S8) " "\lyo+A"(A=1)z] (2.2)

It follows from (2.2) that for each z € X,A\"1yo + A~} (A — 1)x — Rz € Sz. By the accretiveness
of S, we have

N(Rx — Ry,t) > N((x —y)A" ' (A = 1),)
- N

A
-y, —t X.

When A > 1/2, R: X — X is a contraction mapping. By [26], R has a unique fixed point in X,
i.e., there exists an w € X such that

w=Rw=(I+8) "N lyo+ A7 (A= Dwl.

This means that for any given yg € X, the equation yo € (I + S)(z) has a solution w and so
ran(I +AS) = X for all A > 1/2.

Similarly, by the induction, we can prove that ran(I +A"S) = X for alln > 1, A > 1/2. From
this we can especially obtain ran(l + AS) = X for all A > 0. This achieves the proof. O

Now, we give some properties of accretive mappings and their resolvents in fuzzy normed spaces.
Let (X, N,T) be a fuzzy normed space and let A be an accretive mapping in X. We put
Jr = (I +7rA)~" and A, = 1(I — J,) for every r > 0. Then Dom(J,) = ran(I +rA), ran(J,) =
Dom(A) and Dom(A,) = Dom(J,.) for every r > 0.
Firstly, we consider the properties of J,.:

Lemma 2.1. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space. Then J, is single-valued and
N(Jyx — Jry,t) > N(x —y,1t)
for every x,y € Dom(J,.), r >0 and t € R.

Proof. Let x,y € Dom(J,), r > 0 and t € R. Suppose that y;,y2 € J.z. Since A is accretive in
X,

N = 2,8) 2 Nl = + 75 (2 = 91) = ~(2 = 1)), )

= N(0,¢) = 1.

Hence we have N(y; — y2,t) = 1 and so y; = yo. There exist [x1,y1], [r2,y2] € A such that
x=x1 +ry; and y = x9 + ry and thus J,.x = x1, J.y = z2. Since A is accretive in X,

N(J.x — Jry,t) = N(x1 — 29,t) > N(z1 — 20 +1(y1 — y2),t) = N(x — y,t).
This achieves the proof. O
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Proposition 2.2. Let (X,N,T) be a fuzzy normed space. Then

1. If T(t,t) >t for every t € [0,1], then we have

N2z =), > N — 2,1
n

for allz € Dom(J?), r>0,t€eRandn=1,2,---

2. tx+ EXJpx € Dom(Jy) and Jyx = Jy (Lo + B Jpx) for all x € Dom(Jy), p,r > 0 and
teR.

3. N(Jpx —Jry, ) 2 N(erT(SU - er) -
p,r >0 andt eR.

Sy — Jpx),t) for all x € Dom(Jp), y € Dom(J;.),

Proof. (1) Let © € Dom(J"), r >0,t € Rand n =1,2,--- . By the assumption and Lemma 2.1,
we have

N(l(fo —1z),t) = N(J'x — x,nt)
n

>T(N(Jlxe — J~ 1x,t) (Jf,’flx—:zz,(n—l)t))
> mmﬁ —Jr e ), T(N(J e — T 22 1), - - -
T(N(Jx th) N(Jrz — )~--)))
> T(N ( 2, 1), T(N(Jrx — x,t),- -,

(Jr

( ) (er—x))))

(JTLL' - x7t).

(2) The proof follows similarity as in [4].
(3) Let x € Dom(Jp), y € Dom(J;), p,r >0 and t € R. Putting ¢ = L=, by (2),

q p—q
~x+ ——Jy,x € Dom(J,),
» P (Jq)

q pP—q T p
Jyxr=J, | —x +——Jpx | = J, x4+ —Jpx |,
P q<p D p) q(p—i—r p—l—rp)
1y T80y,

r r

q r—q p r

Jy=Jd, | = —Jy ) = J Joy .
Y q(ry+ r y) q<p+ry+r+p y)

By Lemma 2.1, we have

r p p
N(Jpx — Jy,t) =N | J, —J —J J, ,t
(Jpz v t) <q<p+rx+p+ x) q<p+ry+p+r py> )

Next, we consider the properties of A,
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Proposition 2.3. Let (X,N,T) be a fuzzy normed space. Then

1. IfT(t,t) >t for every t € [0,1], then we have
2
]V<147’aj - Ary?t) > N(f(x - y)7t)
T
for every x,y € Dom(J,.), r >0 and t € R.

2. Arx € Adyx for every x € Dom(J,) and r > 0, and

N(Ayz,t) > sup N(y,t)
yEAx

for every x € Dom(A) N Dom(J,) and r > 0.
Proof. (1) Let z,y € Dom(J,.), r > 0 and ¢ € R. Then by Lemma 2.1,

N(Arx - Ary7t) = N (,'1“(‘% - y) - %(JT:E - er)7t>

> (N G(f —y), ;) N (i(m ). T;))
T (N (i(x— y),t) N (i(x— y),t)>
>N (i(m —y),t) .

(2) Let © € Dom(J,.) and r > 0. By the definition, A,z € AJ.z. Let x € Dom(A) N Dom(J,)
and r > 0. Suppose y € Ax. There exists [x1,y1] € A such that x = x1 4+ ry; and so J,.x = ;.
By Lemma 2.1, we have

Y

N(Ayz,t) = N(z — Jyz,rt) = N(J.(x + ry) — Jrz,11)
> N(x+ry—az,rt) = N(y,t).

Thus, it follows that N(A,z,t) > sup,ec 4, N(y,t). This achieves the proof. O

Definition 2.3. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space and let A, B : X — 2% be operators. B
is said to be an extension of A if Dom(A) C Dom(B) and Az C Bz for every x € Dom(A). We
denote it by A C B.

Proposition 2.4. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space. If A is an m-accretive operator of X,
then A is a mazimal accretive operator of X.

Proof. Let B be accretive in X with A C B. Let » > 0 and ¢ € R. Let [z,y] € B. Since A is
m-accretive in X,  + ry € ran(I + rA). There exists [z1,y1] € A such that x + ry = 1 + ry;.
Since B is accretive and [z1,y1] € B,

N(x —x1,t) > Nz —x1 +7r(y —y1),t) = N(0,¢t) = 1.

Hence we have = x1 and thus y = y;. Therefore, [x,y] € A, that is, B C A and thus A = B.
Consequently, A is maximal accretive in X. This achieves the proof. O
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Proposition 2.5. Let (X,N,T) be a fuzzy normed space and [zg,y0] € X x X. Then A is
mazimal accretive in X if and only if

N(.’L’ —!L'(),t) 2 N(.’E—Qﬁo +T(y—y0),t)
for every [z,y] € A, r > 0 and t € R implies [xo,yo] € A.

Pmof Let A be maximal accretive in X. Put A = AU [0, y0]- Then A is accretive in X and
A C A. Since A is maximal accretive in X, A = A. Hence [z0,y0] € A. Conversely,let B be
accretive in X with A C B. Let [u,v] € B. Since B is accretive in X, for every [z,y] € A,r >0
and t € R, we have

N(z —u,t) > Nz —u+r(y —v),t).

By the assumption, [u,v] € A and so B C A. Hence A = B. Therefore A is maximal accretive in
X. O

Proposition 2.6. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space and A be accretive in X. Then there
exists a mazximal accretive operator containing A.

Proof. Let B = {B : B is accretive in X and A C B}. Then (B,C) is a partially ordered set.
Let ¥ be a totally ordered set with ¥ C B. it is easy to show that ¥ has an upper bound. By
Zorn’s lemma, there exists a maximal element in 5. This is a maximal accretive operator of X
containing A. O

Next, consider the closeness of accretive operators

Proposition 2.7. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space and let A be accretive in X. Then the
closure A of A is also accretive in X.

Proof. Let [x1,v1], [r2,92] € A. Then there exist [T1,,Y1n], [T2n,y2n] € A such that xy, —
T1,Ton — T2,Y1n — Y1 and yo, — y2. Let » > 0 and ¢ € R. Since A is accretive,

N(z1p — on,t) > N(Z1n — Tan + 7(Y1n — Y2n), 1).
Since N is lower semi-continuous on X, as n — oo, we have
N(zy — 29,t) > N(x1 — 22 + r(y1 — y2), t).
Hence, A is accretive in X. This achieves the proof. O

Proposition 2.8. Let (X, N,T) be a complete fuzzy normed space and let T be continuous with
T(t, t) >t for every t € [0,1]. Let A be accretive in X. If A is closed, then ran(I + rA) is also
closed fir every r > 0.

Proof. Let z, € ran(I + rA) such that z, — z. Then by assumption, {z,} is also a Cauchy
sequence in X. There exists [z,,yn] € A such that x,, + ry, = z, and so J,.z, = x,. Since A is
accretive, for every t € R, we have

N(zp — Xm,t) = N(Jpzn — Jrzm, t) = N(zn — 2m, t).
Hence, it follows that

lim N(z, —2xm,t) > lLm N(z, — 2, t) = N(0,t) =1

n,MmM—00 n,m—00
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for every t > 0. Thus limy, 0o N(2y, — Zm,t) = 1 for every t > 0. Therefore, {z,} is a Cauchy

sequence in X. there exists z € X such that z,, — 2 and so y, = (2, — x,) = 1(z — z). Since

A'is closed, [z, (2 — )] € A. Hence z € x4+ rAz € r(I 4+ rA). Therefore, ran(I + rA) is closed.
This achieves the proof. O

Proposition 2.9. Let (X, N, T) be a fuzzy normed space and A be mazimal accretive in X. Then
A is closed.

Proof. Let [y, yn] € A and z,, — xo, yn — yo. Let 7 > 0 and ¢t € R. Since A is accretive, for
every [x,y] € A, we have

N(x —zp,t) > N(x — xp +7(Yn — Y0), t).
Since N is lower semi-continuous on X, as n — oo,
N(z —xo,t) = N(z — 20 +7(y — ¥0),1).

Since A is maximal accretive, by Proposition 2.5, [z, yo] € A. Hence A is closed. This achieves
the proof. O

Corollary 2.1. Let (X, N,T) be a fuzzy normed space. Then
1. If A is m-accretive in X, then A is closed.

2. If A is mazimal accretive in X, then Az is a closed subset of X for every x € Dom(A).

Proposition 2.10. Let (X,N,T) be a fuzzy normed space and A be accretive in X. Let C be a
closed convex subset of X andp >r > 0. IfC C ran(I+rA) and J,C C C, then C C ran(I+pA)
and J,C C C.

Proof. Let x € C and p > r > 0. Define S : C — C by Sz = J, (%x—i— p;Tz) for every z € C.
Let t € R. By Lemma 2.1, for every 21,20 € C, we have

N(Sz — Sz,t) = N <Jr (Ta:+pTz1> —J, (Tx+przz> ,t)
p p p p
ZN(p;T(Zl —Zg),t).

Since 0 < pp%r < 1, by [15], there exists a point z € C uniquely such that Sz = z. It follows that
x € z+ pAz C ran(I + pA). Thus C C ran(I + pA) and J,C C C. This achieves the proof. O

Finally, we consider the convergence of resolvents of accretive mappings in fuzzy normed
spaces.

Proposition 2.11. Let (X, N, T) be a fuzzy normed space and J, be the resolvent of an accretive
operator A for every r > 0 and T be continuous. Then

lim Joa=z, =z¢€ ﬂ Dom(J,) N Dom(A).

0+
= r>0
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Proof. Let x € (oo, Dom(J,) N Dom(A) and ¢t € R. By (2) of Proposition 2.3, as r — 0T,

r>0

t t
N(J,x —z,t) =N (ATJJ, ) > sup N (ya ) —1
T yEAx r

for every ¢ > 0. Thus we have lim,_,q+ N(J,z — z,t) = 1 for every ¢ > 0. Hence lim, o+ J,.x =
x. O

Proposition 2.12. Let (X, N, T) be a fuzzy normed space and J,. be the resolvent of an accretive
operator A for every r > 0 and T(t,t) >t for every t € [0,1]. Then

lim N (er,t> = lim N(A4,z,t)= sup N(y,t)

r—oo r =00 yEran(A)
for every x € (,q Dom(J,) and t € R.

Proof. Let € (,.oDom(J;) and t € R. Put d; = sup,e,qp(a) N(y,1). Since A,z € AJ.x C
ran(A) by (2) of Proposition 2.3, N(A,x,t) > supyc,qn(a) N(y,t) = di. Thus lim, o N(A,2,t) >
di. Let a € (0,1). By the definition of dn;, for every ¢ > 0, dot — € < N(yo,at) for some
[z0,y0] € A. By Proposition 2.3, we have

N(AT'J:’ t) = N(API - Ar-rO + A7-$0, (1 - Oé)t + O[t)
> T(N(A.x — Arxg, (1 — a)t), N(A,z0, at))

2
>T (N (T(a: —xq), (1 — a)t) ,N(A,.xo,ozt)) .
Thus, it follows that

lim N(A,,t) > lim T <N (i(z — ), (1 — a)t> ,N(A,z0, at))

77— 00 T—00
2
>T <hm N ((a: — 1), (1 — a)t) , lim N(Arxo,ozt))
r—00 r r—00
— T(1, lim N(A,a0,at))
r—>00
> sup N(y,at) > N(y,at) > dat — €.
yeAxg

Since € is arbitrary, as € — 0", lim,._,
dy. Therefore, lim, o N(A,x,t) = d;. The second equality holds.
Next, consider the first equality. Let o € (0,1). From

N (J;x,t) :N(Arﬂ?— $’t> 2T(N(AT.x,at),N(%y(l_a)t))’

we have

lim N (‘];“,t) > lim T(N(A,,m,at),N (%,(1 foz)t))

77— 00 T—00
>T ( lim N(A,z,at), lim N (5 1- a)t)>
r—00 r—00 r

> lim N(A,z,at).

r—00
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Asa — 17, lim, , N (£2£,¢) > lim,_,  N(A,z,t). Similarly, lim,_, . N(A4,z,t) > lim,_,
lim, , . N(A,z,t) = lim N (J”’,t). This achieves the proof. O

=22r—00 r

3 Perturbations and Zero Points for Equations with Ac-
cretive Mappings in Fuzzy normed spaces

In this section, we shall study the perturbation and the existence problems of zero points for
nonlinear equations with accretive mappings in fuzzy normed spaces. In the sequel we al-
ways assume that (X, N,T) is a fuzzy normed space and T is a continuous t-norm satisfying
SUpgcic1 L(t,t) = 1.

Lemma 3.1. Let D be a nonempty open set of X and S : D — 2X be a strongly accretive
mapping.

1. Let C ={x € D : there exists t < 0 such that tx € Sz}. If 6 € D, then C is fuzzy bounded,

2. Letu, € Sz, and {x,—uy,} be fuzzy bounded. Ift, € (0,1] andt, — to, zn = (1—t,)xn+t,,
up =y, then {x,} is a Cauchy sequence of X.

Proof. (1) If € C, then there exists a t < 0 such that tx € Sz. Since S is strongly accretive,
we have
N(A=k)(x—0),s) > N(A=1)(z —0) + (tx — v),s) (3.1)

for all A > k, k € (0,1) and v € S0 is a given point. Let A =1 —¢ and so A > k. By (3.1), we
have
N({(1—-t—k)x,s) > N(—v,s) = N(v,s)

and so N(v,s) > N(v,(1 —t—k)s) > N(v,(1 — k)s). This implies that C' is fuzzy bounded.
(2) Since
N(A=k)(xn — 2m),5) = N((A = 1)(zn = 2m) + (Un — tm), 5) (3.2)

for all A > k, letting A = ¢,;! and substituting it into (3.2), we have
N((1 =kt )t (wn — 2m),8) > N((1 = tp)xn + tntn — (1 — t0) T — tnlim, tns).
This implies that
N(zp — Zim, 8) = N(2n — 2m + (tm — tn) (X — Um), (1 — ktp,)s).

So, we have

1-— 1-—
N(xn — T, 8) Z T (N (zn — Zm, thns) 7N <xm — Um, ktn 8)) .

t, —tn 2

Hence we have lim,, 00 N (T — T, s) = 1 for all s > 0 and so {z,} is a Cauchy sequence of
X. This achieves the proof. O

Theorem 3.1. Let (X,N,T) be a complete fuzzy normed space with a continuous t-norm T,
D C X be an open subset and S : D — X a single-valued continuous strongly accretive mapping.
Suppose further that the following conditions are satisfied:
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(i) S maps a fuzzy bounded set into a fuzzy bounded set,

(ii) for anyt € [0,1], tI + (1 —t)S is an open mapping,
(iii) there exists some z € D such that for each x € D and each t < 0, t(x — z) # Sx.
Then the equation Sz = 0 has a solution in D.

Proof. Without loss of generality, we can assume that z = 6 (otherwise, we can make a translation
for D and S). Define a mapping L; : D — X by

Li(z) = (1 -tz +tSx,  te[0,1],

and let M = {t € [0, 1] : there exists z € D such that § = ¢:(z)}. It is obvious that § € M and
so M # .

Now we prove that M is a closed set. In fact, let {¢,,} be a sequence in M and ¢,, — to. Hence
there exists x,, € D such that § = L; (z,),n =1,2,--- . Then we have

1-1,

By Lemma 3.1, {,} is fuzzy bounded and so {z, — Sz, }3° is a fuzzy bounded set. By Lemma
3.1, {z,}22, is a Cauchy sequence. Let z,, — xo. Hence (1 — to)x, + toSxzo = 0, ie., to € M.
This shows that M is a closed set.

Now we use the method of reduction to absurdity to prove sup M = 1. If sup M # 1, then
there exist {3 € M and a sequence {t,} C [0,1], ¢, € M such that t,, — ¢1. Since § = Ly, (z1),
where x7 is a point in D, let C' be an open neighborhood of 21 and C C D. It is obvious that

yn:LtnELtn(C)7 n=12--

Since 6 ¢ L, (C) and L, (C) is an open set, {ty, : t € [0,1]} N L, (9C) # 0. Now we prove that
L, (D) is a closed set for n = 1,2,--- . In fact, if (1 —t,)z; +t,S71 — 2z as n — oo, it follows
from

N((l - tnk‘)t;l(xﬂ — JJ,‘Q),L‘) Z N((l - tn)t;2($i1 — l‘ig) + (Sl‘il - S.I‘iQ),t)

for all ¢ > 0 that
N((1 = tpk)(wir — wi2),t) > N(Ly, (vi1) — Ly, (Ti2), 1)

for all t > 0. Hence we have z; — x9 € C and so z = L; (x9) € Ly, (C). This implies that
Ly, (C) is a closed set.

Next, we have OL; (C) C L;, (0C) and there exists a point x,, € dC such that L; (x,) €
{tyn : t € [0,1]}. Since y, — 0, Ly, (x,,) = 0. Let 2z, = Ly (zy) = (1 — ty)xn + tSx,. Since we
have

N(A=k)(zn —0),8) > N((A—=1)(z,, —0) — (1 — tp)t;,  p + 1, 2 — 0, 5)

for all A > k, s > 0, where v = S0, taking A =t !, we have N((1 — t,k)t; ‘2, s) > N(t, (2, —
t,v), s) for all s > 0, i.e.,
N(zpn,s) > N(x, — tpv,s(1 — k)).

This implies that {z,} is fuzzy bounded and so {x,, — Sz, } is fuzzy bounded. By Lemma 3.1(2),
T, — 1o € OC and hence we have

(1 —t1)xs + 1522 = 6.
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Since N((\ — k)(zg —1),8) > N((A — 1)(x2 — 1) + Szo — Sz1, ), letting A = ¢!, we have
N((]. — tl)t;l(‘rQ - xl), S) 2 ].,

which implies that x1 = x4, which is a contradiction. Hence sup M = 1 and so there exist ¢, — a,
Zn € D such that (1 —t,)z, + t,Sz, = 0.

By the same way stated above, we can prove that {z,,} is fuzzy bounded and so z,, — z¢ € D,
Sxo = 6. This implies that the equation Sz = # has a solution in D. This achieves the proof. [J

Corollary 3.1. Let (X,N,T) be a complete fuzzy normed space, Q0 be an open set of X, 6 € Q,
S :Q — X be a continuous strongly pseudo-contraction mapping, I —tS an open mapping I —tS
be a mapping from a fuzzy bounded set into a fuzzy bounded set. Suppose that for each x € OS2,
Sx # Ax for all \ > 1. Then S has a fized point in Q.

Proposition 3.1. Let (X, N,T) be a complete fuzzy normed space with T'(t,t) > t for allt € [0, 1].
Let S : D — 2% be a strongly accretive mapping and D be a nonempty closed set of X. If
D c (I+S)(D), then S has a zero point in D.

Proof. Since S is a strongly accretive mapping,
N((A = k)@ = 9).8) = N(A = 1)@ — ) +u—0,t)
for all u € Sz, v € Sy, z,y € D, A >k, k € (0,1). Letting A = 2, we have
N(2=k)[I+8) 2= (I+8) w,t)>N(z—w,t)

for all z,w € (I + S)D. This implies that (I +S)~! : D — D is a contraction mapping and so
there exists a fixed point in D, i.e., there exists z such that g = (I + S)_lxo. Hence we have
0 € Sxg. This achieves the proof. O

Corollary 3.2. Let (X, N, T) be a complete fuzzy normed space with T(t,t) >t for allt € [0,1].
Let S : D — 2X be a strongly accretive mapping and D be a nonempty closed set of X. If
(I +S)D = D, then ran(S) = X.

Proof. For any given p € X, let Sy = S — p. By Proposition 3.1, the equation p € Sz has a
solution in D. This achieves the proof. O

Remark 3.1. Assume that (X, N,T) is a complete fuzzy normed space with T'(t,t) > ¢ for all
t € [0,1], © is a nonempty open subset of X, S; : Q@ — 2% is accretive mapping, Sy : @ — X is
a continuous condensing mapping such that S»(Q) is fuzzy bounded and S2(Q) C (I + 51)(9).
Now we consider the existence problem of solutions for the following multi-valued equation:

e (l+5 —S)(x). (3.3)

Since S; is accretive, (I + S1)~! is a nonexpansion mapping. Therefore the equation (3.3) is
equivalent to the following equation:

x € (I+ Sl)_152$. (34)

It is easy to know that (I + S;)~1S5 is a condensing mapping.
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If S: Q — X is a continuous k-set contraction mapping, k € (0,1), S(Q) is a fuzzy bounded
set, 0 ¢ (I —5)(09), and denote

D= ()Dn Di=70(S@Q)), D,=e0(Dp_1N0),n>2.
n=1

If there exists an ng such that D,,, = 0, then we define the topological degree as:
deg(I — 5,9,0) =0.

If D is a nonempty set of X, it is easy to see that D is a compact convex subset of X. By J.
Dugundji [9], there exists a retraction 7 : X — D. Letting

S, =87r:Q— D,

then S, is a compact mapping and 6 ¢ (I — S,.)(992). The topological degree deg(I — S, 2, ) has
meaning [15], and we define

deg(I — S,,Q,0) = deg(I — 5,9,0). (3.5)

It is easy to prove that the topological degree defined by (3.5) is well-defined (see [1, 2] and [5]).
If S:Q — X is a continuous condensing mapping, S(2) is a fuzzy bounded set and 6 ¢
(I — 5)(0R2), then there exists a ty > 0 such that

sup N(xz — Sz, t9) =p < 1.
€N

Since S(Q) is fuzzy bounded, when k € (0,1) and k is sufficiently near 1, then we have

. to
o250’ (5%(1@) > p

Let Sy = kS. Then Si is a k-set contraction mapping, 0 < k < 1. When k is sufficently near 1,
it follows from the following inequality:

o=z N (s=5. ) v (555855

for all x € 99 that
t
N(x — Sz,tg) > N (w—Skm,20> , €N

Therefore, we have 6 ¢ (I —S)(9) and so the topological degree deg(I — Sk, 2, ) is well-defined.
We define

deg(I — S5,9,0) = deg(I — Sk, 2, 0). (3.6)

Now we turn to discuss the existence problem of solutions of equation (3.3). If ¢ (I + 51 —
So)(z) for all x € 99, then z ¢ (I + S1)" 1S9z for all z € 9. Hence the topological degree
deg(I — (I + S1)715%,9Q,0) is well-defined.
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Theorem 3.2. Let (X, N,T) be a complete fuzzy normed space with T(t,t) >t for all t € [0,1],
Q C X be an open subset and 6 € Q. Suppose that S : Q — 2% is an accretive mapping,
Sy 1 Q — X is a continuous condensing mapping and So(Q) is a fuzzy bounded set and for any

€ (0,1], tS2(Q) C (I +tS1)(Q). If for any x € O and any X\ > 1, Az ¢ (S — S1)(x), then the
equation 0 € (I +S1 — Sa2)(z) has a solution in Q.

Proof. Since Az ¢ (S2 — S1)(z) for any z € 0Q and any A > 1 and S; is accretive, we have
x 7é (I + tSl)il.tSQ.T, x € 0f.

Since (I +tS7)"1.tSy : [0,1] x © — X is continuous condensing, the topological degree deg(I —
(I +S1)71.tS2,Q,0) is well-defined and it is independent of ¢ € [0,1]. Hence we have

deg(I — (I +81)7"55,Q,0) = deg(I —0,9,0) = 1.

This implies that the equation 6§ € (z + Sz — Szx) has a solution in Q. This achieves the
proof. O

Corollary 3.3. Let (X,N,T), Q be the same as in Theorem 3.2. Suppose that Sy : Q — 2%
is an m-accretive mapping, So : Q — X is a continuous condensing mapping and So(Q) is
fuzzy bounded. If for any x € IQ and for any A > 1, Az ¢ (So — S1)(x). Then the equation
0 € (I+ 51— S2)(x) has a solution in Q.

Corollary 3.4. Let (X, N, T)LQ be the same as in Theorem 3.2. Suppose that Sy : Q — 2%
is an accretive mapping, Sz : @ — X is a continuous condensing mapping and S2(2) is fuzzy
bounded and for any t € (0,1], tS2(Q2) C (I +151)(Q). If N(S2x — f,t) > N(z,t) for all x € 09,
f €Sz, t >0, then 6 € (I +51 — S2)().

Proof. Without loss of generality, we can assume that 6 ¢ (I +.57 —S2)(9). if for some xy € 9N

and some A > 1 such that A\zg € Saxg — Sixo, then we have
N()\.%‘O,t) ZN(LL‘(),t), t>0,

and so we have zp = 6, which is a contradiction. Hence for any x € 9Q and A > 1, Az ¢
(I + 51 — S2)(x). The conclusion follows from Theorem 3.2 immediately. This achieves the
proof. O

Lemma 3.2. Let (X, N,T) be a complete fuzzy normed space with T'(t,t) >t for all t € [0,1].
Let © be an open subset of X, 6 € Q. Suppose that Sy : Q — X is a continuous mapping and

S5(Q) is a compact set. Suppose that S1 : X — X is a continuous dissipative mapping, S1(952)

is a fuzzy bounded set and that So(Q2) C (I — S1)(X). If
N(Syx + Syux,t) < N(z,t), t>0,z€0Q,u€l0,1],
and for any x € 9Q, = # (S1 + S2)z, then
deg(I — (I — S1)718,,Q,0) = 0.

Proof. Since S is dissipative, (—S1) is accretive. Next, since for any x € 0Q, z # (S1 + S2)(z),
the topological degree deg(l — (I — S1)™152,9,0) is well-defined. Now we prove that

0¢ |J Iul—(I-5)""5]09). (3.7)

nelo,1]
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Suppose that this is not the case. Then there exist p, — po, z, € 992 such that
Y = iy — (I — 1) 1Sz, — 6.

Since we have N(xzp,t) > N(S1z, + Sazp,t) for all ¢ > 0, {x,} is fuzzy bounded. In the sequel,
we discuss two cases:

(a) If o = 0. Since Sz, = (I—51)(un®n+yn) and y, — 0, ppx,+yn — 6, by the continuity of
Sy and Sy, we have Sy, + 51y, — 6. Besides, since N(xy,,t) > N(Sox,+S1tinTn,t) — 1
for all t > 0, x,, — 0 € 9N, which is a contradiction.

(b) If o # 0. Since {(I —S1)~ S22, } has a convergent subsequence, without loss of generality,
we can assume that (I — S1)~'Sax, — yo and so @, — g yo. Hence we have

(I —81)"'Son — yo = (I — S1) Sk )vo-

This shows that yo = po(yo/to) = S1to(yo/po) + S2(po) tyo. It is obvious that pug # 1.
Again since we have

N(yo/pmo,t) > N(Sa(pto) o + Sipopo 'y, t) = N(1o-yo/ o, t)

for all t > 0, N(yo/po,t) = 1 for all ¢ > 0 and so we have yo = 6 € Q, which is a
contradiction.

Summing up the above discussion, we know that (3.7) is true. Hence by [15], we have
deg(I — (I — S1)7152,9,0) = 0. This achieves the proof.

O

Theorem 3.3. Let (X, N,T) be the same as in Lemma 3.2. Let Q1,s be two open sets of X,
0 CQ and Uy # Qy. Let S;: X — X be a continuous dissipative mapping, So : Qo — X

be a continuous mapping, S2(Qa) be a compact set and tS2(Qa) C (I —tS1)(X) for all t € (0,1].
If one of the following conditions is satisfied:

(i) For any x € 0R), N(z,t) < N(Siz + Saz,t) for all t > 0; for any x € 09, p € [0,1],
N(Soz + S1px,t) < N(z,t) for allt > 0 and S1(00) is fuzzy bounded,

(it) for any x € e, p € [0,1], N(Se2x + Siux,t) < N(z,t) for allt > 0 and S1(0Q2) is fuzzy
bounded; for any x € 00, N(x,t) < N(Syz + Sex,t) for all t > 0.

Then Si + So has a fized point in Qs \ Q.

Proof. It suffices to prove that the conclusion is true under under the condition (i). Without loss
of generality, we can assume that S; + S has no fixed point on 9Q; and 9Qy (otherwise, the
conclusion has been proved). From N (z,t) < N(S1 + Sax,t) for all z € 9Qy and for all ¢t > 0, it
follows that for any « € 9Q1, A > 1, Az # (S1 + S2)(x). Hence we have

deg([ - (I - 51)7152,92,0) =1.
By Lemma 3.2, it follows that deg(/ — (I — S1)™152,Q1,6) = 0 and so
deg([ - (I - 5’1)_152, QQ \ Ql, 9) =1.

This implies that S; + Sz has a fixed point in Q5 \ ;. This achieves the proof. O
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Resumen

El algoritmo estd disefiado a partir de un método que resulta una adaptacién del método
de diferencia finita para problemas de valor de frontera. En el procedimiento se utiliza el
método iterativo de Gauss-Seidel para resolver el sistema lineal producido. En la estructura
se permiten diferentes tamafios de red en los ejes. Para visualizar la ejecucién del algoritmo
se incluye la solucién numérica de un problema particular.

Palabras y frases clave: algoritmo, ecuacién de Poisson, ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, solucién numérica, diferencias finitas.

Abstract

The algorithm is designed from a method that results in an adaptation of the finite dif-
ference method for boundary value problems. In the procedure, the iterative Gauss-Seidel
method is used to solve the linear system produced. Different network sizes in the axes are
allowed in the structure. To visualize the execution of the algorithm, the numerical solution
of a particular problem is included.

Key words and phrases: algorithm, Poisson’s equation, differential equations in partial
derivatives, numerical solution, finite differences.

1 Introduccion

Las situaciones fisicas que involucran m&s de una variable se pueden expresar frecuentemente
usando ecuaciones que contienen derivadas parciales [6]. En este trabajo presentamos un algoritmo
que ejecuta una de las técnicas disponibles para aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales que involucran dos variables, mostrando cémo pueden aplicarse a ciertos problemas
tipicos [1].
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2 Ecuaciones diferenciales parciales elipticas

La ecuacién diferencial parcial eliptica que consideraremos es la ecuacién de Poisson,
0%u 0%u
2 _

para (z,y) € Ry

u(z,y) = g(z,y) para (v,y) € S,
donde

R={(z,y)|la<x<b c<y<d}

v S denota la frontera de R, véase [2]. Para esta discusién supondremos que f y g son continuas
en sus dominios con lo que se asegura una solucién tnica de la ecuacién (1).

El método que usaremos es una adaptacion del método de diferencia finita para problemas de
valor de frontera [12]. El primer paso consiste en escoger dos enteros m y m, y en definir los
tamafios de pasos hy k por h=(b—a)/ny k= (d—c)/m.

Partiendo el intervalo [a,b] en n partes iguales de longitud h y el intervalo [c,d] en m partes
iguales de longitud k, ver la figura (1), da una manera de asociar la red al rectdngulo R pasando
rectas verticales y horizontales por los puntos con coordenadas (x;,y;) donde

r; =a+1th paracadai=0,1,...,n,

y y; =c+jk paracadaj=0,1,..,m.

Y

A

»

d_

L [ \

Xo=a X; X2 X3 X4 b

> X

Figura 1. Lineas de red y puntos de red.

Las rectas * = z; y y = y; se llaman lineas de red y sus intersecciones se llaman puntos de red
[10]. Por cada punto de red en el interior de la malla (z;,y;), i =0,1,...,n—1yj=0,1,....,m—1
usamos la serie de Taylor en la variable x alrededor de x; para generar la férmula de diferencia

centrada o2 ( ) ( ) ( ) 12 5
Fu, o u@ip1,ys) — 2ul@s, ;) tulzio,y) 0w
oz (i Ys) = h2 13 g (& Yi)

donde & € (z;—1,i4+1) y la serie de Taylor en la variable y alrededor de y; para generar la férmula
de diferencia centrada

0%y w(zi,yjv1) — 2u(mi, yi) +ulzi,yj—1)  k? 0
Tyg(xz’»yj) = L2 - ﬁ@(xi’nj)’
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donde 7; € (Yi—1,Yi+1)-
Usando estas férmulas en la ecuacién (1) podemos expresar la ecuacién de Poisson en los puntos

(xi,y;) como:

w(Zit1,Y5) — 2u(zi, y;) + w(@i—1,y;) n w(xs, Yj+1) — 2u(wi, y;) + w(xs, yj—1) _

h? k2

h? 9% k2 0*u
= f(xi,y;) + E@(fu%) + E@(zi,ﬁj)

para cadai=0,1,..,(n—1)y 7 =0,1,...,(m — 1), y las condiciones de frontera como

u(zo,yj) = g(xo,y;) paracada j=0,1,..,m,
u(Tp, Y;

u(xi, Yo

Zn,y;) paracada j=0,1,...,m,

)
)
) ZiyYo) para cada i =0,1,...,n — 1,
)

Ti,Ym) paracadai=0,1,..,n—1,

En la forma de ecuacién de diferencia, esto da lugar a un método llamado diferencia centrada
con error de truncamiento local de orden O (h2 + k2), que puede escribirse como:

[(2)'

paracadai=0,1,..,(n—1)yj=0,1,....,(m —1),

h 2
Wy — (Wit +Wi15) — (k) (wij +wij—1) = —th(ﬂ%yj)’ (2)

wo,; = g(wo,y;) paracadaj=0,1,..,m,

(
Wn; = g(Tn,y;) paracadaj=0,1,..,m, (3)
wi o = g(xi,y0) paracadai=0,1,...,n—1,

(

Wim = g(s,Ym) paracadai=0,1,..,n—1,

donde w; ; aproxima a u(z;,y;).
La ecuacién tipica (2) involucra aproximaciones a u(x,y) en los puntos

(@im1,y5) (@i, ¥5) (@ie1, ¥5) (@4, Yi—1) (@4, Yjg1)-

Reproduciendo la porcién de la red donde estdn localizados estos puntos, figura (2), vemos que
cada ecuacién contiene aproximaciones en una regién en forma de estrella alrededor de (x;,y;).
Si usamos la informacién de las condiciones de frontera (3) donde sea apropiado en el sistema
dado por (2), esto es, en todos los puntos (z,y) que estdn adyacentes a un punto de red en la
frontera, tendremos un sistema de (n—1)(m—1) ecuaciones lineales con (n—1)(m—1) incdgnitas,
siendo las incégnitas las aproximaciones w; ; de u(z;,y;) para los puntos interiores de la red.
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<

Yi+1 R
Yj RDRRXXD
¥

a X1 X Xisg b
Figura 2. Porcion de la red en forma de estrella.

El sistema lineal que contiene a estas incognitas puede expresarse mas eficientemente para los
célculos de la matriz si se introduce un renombramiento de los puntos interiores de la red [7].
Una manera recomendable de etiquetar estos puntos tomando P, = (z;,y;) y w; = w; ;j, donde
l=i+(m—-1—j)(n—1)paracadai=0,1,...,(n—1)y j=0,1,...,(m —1) [4]. Esto, de hecho,
reordena los puntos de red consecutivamente de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
Por ejemplo con n = 4 y m = 5 esta reordenaciéon da por resultado una malla cuyos puntos se
muestran en la figura (3). Marcando los puntos de esta manera asegura que el sistema necesario
para determinar w; ; serd una matriz banda con espesor de la banda lo més 2n — 1, véase [11].

y
F Y
Y5 L
P, P, P;
Y4 L
P, P; Ps
Y3 L
P; Pg Py
Y2 -
Pio Pn P>
Yi
Yo
| | | L
Xp X1 X2 X3 X4

Figura 3. Puntos de una malla.

3 Problema particular

Considérese el problema de determinar la distribucién estacionaria de calor en una ldmina del-
gada de metal en forma de cuadrado con dimensiones de 0,5 metros por 0,5 metros, la cual se
mantiene a 0°C en dos fronteras adyacentes mientras que el calor en las otras fronteras se va
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incrementando linealmente de 0°C en una esquina a 100°C donde estos lados se encuentran Si
ponemos los lados con condicién de frontera cero a lo largo de los ejes = y ¥, el problema se
expresard matematicamente como:

)+ T =0,
para (x,y) en el conjunto R = {(z,y)| 0 < < 0,5, 0 < y < 0,5} con las condiciones de frontera
u(0,y) =0, u(z,0) =0, u(z,0,5) = 200z, u(0,5,y) = 200y (4)
Si n =m = 4, la malla del problema es la dada en la figura (4) y la ecuacién de diferencia (2) es
dw; j — Wig1,j — Wi—1,5 — Wi j—1 — Wi j41 =0

paracadai=1,2,3y j=1,2,3,

y
A
05 u(x,0.5) = 200x
Py P, P;
u(x,y)=0 P, Ps Ps u(0.5,y) =200y

P, Ps P,

u(x,0)=0 0.5

Figura 4. Malla del problema.

Expresando esto en términos de los puntos interiores de la red reetiquetados w; = u(P;) implica
que las ecuaciones son:

4wy —wp —wg = wo3+ w4,
4wy — w3z — w1 — W5 = Wa4,

4wz —wp —we = w43+ w34,
dwy —ws —wi1 —w7 = wo,,

dws — wg —wy —wy —wg = 0,

dwe —ws —w3z —wyg = Wy,

4wy —wg —wyg = Wo,1 + Wi,
dwg — wg — Wy —wWs = W0,

dwg —wg —wg = w3+ wq,1,

donde los lados de la derecha de las ecuaciones se obtienen de las condiciones de frontera [3]. De
hecho, las condiciones dadas en (4) implican que

wi,0 = W2,0 = W3,0 = Wo,1 = Wo,2 = Wo,3 =0
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W14 = w1 =25, wag =wy2 =50y
W34 = Wy 3 = 75.

El sistema lineal asociado con este problema tiene la forma

4 -1 0 -1 0O o0 o0 0 O wy 25
-1 4 -1 0 -1 0o 0 0 O Wy 50
0 -1 4 0 0 -1 o 0 0 w3 150
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 Wy 0
0 -1 0 -1 4 -1 0 —1 0 ws | = 0
0o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 We 50
0o 0 0 -1 0 0 4 -1 0 wy 0
o 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 wg 0
. 0 0 0 0 0 -1 0 -1 4 | | wy | | 25 |
Los valores de wi,ws, -+ ,wg que se encuentran aplicando el método de Gauss-Seidel a esta
matriz, estan dados como sigue:

i |1 |2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7T ] 8 | 9
w;; | 18.75 [ 37.50 | 56.25 | 12.50 | 25.00 | 37.50 | 6.25 | 12.50 | 18.75

Las respuestas son correctas, ya que la solucién u(x,y) = 400zy tiene

o*u o*u
@(x,y) = @(x,y) =0,

asi que el error de truncamiento es cero en cada paso.

El problema que consideramos tiene un tamano de red de 0.125 en cada eje y requiere la solucién de
solamente un sistema lineal de 9 x 9. Esto simplifica considerablemente la situacién y no introduce
los problemas computacionales que se presentan cuando el sistema es mucho més grande [4]. El
algoritmo que se presenta a continuacién utiliza el método de Gauss-Seidel para resolver el sistema
lineal producido y permite diferentes tamafios de red en los ejes.

4 Algoritmo de diferencia finita para la ecuacion de
Poisson

Para aproximar la solucién de la ecuacién de Poisson

0%u d%u
@(x,y)Jr 672(“’) = f(z,y), a<z <b, c<y<d,

sujeta a las condiciones de frontera

u(z,y) =g(z,y) siz=a o x=by c<y<d
y u(x,y)=glxy) siy=coy=dyasz<b,

se establece el siguiente algoritmo
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Entrada: puntos extremos a,b, ¢, d;
m,n € Z;
tolerancia TOL;
nimero maximo de iteraciones LBOUN D.
Salida: aproximaciones w; ; a u(z;,y;) para cada¢=0,1,...,n—1y j=0,1,...,m—1
o un mensaje de que el nimero de iteraciones fue excedido.

1. Calcular h = (b —a)/n;
k= (d—c)/m.
(Los pasos 2 y 3 construyen los puntos de red)

2. para ¢ =1,2,....,n — 1 hacer
calcular z; = a + ih.

3. para j=1,2,....m —1 hacer
calcular y; = ¢+ jk.

4. para ¢ =1,2,....,n — 1 hacer
para j=1,2,...m— 1 hacer
calcular w; ; = 0.

5. Calcular A\ = h?/k?;
p=2(1+N);
=1

6. (Los pasos del 7 al 20 realizan iteraciones de Gauss-Seidel)
mientras [ < LBOUND hacer

7. Calcular z = (—h?f(z1, Ym—1) + 9(a; Ym—-1) + Ag(x1,d) + A1 -2 + W2 m—1)/ 145
NORM = |Z - w17m_1|;

Wim—-1 = 2.

8. para ¢=2,...,n — 2 hacer
calcular z = (_h2f(miaym71) +Ag(i,d) + Wit m—1 + Wit1.m—1 + AW m—2)/14;
si |wim—1— 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |w; m—1 — 2|;
Calcular w; pm—1 = 2.

9. Calcular z = (—h%f(p—1,Ym-1) + 9(b,Ym—1) + Ag(Tn—-1,d) + Wn—2.m—1 + AWn—_1.m—2)/1;

si |wp—1,m—1 — 2| > NORM entonces
Calcular wp—1,m—1 = 2.

10. para j=m —2,...,2 hacer (Seguir los pasos 11, 12 y 13)

11. Calcular z = (—h%f(x1,y;) + g(a, yj) + dw1 j41 + Aw j—1 + wa ;) /1
si |wy; — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |wn j — zJ;
Calcular wy ; = .
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12. para ¢=2,...,n — 2 hacer
Calcular z = (—h? f(zi,y;) + wi—1j + AW j41 + Wit1,j + Awi j—1)/ 1
si |w;; — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |w; j — z|;

Calcular w; ; = z.

13. Calcular z = (=h*f(zn—1,4;) + 9(b,y;) + Wn—2 + M0p_1 11 + Mwp_1j-1)/ 13
si |wp—1,; — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |wy—1,; — 2|;
Calcular wy,—1,; = 2.

14. Calcular z = (—h%f(x1,11) + g(a,y1) + Ag(z1,¢) + Awi 2 + wo 1)/
si w11 — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |wy1 — z|;
Calcular w; 1 = 2.

15. para ¢ =2,...,n — 2 hacer
Calcular z = (—h%f(z;,y1) + Ag(zi,¢) + wi—11 + Aw; 2 + wiv11)/ 1
si |w;1 — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |w; 1 — z|;
Calcular w; 1 = 2.

16. Calcular z = (—h%f(xn_1,y1) + 9(b,11) + Ag(Tp_1,¢) + Wp_21 + Awn_12)/1;
si |wp—11 — 2| > NORM entonces
Calcular NORM = |wp—11 — 2|;
Calcular w,—1,1 = 2.

17. si NORM < TOL entonces (Seguir los pasos 18 y 19)

18. para ¢=1,...,n — 1 hacer
para j=1,...,m — 1 hacer
SALIDA (xi,yj,wi,j).

19. PARAR. (Procedimiento completado satisfactoriamente.)
20. Calcular I =1+ 1.

21. SALIDA (’Ndmero méximo de iteraciones excedido’);
PARAR.

5 Acerca de la estabilidad y convergencia

Aun cuando, por simplicidad, se ha incorporado el procedimiento iterativo de Gauss-Seidel en el
algoritmo, es recomendable en general usar una técnica directa como la eliminaciéon Gaussiana
cuando el sistema es pequeno, del orden de 100 o menor, ya que la simetria y la propiedad de
ser positiva definida aseguraran la estabilidad con respecto a errores de redondeo. En particular,
la generalizacén del algoritmo de reduccién de Crout, ver [5], es muy eficiente para resolver este
sistema, ya que la matriz esta en la forma tridiagonal simétrica por bloques
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FA G0 e e 0T
Cy Ay Oy
0 Oy
0
: . ) . Crm-1
L 0 - -+ 0 Cmi A1 |

con bloques cuadrados de tamafio (n — 1) por (n — 1).

Para sistemas muy grandes se recomienda usar un método iterativo, especificamente, el método
SOR. El valor de w que es éptimo en esta situacién viene del hecho de que cuando A se descompone
en sus partes diagonal D y triangulares superior e inferior U y L,

A=D-L-U,

y B es la matriz de Jacobi,
B=DYL+U),

entonces el radio espectral de B es (ver [9])

El valor de w a usar es consecuentemente
2 4

L 1= B 2+y/1— [cos(2) + (2)]°

Para una convergencia mas rapida del procedimiento SOR, se puede incorporar una técnica de
bloques en el algoritmo. Para una presentacién de la técnica involucrada, ver [9].

w =

6 Ejemplo

Considere la ecuacion de Poisson
0%u 0%u
@(aﬁ,y) + a—yz(x,y) =ze¥, 0<z<2 0<y<l,

con las condiciones de frontera

u(0,y) =0, u(2,y) =2, 0<y<l
u(z,0) =z, wu(z,1l)=cr, 0<z<2

Usaremos el algoritmo para aproximar la solucién exacta u(z,y) = ze¥ conn =6 y m = 5. El
criterio de paro requerido en el paso 17 fue
o _

-1
1,3 ]

) —10
U0,

ji!) — wf

para cada ¢ = 1,...,5, vy j = 1,...,4; asi, la solucién de la ecuaciéon de diferencia se obtuvo con
precision y el procedimiento fue parado en [ = 61. Los resultados, junto con los valores correctos,
se presentan en la siguiente tabla
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g wmy wg) unyy)  fu(esyy) - w)
1 1 03333 0,2000 0,40726 0,40713 1,30 x 107*
1 2 03333 0,4000 0,49748 0,49727 2,08 x 1074
1 3 03333 0,6000 0,60760 0,60737 2,23 x 1074
1 4 03333 0,8000 0,74201 0,74185 1,60 x 107%
2 1 0,6667 02000 0,81452 0,81427 2,55 x 1074
2 2 0,6667 0,4000 0,99496 0,99455 4,08 x 107*
2 3 0,6667 0,6000 1,2152 1,2147 4,37 x 107*
2 4 0,6667 0,8000 1,4840 1,4837 3,15 x 107*
3 1 1,0000 0,2000 1,2218 1,2214 3,64 x 1074
3 2 11,0000 0,4000 1,4924 1,4918 5,80 x 1074
3 3 1,0000 0,6000 1,8227 1,8221 6,24 x 1074
3 4 11,0000 0,8000 @ 2,2260 2,2255 4,51 x 1074
4 1 1,3333 0,2000 1,6290 1,6285 4,27 x 107*
4 2 11,3333 0,4000 1,9898 1,9891 6,79 x 104
4 3 1,3333 0,6000 2,4302 2,4295 7,35 x 1074
4 4 1,3333 0,8000 2,9679 2,9674 5,40 x 1074
5 1 1,6667 0,2000 2,0360 2,0357 3,71 x 1074
5 2 1,6667 0,4000 2,4870 2,4864 5,84 x 1074
5 3 1,6667 0,6000 3,0375 3,0369 6,41 x 1074
5 4 1,6667 0,8000 3,7097  3,7092 4,89 x 1074,
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Resumen

Dado dos grafos G 'y H no vacio. El nimero de Ramsey R(G, H) se define como el menor
entero positivo n, tal que para algin grafo F' que contiene una copia mor}ocromética G
isomorfo a G o el complemento de F', contiene una copia monocromética H isomorfo a H.
En este trabajo, se presenta un método basado en la teoria combinatoria, y la definicién
de bosque lineal, para determinar un conjunto W de secuencias con m + 1 elementos de
tamafio m cada una, con cada secuencias s; se colorean los lados del menor de los grafos
completo, K, = F U F. En segundo lugar, se realiza la demostracién del teorema que re-
sulta de la combinacién de los grafos: rueda W,, para n > 5 y diamante. En este caso, se
prueba que el nimero de Ramsey es R(G, H) = n + 1, ademés se demuestra la simetria y la
k-baricentricidad monocromatica del conjunto de secuencias.

Palabras y frases clave: teoria combinatoria, conjunto de secuencias simétricas, se-
cuencias k-baricéntrica.

Abstract

Given two graphs G and H do not empty. The number of Ramsey R(G, H) is defined as
the minor positive integer n, such that for some graph F' wich containing a monochromatic
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copy G isomorphic to G or the complement of F'| contains a monochromatic copy H " iso-
morphic to H. In this work, we present a method based on the combinatorial theory, and
the definition of linear forest, to determine a set W of sequences with m + 1 elements of size
m each one, with each sequence s; the sides of the minor complete graphs K,, = F'U F are
colored. In second place, the demonstration of the theorem wich result of the combination
of the graphs: wheel W,, for n > 5 and diamond is done. In this case, we prove that the
Ramsey number is R(G; H) = n+1, furthermore we prove the symmetry and k-baricentricity
monochromatic of the set of sequences.

Key words and phrases: combinatory theory, set of symmetric sequences, sequences
k-baricentric sequences.

1 Introduccion

En este articulo se consideran todos los grafos simples, finitos y sin direccién. Un grafo G, es un
par de conjuntos (V, E), denotado por G = (V, E), donde V es un conjunto no vacio de elementos
llamados vértices o nodos y E es un conjunto de pares no ordenado de elementos de V', llamados
lados o aristas; si G no posee lazos ni lados miltiples es un grafo simple, el orden se denota por
|G|. Un arbol, es un grafo conexo (para cualquier par de vértices diferentes existe un camino
que los une) que no contiene ciclos y un bosque es un grafo no conexo cuyas componentes son
arboles. Un camino P de longitud n que va desde un vértice u hasta un vértice v es una sucesion
de vértices (u = wug,uy, us, "+ ,Up—1,U, = v) tal que u;_1u; € E(P), para cada i y se denota
por P. Los vértices u y v son llamados los vértices extremos del camino P si todos los vértices
restantes de P son vértices interiores. Se denotard el interior de un camino por int(p), la longitud
de un camino por long(P), un arbol por T;,. Un grafo rueda (W,,), es un grafo con n vértices que
se forma conectando un unico vértice a todos los vértices de un ciclo—(n — 1). El grafo diamante
es un grafo plano con 4 vértices y 5 lados y se denotara por K4 — [, y el subgrafo de G inducido
por lados de F, se denotard por G[F]. Un grafo F' es un bosque lineal, si cada componente forma
un camino. Un grafo completo es un grafo simple donde cada par de vértices esta conectado por
lados y se denotara por K,. Un grafo G’ es un subgrafo propio de F' y el cual se denota por
G'AF. Un grafo F' se llama independiente del par (G, H) si F no contiene un subgrafo isomorfo
a G o su complemento F' no contiene un subgrafo isomorfo a H.

En 1994 Radziszowski y Xia [5], dieron un método sencillo y unificado para mostrar resultados
més generales del nimero de Ramsey R(Cs5, G), donde G es un camino, ciclo o rueda. Zhou [9] da la
prueba de R(C,,, W,,) = 2m+1, para n impar y m > 5n—7. Recientemente, Surahmat y Baskoro
[6] demostraron, para cada n > 3, R(P,, W) =2n—1y R(P,, Ws) = 3n—2. Baskoro et. al. [1] y
Chen et. al. [2] dieron la prueba para R(P,, Ws) = 2n — 1, para todo n > 6, R(P,,, W7) = 3n — 2,
para todo n > 7y en [7] Villaroel et. al. estudia un método algoritmico para el cdlculo del nimero
baricéntrico de Ramsey para el grafo estrella. En este articulo se presenta un método que permite
calcular el menor de los grafos completos K,,, que contiene copias monocromaticas isomorfas a
G o a H, es decir, los nimeros de Ramsey R(G, H), con G el grafo rueda W,,, paran > 5y H
el grafo diamante. En particular, se demostrard que G es bueno con respecto a H, ademads se
probara la simetria y la k—baricentricidad monocromaética.
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2 Definiciones

En esta seccion se presentan varias definiciones que se utilizardn para el desarrollo de este ma-
nuscrito.

Definicién 1. Sea s = {a;};=," U{b;}}",, ., una secuencia finita, con [s| =m, m >ryr > 1.
Sean {a;};=," y {b;}}L,,_,+1 dos subsecuencias finitas de s, donde {a;};"";" representa un color
y {b; };”:m_r 41 representa otro color, entonces se dice que s es una secuencia bicromética finita.

ss . . e am _ am . .
Definicién 2. Sean dos secuencias monocromdticas s = {a;}{*; y w = {b;}72; tal que a; # b; en

. . o . m 7
coloraciones. Se dice que s y w son simétricas, con respectos a las coloraciones {a;};; y {b;}7.,
st |s| = |w| = m y se denotard por s A w.

Nétese, que sNw = ¢.

o« e _ am—r am — m—l SLm
Definicién 3. Sean s, = {ay};2" U{bp;} /i1 ¥ Su = {auitiy U {buj}jL,,_111, dos se-
. . fs m—r m—1
cuencias bicromdticas, tal que s, # s, conr =p—1 ly l=wu—1, donde {ap;};*7" v {auwi}iy
: m—r m—
representan el mismo color, con [{ay;}i~7"| > {awi}izy' | ¥ {bpsi Y em—rs1 ¥ {buj}fep—ri1 TEDIE-
m m ! mer
senta el otro color, con [{by; }7L,, ;11| > {bp;}]L,—r41]- Decimos que sp y s, son simétricas con
respecto a las coloraciones respectivas si satisface:

1) [sp| = [sul
2) |{api}’z(lilr = |{buj};'n:7n—l+1|

3) |{bpj}_;n:7n—r+1‘ = |{G‘Ui};1711
y se denotan por s, A% s,,.

s _f ym—r m - - o

Definicién 4. Sea s, = {ap;i}{*;" U {by;}L,,_, 1 una secuencia bicromética, con r = p — 1. Se

dice que s, es simétrica sobre si misma, con respecto a las coloraciones {ap; };2;" v {bp; } 72— i1
. m—r _ m 7 A

st [{api 12" = Hbp; i —rqa| ¥ se denotard por s;,.

Definicién 5. Sea s = {az; }7 7" U{by; }IL m—k+2 Para todo k > 2, una coleccién de secuencias

finitas, con cada |sg| = m. Sean {ay;}" "y {bks}jer—_ k1o Para k = 2,m, dos subsecuencias

. m—k+1
finitas, donde {ax;};*] representa un color y {by; };”:n% k2 Tepresenta otro color, entonces se

dice que s es una coleccion finita de secuencias bicromédticas internas.

Definicién 6. Sea W = {s1,52, "+ ,80—1,5a; Sat1, " * »Sm,Sm+1 un conjunto de secuencias,
donde s; y sp;41 son secuencias monocromaticas y cada una de las secuencias sa,- -, Sq—1,
Say Sat+1s°° » Sm SON secuencias bicromaticas internas. Decimos que:

1) W es un conjunto de secuencias simétricas con |W| impar, si satisface las siguientes condi-

ciones:
1) W= {515827"' 780—17}U {Sa} U {8a+17"' asmvsm-‘rl}
11) ‘{51,82,"' 7304—17}‘ = |{so¢+1;"' 35m73m+1}|

iii) S1 A Spm+1
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. 2 2
iv) S$2 A% Syt Sa—1 A Sat1
v) s

y se denota por WA;

2) W es un conjunto de secuencias simétrica con |W| par, si satisface las siguientes condiciones:

1) W=1{s1,82,",8at U{Sat1," " sSm, Sm+1}
ii) ‘{51,5%"' 7504}‘ = ‘{Saﬂ-la"' a3m75m+1}|
i) $1 A St
iv) 8o A% 81,83 A2 51,0, 80 A% 5o

y se denota por WAp.

Definicién 7. Sean G y H dos grafos distintos del vacio. Se dice que el grafo completo K,
contiene k—baricentricidad monocromética, si G es bueno con respecto a H y satisface la siguiente
igualdad: k = W, con n el numero de vértices del grafo completo K, resultante. Y ademas,
se cumplen las siguientes condiciones:

1) Si, |w| es un entero par, la k-baricentricidad puede ser par o impar.

2) Si, |w| es un entero impar, seleccionemos el nuevo &k’ que es el mayor entero que sea menor
que o igual a k, en este caso se considera k' como la parte entera o el piso de simetria.

Definicion 8. Sean Gy H dos grafos distintos del vacio. Si para cada secuencia s;, Vi =
1, m + 1 que colorean los lados del grafo completo K,,, se pueden extraer una copia G’ AF isomorfa
a G o una copia H AF isomorfa a H, entonces se dice que el grafo completo K, contiene
k—baricentricidad monocromatica.

3 Meétodo

En esta seccién se dard un método que determina alguna clase de los niimeros de Ramsey con
componentes H—buena, basado en la Teoria de Grafo y la Teoria Combinatoria. Es oportuno
senalar, que ya existen una gran cantidad de métodos en este estilo. Por ejemplo, en [8] se
presenta un método que articula la Teorfa de Orbitas con las constantes baricéntricas. En [3] se
da un método matricial que relaciona a las constantes baricéntricas y la Teoria de Matrices, este
método se implementé en el lenguaje de computacién conocido como MatLab y recientemente en
[4], se muestra un método que representa a los grafos divisores de cero.

Con el siguiente método, se determina alguna clase de los nimeros de Ramsey con compo-
nentes H—bueno.

1) Considérese n = méx{|G|, |H|}, para formar el menor de los grafos completo de cardinalidad
n, con este n se calcula la talla del K, con el valor m y dos colores diferentes {0,1} se
calcula la cantidad de secuencias con repeticién, es decir, CR2, = m + 1, este nimero
indica la cantidad de elementos del conjunto W formados por secuencias, s;, para todo
i=1,m+1.

Sea W = {81,582, ,8a—1,5a;Sa+t1, " s Sm+1}, €l conjunto de todas las posibles secuencias
finitas formada con los dos colores, donde |W| es de tamaio m + 1, y se usan para colorear
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los lados del grafo completo K, v la longitud de cada s; es igual a m. Luego se descompone
el grafo completo K, de acuerdo a la coloracién que se haga con cada secuencia s;, en dos
subgrafos monocrométicos K,, = F U F, donde el subgrafo F est4 coloreado por el cero o
el complemento de F' por el uno. En tal caso, si se colorea el grafo completo K, con cada
una de las secuencias s; y no se logra encontrar en alguna de ella una copia monocromatica
G'AF isomorfa a G o una copia monocroméatica H AF isomorfa a H, entonces se debe
incrementar el nimero de vértices en uno, es decir, n —+ n’ = n + 1 con este nuevo n’ se
buscard la nueva talla m’ del nuevo grafo completo K, y con un procedimiento similar se
sigue el proceso, hasta que el grafo completo K/, coloreado con cada secuencia s; para todo
i = 1,m+ 1, se pueda extraer al menos una copia monocromatica G’ AF isomorfa a G o
una copia monocromatica H "AF isomorfa a H. Luego, se procede a determinar la simetria
y la k—baricentricidad monocromaética del conjunto W, nétese que:

Si, |W| es impar. Considérese el conjunto de secuencias W, separadas en tres subconjuntos
de secuencias, W1 = {81,892, - ,84-1}, Wa = {80} vy W3 = {Sa+1, "+ , Sm+1}. Para los sub-
conjuntos de secuencias W7 y Ws se tiene que, las secuencias s1 y S,,+1 son monocroméaticas
y simétricas dos a dos con respecto al tamano de las coloraciones, donde s1Ns,,+1 = ¢. Cada
uno de los subconjuntos de secuencias restantes de Wy y W3, son secuencias bicromaticas
internas, para cada i # j, ahora separando las secuencias bicromaticas internas de Wy y
W3 en dos subsecuencias {aq,} vy {bqo,}, se observa que |{aq,}| ¥ [{ba,}| son distintas en
tamano. Para i > j, se tiene [{aq, }| > [{ba, }| ¥ para j > i, se tiene [{aq, }| < [{ba, }|, en
tal caso, para i # j, se tiene:

[{am, }
{amm—1),}

= {ba,}
= [{bs}]

|{a(a+1)i}‘ = ‘{b(a_1)7}|

Has}l = b,
{ao}l = bl

Para la secuencia bicromética Wo = {sq} = {@a, } U {bq,}, se separa en dos subsecuencias
monocromaticas, se tiene [Wa| = [{aq, }| + [{ba, }|, para i = j. Las cardinalidades o los
tamanos de coloraciones son iguales, es decir; [{aq, }| = [{ba, }|, luego Wa, es simétrica en
si misma con respecto a las coloraciones.

{0} = [{1}]

{00} = {1, 1}|
|{0a0’0}| = |{17171}|
|{0,0,0,0}| = |{1,1,1,1}]
|{0,0,0,0,0} = |{1,1,1,1,1}]
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4

10,0,0,---,0,0,0,--- ,0}| = [{1,1,1,---,1,1,1
|{070703"' 70u070>"' 7070}| = |{171>17 7171717"' 7171}‘
1{0,0,0,---,0,0,0,---,0,0,0}| = [{1,1,1,--- ,1,1,1

Se puede concluir que todos los subconjuntos de secuencias Wy, Wy y W3 son simétricas
dos a dos en tamano con respecto a las coloraciones V oo =1, m + 1.

S{ |W| es par. El conjunto de secuencias W, se separa en dos subconjuntos de secuencias,
Wi = {s1,82, -+ ,8a} ¥ Wo = {Sat1, " ,Sm+1}, en el cual los elementos de Wy y Wy
satisfacen el caso 2), donde se senala que todas las secuencias son simétricas dos a dos con
respecto a las coloraciones.

Por ultimo la k—baricentricidad monocromatica de cada secuencia s; de W, esta dada por
k= witws mTH, para m+1 par, va a depender del nimero de vértices del grafo completo
K. Si |W] es par o impar, témese k—elementos monocromaticos de cada secuencia s; para
todo ¢ = 1,m + 1 que contienen m elementos cada uno, estos k—elementos se pueden
expresar como una suma k—baricéntrica, es decir, 01 + 05 + -4+ 0 = k-00 11 + 15 +
---+ 1, = k-1, donde el baricéntro es 0 o 1. Por lo tanto, K, contiene k—baricentricidad

monocromatica.

Ejemplo de aplicaciéon del método

Ejemplo 1. Sean G el grafo rueda, para n = 5, con |Ws| = 6 y H el grafo diamante. Sea
n = mdz{|G|, |H|} = mdz{6,4} =6 y m =2 =15,

Cantidad de secuencias con repeticion.

CR3; = 16.
Conjunto de secuencias (s;).
s1 = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}
s = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1}
ss = 1{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1}
ss = 1{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1}
W = :
si3 = {0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
s = {0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
s1i5 = {0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
si¢ = {1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}

Se colorean los lados del K¢ con cada secuencia s; Vi = 1,16, y de cada coloracién que se realize
a los lados del Kg, siempre se puede extraer una copia monocromdtica G'AF isomorfa a G o
una copia monocromdtica H'AF isomorfa a H. Si se considera la secuencia sig, para colorear
los lados del Kg, como se observa en la Figura 1.
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Figura 1: E1 Kg coloreado con s19, a F' de color azul F de color rojo.

Observe, que es posible extraer una copia H'AF isomorfa a H, ver Figura 2.

v

@@ 5 w
ViV V3 Wa s Ve
E

vd
H' subgrafo de F

Figura 2: Los grafos F' y una copia monocroméatica H'AF isomorfa a H.

Por lo tanto, R(G,H) = 6.
Como |W| es par. Parai > j, se tiene [{aa, }| > [{ba, }| y para j > i, se tiene |[{aq, }| < [{ba, }|-
En tal caso, para i # j, se tiene:

{0} = [{1}]

0,0} = {1, 1}
|{O7070}| = |{17171}|
{0,0,0,0}] = {1,1,1,1}|
1{0,0,0,0,0} = {1,1,1,1,1}|

|{070707"' 70}| = |{171717"' 71}|
|{050707"' 7070}| = |{17171a 7171}|
‘{anaof" a07070}| = |{17171a" 7171a1}‘

se puede decir que todos los subconjuntos de secuencias W1 y Wy son simétricas dos a dos en
tamario con respecto a las coloraciones Vo =1,16.

La k—baricentricidad k = 6(674& =38, luego 0+0+0+0+04+04+04+0=8%x0y
1414141414141+ 1=8%1, el conjunto de secuencias es 8-baricéntico monocromdtico.

En el siguiente teorema es suficiente probar que el complemento de F' contiene al menos una
copia monocromatica H 'AF isomorfa a H , es decir, lo que se prueba es que G es bueno con
respecto a H, ademds se prueba la simetria del conjunto W de secuencias y la k—baricentridad
monocromatica.

Teorema 1. Sean G = W, el grafo rueda, para n > 5 y H el grafo diamante. Si F' contiene
una copia isomofa a G o el complemento de F contiene una copia isomorfa a H, entonces
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R(G,H) = n+ 1. Ademds, el conjunto de secuencias W es simétrico dos a dos y contiene
k—baricentridad monocromdatica dada por k = W.

Demostracion. Sea un grafo F' con n + 1 vértices y supdngase que la rueda W,, contiene un
camino P,, de longitud n, que no esta contenido en F'. Sea P un camino con k vértices de méxima
longitud en F, con a; y ag vértices extremos de P en F. Observe que |V(P)| < k, con n > k.
Sea X = V(F)\ V(P), y sup6ngase que el subgrafo inducido generado por X, denotado por
F[X] = F[V(F)\ V(P)] contiene un camino M de méxima longitud, con vértices extremos by y
bs.

Considérese los vértices extremos de los caminos PAF y M AF[X] respectivamente, es claro
que los lados que se forman con los extremos {ajas} ¢ E(F) y {b1ba} ¢ E(F[X]).

Para ver la prueba de esto, supéngase que el lado {ajas} € E(F), luego se forma el camino
cerrado A = {ajas} U P, de long(A) = k y |A| = k, esto implica que, long(A) > long(P), esto
contradice el hecho que P es el camino de maxima longitud en F, luego el lado {a1a2} ¢ E(F) =
{a1as} € E(F). Un razonamiento similar ocurre, si supone que el lado {b1bo} € E(F[X]), entonces
long(B) > long(M) es una contradiccion, luego {b1 b} € E(F). Como M es el camino de méxima
longitud en F[X], P es el camino de méxima longitud en F', entonces PAF | MAF[X]y F[X]AF
indican que long(M) < long(P). Como |V(F)| =n+ 1y la longitud del camino P en F es < k,
entonces existe al menos un vértice z = w ¢ V(P)UV(M) = w € V(F)\ (V(P) UV (M)).
Evidentemente los lados que se forman con z, y los extremos de PAF y MAF[X], no, estdn en
E(F), para cada z € V(F)\ (V(P)UV(M)), de no ser asi, P y M dejarian de ser los caminos de
méxima longitud en F'y F[X], esto indica que w no puede ser adyacente a los vértices extremos
de P y M, lo que implica que cualquier lado que se forme con w esta en F. Se presentan los
siguientes casos:

1) long(P) > 3y long(M) > 1.
En este caso int(P) > 2. Supdngase lo contrario que |int(P)| < 2 = |int(P)| = 1 =
long(P) = 2, esto contradice el hecho que long(P) > 3. Por lo tanto, |int(P)| > 2. Luego,
X debe tener al menos dos vértices, como X = F\ P = V(X) = V(F)\ V(P) y de la
teoria de conjunto se tiene,

V(F):(V(F)EV)‘(

))UV(P)
VE) = (V)N VP +[V(P)] -]

—|(V(F)\V(P) nV(P)],
pero como (V(F)\V(P))NV(P)=0= |[(V(F)\V(P)NnV(P)| = |0 Asi, que

| = 0.
V(X) = |V(F)| — |V(P)|. Por otro lado, se tiene que |V(F)|=n+ 1y |V(P)| <k, donde
k=mn-—1,conn>5.

VX = V(E)| = [V(P)], pues [V(P)| < k = —|V(P)[ = —k

luego |V (X)| > 2, contiene al menos dos vértices, esto idica que Y debe tener al menos cero
vértices y pueden presentarse tres posibilidades:

e Si, [V(X)| = |V(M)], lo que implica

V)l = [V(X)| - [V(M)]
= |[V(M)| - |V (M)
= 0, asi Y =0
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o Si, [V(X)| > |V(M)].

vl = V)| - V)]
> V(M) = [V(M)]
> 0, en consecuencia |V (Y)|>0=Y #0.
e Si, [V(X)| < |V(M)].
V)l = [VIX]| = [V(M)]
< (\)V(M)\ — V(M)

|[V(X)| < 0, contadiccién, pues no puede existir ningtin subgrafo con cardinalidad de
sus vértices negativa, lo cual contradice que M es el camino de maxima longitud en
F[X].

1.1) long(M) = 1.

o Si,long(M)=1y |[V(M)| = 2.
Luego, con los vértices extremos de P y los vértices extremos de X se forman
los lados {aias}, {a1b1}, {a1b2}, {aab1}, {azba}, lo cual resulta el diamante en el
complemento de F.

o —ee -
=TT T T T - /’ 5
T e ~
P T T TR ’ N
e —— A7 . % (_/ \\‘.
F’—.—‘ —a ag————-- az
a1 X1 Xz a b1 bz N p
.
.
Y
N s
v
[ ]

Figura 3: Los grafos: F'y una copia H'AF isomorfa a H.

1.2) long(M) = 0.
e Si, log(M) =0y |V(M)|=2.
sea x1, T2 € int(P) tales que los lados {a121}, {x122}, {x202} € E(F'), no pueden
ser adyacentes a los vértices extremos M, porque no se cumpliria la regla y M
dejaria de ser el camino de méxima longitud en F[X], lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, con los vértices interiores de P y los extremos de M se forman los
lados {x1b1}, {162}, {x2b1}, {x2ba}, {b1ba}, resulta el diamante en el complemento
de F.

______

Figura 4: Los grafos: F'y una copia H'AF isomorfa a H.
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e Si, log(M) =0y |V(M)| =1, entonces debe exister al menos un vértice w en Y.

VOl = [V(E)] = V(P)] - [V (M)
W) |[> n+l-n+1-1=1,

en consecuencia |V (Y)| > 1, Y contiene al menos un vértice, sea w el vértice en
Y. Por lo tanto, con el vértice w en Y, el vértice ¢ en M, un vértice extremo en
P y un vértice en el interior de P, se forma el diamante en el complemento de F'.

Los demas casos se prueban andlogos a el caso: 1.
2) long(P) > 2y long(M) < 2.
3) long(P) < 1.

4) Si, long(P) =0 = |V(P)| = 1, entonces F estd formado unicamente por vértices aislados.
Luego, X debe tener al menos cinco vértices.

V(X = V)= [(V(P)
V(X)) > n+1—-1=mn, para n>5
VXl = 5

Por tanto, X tiene al menos cinco vértices aislados, con los vértices de X se forma el K4 —1
en F.

Se ha probado que G es buena con respecto a H.
Ahora, se probara que el conjunto W de secuencias es simétrico dos a dos. Suelen presentarse
dos casos:

a) Si, |W| es impar.
De la primera parte de la Definicién 7, se separa el conjunto de secuencias W en tres subcon-
juntos de secuencias, Wi = {s1,82,  + ,8a-1}, Wa = {80} vy W3 = {Sa+t1,"** s Smy1}. Porla
Definicién 2, los subconjuntos de secuencias W7 y Ws, se tiene que las secuencias s1 y Sm+t1
son monocromaticas y simétricas dos a dos con respecto a el tamano de las coloraciones. Por
la Definicién 3, el resto de los elementos de los subconjuntos de secuencias Wy y Wj, son
bicromdticas, para cada i # j, observe que las cardinalidades de las subsecuencias |{aq, }
¥ H{ba; }| son distintas en tamafios de coloraciones. Para i > j, se tiene [{aq, }| > [{ba, }| ¥
para j > i, se tiene [{aq, }| < [{ba, }|, en tal caso, para i # j, se tiene la Definicién 5 una

coleccién finita de secuencias bicromaticas s, = {ax, }/"7*! U {by, }IL k42, Para todo

k = 2,m, resulta:

§2 = {a’2i};1711 U {b2j ;n:m

— m—2 m
83 - {a3i i—1 Y {b3j }j:m—l
samt = {0 U b, il -ass
Sa = {a‘(d)q ;r;ljé U {b(a)] }?:m—a+2
Sa+1 = {a(a+1)i}i:1 U {b(a-i-l)j }T:m7a+1
Sm—1 = {a(m_l)t}{?:l U {b(m—l)j };n:3
S = {am oy U (b, )10
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Luego de la teoria de conjunto se tiene que

el = Haw 3 b, Yo ppal = Han 355 0 {0k, Yol

como {ax, };2] k41 A {bx; }] k42 = =0 = Har}] k1A {bk_j}T:m_k+2| = 0, para todo

{aw 7 How Y ol
Por tanto, se tiene para todo k = 2, m que:

k = 2,m, resulta: |s;| =

|52l = a2 + b2, 1|
|s3] = [{as, }itq \+|{b3,}J —
ol = oo B+ o )itn-a
8l = |{a(a i1 |+ @) }iem—axe]
[sat1] = |{a(a+11}1:1 \+|{b(a+1j}§”=m_a+1|
|sm—1] = |{am 1); 1|+‘{b(m 1); }j:3|
lsm| = |{am1} _1| + {bm,; } 1ol
Resulta:
{am, izl = Hb2, 37l Hagm—1), Yizil = {03, } i als -
a1y 1 = Hba—1),  m—arsls o Has Mo = {ban—1), sl

[{az, 3727 = {bm, Hial.

Por la Definicién 4 el subconjunto Wy de secuencia es simétrica en si misma con respecto

a las coloraciones. Observe que.

{0} =
{0,0}] =

{1}
{1, 1}

{0,0,0}] = [{1,1,1}
{0,0,0,0}| = {1,1,1,1}|
|{070a0a070}| - |{171717 1, 1}|
|{070707"' 70}| = |{171717"' 71}|
{0,0,0,---,0,0}| = [{1,1,1,--- ,1,1}|
|{Oa0707"' a050,0}|:|{171717 ,171a1}|
‘{0,0,0 a070707 7O}|_|{171717 7171a1a"'71}|
|{070a03 a030707 07O}|:|{171717"'717171a"'71a1}‘
[{0,0,0,---,0,0,0,-- 00,0}| {1,1,1,---,1,1,1,--- ,1,1,1}]

Con este resultado, se deduce que tadas las secuencias son simétricas dos a dos en tamano

con respecto a las coloraciones.
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Ahora, considérese las secuencias desde s; hasta s,,, y desde s, hasta s, 1, todas de
longitud m, para formar las matrices W y W ambas de orden m x m. Notese, que las
matrices W y W' son simétricas en el sentido usual de matrices, es decir, (W )i = W y
(W)t =W. .Como W y W son matrices simétricas, evidentemente la suma es simétrica,
es decir, (W +W )l =W + W .

Por otro lado, el producto de w’ por W también resulta una matriz simétrica. En efecto,
sean W' = [a;1] y W = [by;] simétricas. Nétese, que W # W y W -W #W -W , luego
W W = |ak]-[br;] = [cij], donde ¢;; = 221:1 aitbr; = a;1b1+asi2boj+a;3bsji+- - +aimbm;,

entonces
(et = (Chiy ainbuy)’
= (allblj + a/’L2b2j + a”L3b3j ct+ Aim mg)t
= (allblj) (a12b2g) + (azdb?)]) (azmbmj)t
= (byy)"(an)" + (bos) (ai2)" + (b3]) (az?)) + ot (b)) (@im)?

b]lalz + bjoao; + bjzaz; + -+ - + bjmmi,
= e
Por tanto, el producto es simétrico.
b) Si, |W]| es par.
Por el item 2) de la Definicién 7, el conjunto de secuencias W, se separa en dos subcon-
juntos de secuencias, de la forma W7 = {s1,82," - ,8a} ¥ Wa = {Sa+1, " s Sm+1}, con
un razonamiento similar a los casos 1.1) y 1.2), cuando |[W| es impar, los elementos de los

subconjuntos W7 y Wy satisfacen las mismas condiciones cuando |W| es par. Asi todas las
secuencias son simétricas dos a dos con respecto a las coloraciones.

Ahora, se probara la k—baricentridad.

e Si, |IW| es impar, es vélida la condicién presente en el item 2, de la Definicién 8, o lo que
equivale al piso de simetria, es decir.

Wi |+ [Wa| + [W3]

2
a—14+414+m+1—«
2

m+1
2

2
nn—1)+2
—

e Si, [W] es par, y del {tem 1 de la Definicién 8.

k- |wi| +|w2|  a+m+1—-—a m+1 n(n—1)+2
- 2 B 2 2 4 '

Por tanto, se ha demostrado que el grafo completo K, contiene k—baricentridad monocromaética.

Por lo tanto, con este ultimo resultado se ha demostrado el teorema. O
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Abstract

The aim of this paper is a to give a new proof that Holder inequality is implied by the
Cauchy-Schwarz inequality. Our proof is short and is based on the use of an inequality
obtained by J. M. Aldaz in the paper: A stability version of Holder’s inequality, Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 343, 2(2008), 842-852.

Key words and phrases: Inequalities, Young’s inequality, Cauchy-Schwarz inequality,
Holder’s inequality.

Resumen

La finalidad de este articulo es dar una nueva demostracién de que la desigualdad de
Cauchy-Schwarz implica las desigualdades de Holder. Para establecer nuestro resultado, uti-
lizamos una desigualdad obtenida por J. M. Aldaz en su art??culo: A stability version of
Holder’s inequality, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 343, 2 (2008), 842—
852.

Palabras y frases clave: Desigualdades, desigualdad de Young, desigualdad de Cauchy-
Schwarz, desigualdad de Holder.

1 Introduction

Let (2, F, ) be a measure space (u is a positive measure). For all mesurable functions f, g :
Q +— C on 2, we recall the Holder’s inequality:

/Qlfg|du < (/Q |f|pdu>’1’(/ﬂ |f|qdu>%, ¥p,q > 1 with % + 3 ~1. (H)

If p = g = 2 then we obtain the Cauchy-Schwarz inequality:

[agtan< ([ 17an)* ([ 1w (©.5)
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Their discrete versions are respectively, given by:

1

Q=

n [ n T2 T n

ol < D Ll Do 1wl = el Nyl (H)a

i=1 Li=1 1 Li=1 i
and ) )

n [ n 12T n 12

ol < D1l D wil?] = Ll vl (C.9)q

i=1 Li=1 1 Li=1 i
for all positive integer n and all vectors (z1,...,x,), (Y1,-.-,Yn) € K", where the field K is real
or complex.

Easily, we have (H) = (C.9).

It is natural to raise the question: is the converse true?.

Many connections between classical discrete inequalities were investigated in the book [§],
where in particular the equivalence (H)y <= (C.S)q was deducted through several intermidiate
results.

Also, we notice that A. W. Marshall and I. Olkin pointed out in their book [7] that the Cauchy-
Schwarz inequality implies Lyapunov’s inequality which itself implies the arithmetic-geometric
mean inequality. Their discussions led to the conclusions that, in a sense, the arithmetic-geometric
mean inequality, Holder’s inequality, the Cauchy-Schwarz inequality, and Lyapunov’s inequality
are all equivalent [7, p. 457].

In 2006, Y-C Li and S-Y Shaw [6] gave a proof of Hélder’s inequality by using the Cauchy-
Schwarz inequality. Their method lies on the fact that the convexity of a function on an open
and finite interval is equivalent to continuity and midconvexity.

In 2007, the equivalence between the integral inequalities (H) and (C — S) was studied by
C. Finol and M. Wéjtowicz in [4]. They gave a proof that (C' —S) implies (H) by using density
arguments, induction and the conclusions were obtained after three steps of proof.

For many other results concerning to the implication (C' — S) = (H) in the discrete case,
the reader is invited to see for instance [4, 5, 6, 7, 8].

Recently (see [1]), the author gave a proof of the implication (C — S) = (H) by using an
improvement of Young’s inequality.

The aim of this paper is to provide a new (and short) proof of the implication (H) = (C.S).
Our method is quite different from those used in [6] and [4]. Our method is based on the following
result of J. M. Aldaz (see [2]).

P

Theorem 1.1. Let 1 < p < oo and let ¢ = 1 be its conjugate exponent. If f € LP, g € L9,

1 fllpsllgllg >0, and 1 < p < 2, then

P72 lgle

2 2 2 2
IFIB2 g8/ IFIB2 g8/

while if 2 < p < oo, the terms % and % exchange their positions in the preceding inequalities.

1
p

1
q

P2 lgle
1fllpllglla { 1=

< |l fglly <1 fllpllglly { 1 -

)

2 2

In Theorem 1.1, ¢4 = max{t,0} for any real number ¢. As a consequence of Theorem 1.1, we
conclude the following inequality:
D a |12
1 12 lgl®
max{p, q} 5 3
S Hgllg

/Qlfgldu < W lloliglls |1 - (1)

2

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 91-94



An application of an inequality of J. M. Aldaz 93

for all f € LP, g € LY, ||fllp,llgllq > 0, and for all 1 < p < co with ¢ =

p .. .
1 1s 1ts conjugate

exponent.

2 Proof of the implication: (C — S5) = (H)

1 1

We avoid the trivial cases, so we suppose that 1 < p,q with — + — = 1. We suppose also that
p q

1£1l, # 0 and [lgll, # 0.

b q
We set u = \f7|2% and v = 2 |2%, then u and v are unit vectors in the real Hilbert space
£ lgllg

LfK(Q,J—Z 1). We recall that the inner product of Lﬁ@(ﬁ F, ) is given by

<flg>= / F(@)g(@)dp(z),

forallf,geL (Q,F,n).

According to the inequality (1) and the usual Cauchy-Schwarz inequality in the real Hilbert

space LIQR(Q’]: , 1), we have successively,

[ r@a@idut) < lfllllale (1

(=g 1)
= Ullllly (1= oy el 4+ ol =2 < w0
(

{ ,q}
2
= Al (1= roer + oty <u 0>
2 2
< WAl (1~ s * mreay) = Wbl @)

This end the proof.

Remark 2.1. 1. The inequality (2) shows that the equality in Holder’s inequality holds if and
only if

P g
If12 lgl®
E
Az 1lgllg
That is |f|” ||g]|2 = |g|* || ][5, p-a.e. on Q.

2. In [1], for all f € LP\ {0} and all g € L7\ {0}, the following inequality was obtained by
using certain improvements to Young’s inequality:

1 1 —z g
[ 1satd < (55 ) olally + =106 gl [ 177720020 @)
Q p q

It is easy to see that the inequality (3) is equivalent to the following inequality:

p q
12 lgl?
A1l lglla

/Ifgldu < 17 11pllglla
Q
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for all f € LP? \ {0} and all g € L9\ {0}.

The inequality (4) is a variant of the inequality (1). It was obtained by J. M. Aldaz [3] in
a different manner.
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matematica, Facultad Exp. de Ciencias
Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta secciéon son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de matematica no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se prefieren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrénico, en espaiiol o
inglés, a la direccion arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en I¥TEX). Las
propuestas deben acompainarse de la solucién, o al menos de informacién suficiente que haga
razonable pensar que una solucién puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a BTEX source file). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

El problema propuesto a continuaciéon se plante6é en la 32% Olimpiada Centroamericana y del
Caribe celebrada en Santo Domingo, Republica Dominicana, en junio del 2019.

145. Un trimind es una ficha rectangular de 1 x 3. ;Es posible cubrir un tablero cuadrado de
8 x 8 con 21 triminds, de modo que quede exactamente un cuadradito de 1 x 1 sin cubrir?
En caso afirmativo, determine todas las posiciones posibles en el tablero del cuadradito que
queda sin cubrir.

2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24-25, 27-28, 44, 51, 54, 59, 69, 79,
82-91, 94-100, 103-106, 108-113, 116, 118-123, 126, 128-129 y 133-143. Invitamos a los lectores
a enviarnos sus soluciones para esos problemas.

26. [8(1) (2000) p. 89.] Propuesto por Angel Oneto, Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela
Probar que existe una y sélo una funciéon f : N — N tal que, para todo m,n € N, se verifica:
(a) f(mn) = f(m)f(n).
(b) m#nym"™=n"= f(m)=n06 f(n) =m.
(c) myn>3ym"<n™ = f(n) < f(m).



96

José H. Nieto (ed.)

101.

102.

Solucion del editor: Sea f una funcion que cumple (a), (b) y (c). De (a) se sigue que
f(1) = f(1-1) = f(1)f(1), de donde f(1) = 1. Como 2* = 16 = 42, de (b) se sigue que
f(2) =40 f(4) = 2. Pero f(4) = f(2-2) = f(2)? es un cuadrado, luego no puede ser igual
a 2. Es decir que f(2) =4, y por (a) f(2%) = f(2)F = 4% = (2F)2.

Sin > 3 entonces (1+1)" < e <3 < n, dedonde (n+1)" < 3n™ < n", y por (c) resulta
f(n) < f(n+1). Es decir que f es creciente para n > 3.

Sea ahora n € N que no sea potencia de 2. Para cualquier natural ¢ > 1 existe un k(t) € N
tal que 25 < nt < 2K+ Elevando a la 2 resulta 4" < n2 < 4" Pero por ser f
creciente también se tiene f(2F()) < f(n?) < f(2FO+1) es decir 4*®) < f(n)t < 40+
de donde 4" < f(n) < 4™F"

41 —1< %, con lo cual

. Pero lim,,_, 1 47 = 1, luego existe ¢t € N tal que 0 <

k()41 k(t) k(t)
t

—4TT =47 (4 — 1) <n? =1

n? ’

k() k(t)+1

es decir, que n? y f(n) estdn ambos en el intervalo (4 ¢ ,4~ ¢ ), que tiene longitud menor

que 1, por lo tanto f(n) = n?.

Hemos probado que si f cumple (a), (b) y (c) entonces f(n) = n? para todo n € N.

Ahora probaremos que f(n) = n? efectivamente cumple (a), (b) y (c), y por lo tanto es la
tnica funcién que cumple las condiciones.

(a) es inmediato pues f(mn) = (mn)? = m?n? = f(m)f(n).

Estudiando la funcién g(z) = 2+ para = > 0 se ve que es creciente en (0,¢) y decreciente
en (e,+00). Como 1 < g(e) < 2 resulta que los unicos naturales m # n tales que m™ = n™
sonm=2yn=4(om=4yn=2),ycomo f(2) =4 vemos que f cumple (b).

Finalmente si m,n > 3 y m™ < n™ entonces mm < nw, es decir g(m) < g(n), y como g es
decreciente en (e, +00) resulta que m > n.

[13(1) (2005) p. 79.] ;De los numeros positivos que pueden ser expresados como suma de
2005 enteros consecutivos, no necesariamente positivos, cual ocupa la posicion 20057

Solucion del editor: Dados 2005 enteros consecutivos, sea n el término central. Entonces la
suma de todos ellos es (n —1002) 4 (n — 1001) + - - - + (n+ 1002) = 20057, que es positiva si
y sélo si n > 0. Por lo tanto estos niimeros son 2005, 2005 - 2,... y el que ocupa la posicién
2005 es 20052 = 4020025.

[13(1) (2005) p. 79.] Demuestre que la ecuacion a?b? + b%c? + 3b* — a? — ¢ = 2005 no tiene
soluciones enteras.

Solucion del editor: Como a?b* 4+ b*c? + 3b*> —a® — ¢ — 3 = (a® + ¢® + 3)(b? — 1), la ecuacion
planteada es equivalente a
(a® + c* 4+ 3)(b* — 1) = 2002.

Ahora bien, 2002 = 2 (mdd 4), y como los cuadrados son congruentes con 0 6 1 médulo 4,
el primer factor de la izquierda es congruente con —1, 0 6 1, y el segundo factor con —1 6
0, por lo cual su producto es congruente con —1, 0 6 1, y nunca con 2.
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130. [15(1) (2007) p. 79.] (IX OMCC, Problema 6.) Desde un punto P exterior a una circun-
ferencia S se trazan tangentes que tocan en A y B. Sea M el punto medio de AB. La
mediatriz de AM corta a S en C (interior al AABP), la recta AC corta a la recta PM en
G, y la recta PM corta a S en el punto D exterior al tridngulo AABP. Si BD es paralelo
a AC, demuestre que G es el punto donde concurren las medianas del AABP.

Solucion por Wilson Pacheco Redondo (wpachecoredondo@gmail. com), Departamento de
Matemdticas, Facultad de Ciencias, Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela.

Para este problema se tiene lo siguiente:
(a) Como el tridngulo APB es isosceles entonces PM es la mediatriz de AB y por tanto

paralela a la mediatriz de AM, de este hecho se deduce que C es el punto medio de
AG y tenemos lo siguiente

AC = CG
AG = BG
AD = BD

(b) El paralelismo de las cuerdas AC y BD implica que en la simetria de centro M, se

tenga Sy (fﬁ) = %, como Sy (W) = m, entonces
Sar (G) = Sar (?@mm) —BDAPM =D

con lo que AG = BD. Asi, el cuadrilitero AGBD es un rombo.

(c) El paralelismo de las cuerdas AC y BD implica también que las mediatriz de una
es también la mediatriz de la otra y en la simetria con respecto a dicha recta se
correspondan los segmentos AD y BC, es decir, AD = CB.

Figura 1: Construcciéon

Divulgaciones Matematicas Vol. 20 No. 1(2018), pp. 95-99
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144.

Sean E y F son los puntos de interseccion de AG con PB y BG con PA respectivamente.
Notar que como PM es mediana del triangulo ABP, entonces para probar que G es la
interseccién de las medianas basta ver que AF es mediana del tridngulo ABP.

Si consideramos los triangulos ECB y CBD tenemos; por 1.y 3. que CB = AD = BD, los
adngulos Z/ZEBC' y ZC DB son iguales, ya que ambos angulos subtienden a la cuerda BC el
primero es semi-inscrito y el segundo inscrito a la circunferencia dada y los angulos ZEC B
y ZCBD son iguales, ya que son alternos internos entre rectas paralelas.

Luego, por el criterio angulo-lado-angulo, los tridngulos ECB y CBD son congruentes con
lo que CE = CB = AD = AG. También tenemos que el cuadrilitero CFBD tiene dos
lados parelelos e iguales por lo que es un paralelogramo y en consecuencia @ es parelela
a = y CD = BF. Como C es punto medio de AG se deduce entonces que G es el
punto medio de C'E.

Ahora en los tridngulos GFP y GCD, tenemos GF = GC, los angulos ZGFP y /GCD
son iguales por ser alternos internos entre rectas paralelas y los angulos ZFGP y ZCGD
son iguales por ser opuestos por el vértice. Luego, por el criterio d4ngulo-lado-angulo, los
triangulos ECB y CBD son congruentes con lo que FP = CD = BF. Asi, F es el punto
medio de BP y AF es mediana del triangulo ABP, con lo que G, satisface lo requerido en
el problema.

[19(2) (2018) p. 95.] Sean x,y € R tales que los tres nimeros
v—y, -y 2’ -y’
son positivos y nimeros primos. Demuestre que z — y = 3.

Solucion por Tobias Rosas Soto (tjrosas@gmail. com), Departamento de Matemdticas,
Facultad de Ciencias, Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela.

Para comenzar recuérdese que para cualesquiera x,y € R se tiene:

a? —y? = (z —y)(z +y) (1)

? — P = (2 —y)(2® + 2y +y°) (2)

Ahora supongase ahora que  — y = p, con p primo. Tomando en cuenta la ecuaciéon (1) y
el hecho de que 2% — y? es un namero primo, se tiene que

q
T+y=- 3
v= (3)

con ¢ un nimero primo. De igual forma tomando en cuenta la ecuacion (2), y el hecho de
que 2% — y> es un nmero positivo y primo, se tiene que
w
2 2
Tt ayt+y = — (4)
p
con w un numero primo. Asi,
r—Y=

r+y=

ASHTSRS
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cuya solucién es r =

atpr’ a1
2p 2p

2\ 2 2 2 2\ 2 2 4
2 o (a+p q+p q—p q—0p 3¢ +p
x+xy+y_<2p>+( 2p)<2p >+< 2p>_ ap?

Luego, tomando en cuenta la ecuacion (4) se tiene que:

. De manera que

3¢ +pt _w
)
3¢* + p* = 4pw

3¢° = p(4w — p°) (5)

Por el Teorema de Factorizazcion Unica se tiene que p|3 0 p|g?. Como 3, p y ¢ son ntimeros
primos, entonces p =3 o0 p =q.

e Si p = ¢, usando la ecuacién (5), entonces 3¢ = 4w — ¢3. De manera que q|w o g4, es
decir, g =w o g = 2.

7
— Sip=q =2, entonces 6 = 4w — 8. Por tanto w = > lo cual es absurdo pues w es
un nimero primo.
— Si p = ¢ = w, entonces
3p=dp—p° = p(p? —1) =0,
de donde p =0 o0 p = +1, lo cual es absurdo pues p es un nimero primo.

Asi, se tiene que p = 3.
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