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Presentacion

El Comité Editorial de Divulgaciones Matemadticas se complace en presentar el Vol. 19,
No. 1, 2018. En el presente niimero estan contenidos los articulos procesados durante el primer
semestre del ano 2018 que fueron evaluados y aceptados para su publicacion.

Es importante resaltar que la revista recibié un total de 12 manuscritos, que fueron sometidos
para su evaluacién y posible publicacién. Dos de estos trabajos no cumplian con el formato de la
revista, por lo cual fueron rechazados y se invito a los autores respectivos a escribir sus articulos
usando la plantilla de la revista, sin obtener respuesta. Cinco (5) manuscritos fueron aprobados
para su publicacién, cumpliendo los requisitos que pide la revista y aprobando la evaluaciéon de
los arbitros respectivos, los cinco trabajos restantes siguen bajo evaluacion.

El trabajo editorial relacionado con este nimero es el resultado del esfuerzo de algunos miem-
bros del Departamento de Matemética de la Facultad Experimental de Ciencias. Los Editores
queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este nimero: a
los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de confianza a la revista; a los
arbitros que evaluaron los articulos, cuya labor desinteresada permitié satisfacer los estandares
de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo editorial de
Divulgaciones Matemdticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte para la
seccion de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

Por ultimo, el Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas invita a la comunidad
matematica venezolana e internacional a seguir dandonos su voto de confianza sometiendo sus
trabajos en la revista para evaluacién y posible publicacion.

Dr. Alirio Pena ! Dr. Tobias Rosas Soto.?

Dr. Vinicio Rios®

IEditor en Jefe de Divulgaciones Matemdticas
2Editor del presente ntimero y Editor Adjunto de Divulgaciones Matemdticas
3Editor Asociado y Miembro del Comité Editorial de Divulgaciones Matemdticas



Presentation

The Editorial Board of Divulgaciones Matemadticas is pleased to present the Vol. 19,
No. 1, 2018. Articles contained in this issue are those processed during the first semester of
the year 2018 and were evaluated and accepted for publication.

It is important to note that the journal received a total of 12 manuscripts, which were submit-
ted for evaluation and possible publication. Two of these articles did not comply with the format
of the journal, so it was rejected and the authors were invited to write the articles using the
template of the journal, without obtaining a response. Five (5) complied with the requirements
requested by the journal and approved the evaluation of the respective referees, the remaining 5
works are still under evaluation.

The editorial work related to this issue is the result of the efforts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to ex-
press their gratitude to all of those who made this issue possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of confidence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with selfless work, guaranteeing the quality standards of the journal and significantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemadticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas invite the Venezuelan and in-
ternational mathematical community to continue giving their support by submitting their articles
to our journal for evaluation and possible publication.

Dr. Alirio Pena * Dr. Tobias Rosas Soto.?

Dr. Vinicio Rios®

4Chief Editor of Divulgaciones Matemdticas
5Editor of the present issue and Adjunct Editor of Divulgaciones Matemdticas
6 Associate Editor and Member of the Editorial Board of Divulgaciones Matemdticas
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Fifth order linear recurrence sequences and their
positivity
Secuencias recurrentes lineales de quinto orden y su positividad

Vichian Laohakosol (fscivil@ku.ac.th)

Department of Mathematics, Faculty of Science, Kasetsart University,
Bangkok 10900 Thailand

Pinthira Tangsupphathawat (t.pinthira@hotmail.com)

Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Phranakhon Rajabhat University, Bangkok 10220, Thailand

Abstract

Consider a fifth order linear recurrence sequence with integer coefficients. The problem
whether each of its elements is nonnegative is shown to be decidable.

Key words and phrases: Positivity problem, recurrence sequences, decidability.

Resumen

Considere una secuencia de recurrencia lineal de quinto orden con coeficientes enteros.
Se muestra que el problema de si cada uno de sus elementos es no negativo es decidible.

Palabras y frases clave: Problema de positividad, secuencia recurrente, decidibilidad.

1 Introduction
A fifth order linear recurrence sequence considered here is a sequence of integers (uy,)n>0 satisfying
Up = A1Up—1 + A2Up_2 + A3Up—3 + Qalp_4 + a5Up_5 (N >5), (1)

where a1, a9, a3, aq,a5 € Z — {0}. As elaborated in [10], there are three main decision problems
related to linear recurrence sequences, namely,

e The Skolem Problem: Does a given linear recurrence sequence have a zero?

e The Positivity Problem: Are all the terms of a given linear recurrence sequence positive?
This problem has two variations whether strict or non-strict positivity is required; here we
are only interested in the non-strict case.

Received 12/03/2018. Revised 30/03/2018. Accepted 20/06/2018.
MSC (2010): Primary 11B37; Secondary 03D20.
Corresponding author: Vichian Laohakosol



2 Laohakosol-Tangsupphathawat

e The Ultimate Positivity Problem: Is a given linear recurrence sequence ultimately
positive, i.e., are all the terms of the sequence positive except possibly for a finite number
of exceptions?

It is known ([10, Section 4], [5]) that the decidability of the positivity problem implies the
decidability of the Skolem problem.

The positivity problem associated with (1) asks whether it is possible to decide whether w,, > 0
for all n > 0?7 At present, this problem remains open. However, certain partial results have
already appeared. The positivity problem for sequences satisfying a second order linear recurrence
relation was shown to be decidable by Halava-Harju-Hirvensalo in 2006, see [6]; see also [2] and
[3]. The positivity problem for sequences satisfying a third or a fourth order linear recurrence
relation was shown to be decidable in [7], [8] and [11]. We show here that the same conclusion
holds for a fifth order linear recurrence sequence.

Theorem 1.1. The positivity problem is decidable for each sequence of integers satisfying a fifth
order linear recurrence with integer coefficients.

Our analysis here treats all possible shapes of sequence elements similar to the fourth order
case in [11]. Apart from many more cases to be scrutinized and tools employed in the fourth
order case, there are certain noteworthy ingredients needed, namely:

e A result about spanning set of a Z-module generated by finitely many (irrational) real
numbers [2, Lemma 3];

e The multi-dimensional Kronecker-Weyl theorem [4, Theorems IV.I and IV.II], [2, Theorem
4];

e A result about values of a linear combination of cosine functions whose arguments are
rational multiples of 7 [2, Lemma 7];

e A deep result about linear forms in logarithm [1].

2 Preliminaries

Our first auxiliary result gives an explicit shape of elements of a linear recurrence sequence with
integer coefficients. The general characteristic polynomial associated with the recurrence relation
(1) of order k is

Char(z) := 2K - a2 — ag.

Let all the distinct (nonzero) real roots of Char(z) be )\, with multiplicities p,, + 1 where
tm € Ng:=NU{0}, m =1,...,r, and let all the distinct (nonzero) complex conjugate pairs of
the roots be ~; (: \’yj|e“’i) ,7; with multiplicities v; +1 (v; € Ng,j =1,...,5), so that

w4+ e+ 20+ -+ 22U+ 1r+2s =k

It is well-known [12] that each sequence element satisfying (1) has the form

Uy = Z P (n)Al, + Z {Ej(n)v} + F;(n)3;}  (n € Np),

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19



Fifth order sequences and positivity 3

where

o
P (n):= ZAW“ n® (Amp, #0om=1,2,...,r)
a=0

Ej(n):=>_ Bjyn’; Fi(n):=Y_ Cjyn® (Bj,, #0,Cj,, #0,j=1,....5).
b=0 b=0

We claim that the coefficients A,, , and those of P,,(n) are real, while those of E;(n) and F;(n)
are complex conjugate pairs, i.e., B;, = Cj. To see this, note that from the given initial real
values wg, u1,...,ur_1, solving for the coefficients via Cramer’s rule we get, e.g. for the first
coefficient of Pj(n),

det( X Y Y )Ajg=det( X(u) Y Y ) (3)
where
r o1 0 1 0
A A Ar Ar
X == . . . . . . )
i /\’f—l (k — 1)#1/\71€—1 )\’Tc—l (k — 1)#1)\5—1
r o1 0 1 0
’)/1 e ’)/1 e /75 ... ’)/s
Y = . . . . . . . ,
TP S VRt RPN N R

the matrix Y is obtained from Y by replacing each of its elements with its complex conjugate,
and X(u) is the matrix obtained from X by replacing the first column by the column vector

[wo wr ... up—y ]t. Taking complex conjugate on both sides of (1.3), we get
det(X ? Y)Zl}ozdet(X(u) ? Y) (4)

Employing elementary operations on the determinants of both sides in this last equation, we
obtain (3) with A; ¢ in place of A;, which shows that A; o € R. Similar arguments applied to
other coefficients validate the claim.

Returning to our case of fifth order, the characteristic polynomial associated with the relation
(1) is

Char(z) := 2% — a2 — -+ — ayz — as.

Let A\, € C\ {0} (k =1,...,m) be all the distinct roots of Char(z), with multiplicities ¢1,...,¢p,
respectively, so that ¢; + --- + £, = 5. Each sequence element satisfying (1) can be written as

un:ZPk(n) I8 (n>0),
k=1
with Py(n) € C[n|, degPy, = ¢, —1 (k = 1,...,m). The roots of Char(z) having the largest

absolute value are called dominating roots. The following result of Bell-Gerhold, [2, Theorem 2],
helps reducing about half the number of cases to be considered.

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19



4 Laohakosol-Tangsupphathawat

Proposition 2.1. Let (u,) be a nonzero recurrence sequence with no positive dominating cha-
racteristic root, then the sets {n € N : u,, > 0} and {n € N : u,, < 0} have positive density, and
so both sets contain infinitely many elements.

Apart from those in [11, Lemma 2.3], some more forms of sequence elements which have
already been shown to be decidable are contained in the next lemma.

Lemma 2.1. The positivity problem for the following forms of sequence elements are decidable.
1. up, = ANY + BXy (A, B €R; A\, X2 € R\ {0} distinct)
. up, = (A4 B)A" (A,BeR; AeR\{0})
Uy = AN+ AN (A€ C; e C\{0})
cUp = AN+ BXY + CA} (A, B,C € R; A\, A, A3 € R\ {0} distinct)

2
3
4
5. up, = (A+ Bn+Cn?)\" (A, B,C eR; e R\ {0})
6. up = AN+ (B+Cn)\y (A4,B,C €R; A, Ay € R\ {0} distinct)
7. Uy = AN} + BAY 4+ BXS (A, B,C € R; A\, Ay € R\ {0} distinct)
8. up = AN? + BAZ + CA2 + DN} (A, B,C,D € R; A\, A2, Az, A € R\ {0} distinct)
9. u, = (A+ Bn+Cn?+ Dn®)A" (A,B,C,D € R; A€ R\ {0})
10. up, = AN? + (B + Cn+ Dn?)\y (A, B,C,D € R; A\, Ay € R\ {0} distinct)
11. up = (A4 Bn)A} + (C+ Dn)Xy (A, B,C,D € R; A\, X2 € R\ {0} distinct)
12. up = ANP + BAY + (C + D)X} (A, B,C,D € R; Ap, Ao, A3 € R\ {0} distinct)
13. up = (A+Bn)\? +CAF +ON8 (A, BER; A\ ¢ R\ {0}; C€C; A\, € C\R)
14. up = (A+Bn)A\" + (A+ Bn)\" (A,B€C; A€ C\R)
15. up = AN} + AN" + BA} + BA} (A, B € C; A\, A2 € C\ R distinct)
16. u, = AN} + BAY + CA\2 + CA} (A, B € R; A\, Ay € R\ {0} distinct; C € C; A3 € C\ R).

3 Proof of Theorem 1.1

In this section the proof of Theorem 3.1 is exposed. This is divided into several cases taking into
account the nature of the roots of Char(z).

3.1 Char(z) has only real roots

In this case, the general term of the sequence is
Up = PL(n)AY + Pa(n)AS + -+ 4+ Pr(n)An, (n >0, m <5).

This case is decidable by the same proof as that in [11, Section 3].

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19
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3.2 Char(z) has non-real roots

The possible shapes of the five roots are:
I. One real number and two identical complex conjugate pairs, denoted by C(rz2z2);
II. Three identical real numbers and one complex conjugate pair, denoted by C(r32%);

III. Two distinct real numbers one of whose is of multiplicity 2 and one complex conjugate pair,
denoted by C(rir32%);

IV. There distinct real numbers and one complex conjugate pair, denoted by C(rirarzzz).

V. One real number and two complex conjugate pairs, denoted by C(rz1Z;2222);

3.2.1 Case I: C(rz?z?)
In this case, the general term of the sequence is
Up = AN + (B +Cn)AS + (B+Cn)\y  (n>0),

where A, \; € R\ {0}; B,C € C and Ay € C\ R. Let Ay = |\2]e??, B = |Ble¥! and C = |C|e?¥?
where 0, 1,9 € [—m, 7], @ ¢ {—m,0} so that

Un, = AN + 2| A2|"{|B| cos(p1 + nb) + n|C| cos(p2 + nb)}.

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root, i.e.,
A1 > |A2| > 0. There are two subcases.

Subcase 1.1 A\; = |Aq.
Rewrite the general term of the sequence as
up = AT{A + 2|B| cos(p1 + nb) + 2n|C| cos(ps + nb)}.
Then, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if, for all n,
A+ 2|B| cos(p1 4+ nb) + 2n|C| cos(p2 + nd) > 0. (5)

Since
sign (A 4 2|B| cos(¢1 + nb) + 2n|C| cos(p2 + nb)) = sign (cos(p2 + nb)),

when n is large enough, provided |C|cos(ps + nf) # 0. By |11, Lemma 2.2 III|, cos(¢2 + nb)
takes some positive and some negative values for infinitely many n € N. Thus, (5) holds only
when C' = 0, which reduces the shape of u,, to the form 7., Lemma 2.1, and so it is decidable.

Subcase 1.2: A\ > |\3].
Rewrite the general term of the sequence as

un = AT{A + 2([Aa|/A1)" (| B| cos(p1 + nb) + n|C]cos(p2 + nb))}-
The sequence (u,,) is nonnegative if and only if

A+ 2(|A2|/A)"(|B] cos(pr + nb) + n|C|cos(pz + 1)) >0 (n>0).

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19



6 Laohakosol-Tangsupphathawat

e If A =0, the shape of u,, reduces to the form 17., Lemma 2.1.

o If A <0, then A+ 2(|A2|/A1)"(|B]|cos(p1 +nb) + n|C| cos(p2 +nb)) < 0 for all sufficiently
large n, and so this case is untenable.

e If A > 0, since
A+ 2(|A2]/A1)"(|B] cos(p1 + nB) + n|C| cos(pz +nb)) = A >0 (n — c0),

there is an explicitly computable least My € Ny, depending on A, B, C, A1, A2, 01, 02, 01, 02
for which

A+ 2(JA2] /A1) (|B] cos(p1 + nb) + n|C| cos(p2 + nb)) > 0 for all n > M.

Thus, the sequence (u,) is nonnegative if and only if M; = 0.

3.2.2 Case II: C(r322)

In this case, the general term of the sequence is u, = (A + Bn + Cn?)A} + DA} + DA5. This
case is decidable by the same proof as in Case 4.1 of [11, p. 137].

3.2.3 Case III: C(r1732%)

In this case, the general term of the sequence is
Up = AN + (B + Cn)AY + DAY + DAY (n>0),

where A, B,C € R; A\, 2 € R\ {0}; D € C and Ay € C\ R. Let \3 = |\3]e? and D = |Dl|e?
where 0, ¢ € [—m, 7], 8 ¢ {—m,0} so that
up, = AXT 4+ (B + Cn) AL + 2| D||A3]™ cos(¢ + nb).

We assume that the three coefficients A, C, D are all nonzero, for otherwise we would end in
the cases 13. or 16., or the case 6., Lemma 2.1. We treat two subcases depending on whether
[A] = [A2f-

Subcase III.1: [A\]| = ||, and so Ao = —A;
If \; > 0, then the sequence term is of the form u, = {A + (=1)"(B + Cn)}\} + D5 + DA},

ie.,
Usk = {A+ B+ 20k}\3* + DAZF + D2k
U1 = {A — B —C —2Ck}INFT 4+ DAFFL 4 DASFFL (k> 0).

The two sequences (ugx) and (ugk+1) are decidable because they are of the form 73., Lemma 2.1.

If Ay <0, then the sequence term is of the form u, = {(—1)"A + B + Cn}A\y + DA} + DAY,
i.e.,

ugr, = {A+ B+ 2CkIN3* + D2 + D)2*
Uggr1 = {—A+ B+ C + 20K\ + DAZFTE 4 DAZFTL (k> 0).

The two sequences (usar) and (ugg11) are decidable because they are of the form 13., Lemma 2.1.

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19



Fifth order sequences and positivity 7

Subcase III1.2: || # |\a].

There are three possibilities for the absolute values of \;.

111.2.1: |)\1‘ = |)\3|.

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root. We
consider two possibilities corresponding to the positive dominating root being A1 or As.

1. A1 is the positive dominating root, and so A1 > |a|.

Rewrite the general term of the sequence
Up, = AT {A+2|D|cos(¢ +nb) + (B+ Cn)(A2/A)"} (n>0).
Then, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if, for all n,
A > =2|D|cos(¢ +nb) — (B + Cn)(A2/M)" (n>0). (6)

e If 0 is a rational multiple of 7, say, 0 = sw/t where s,t € Z* \ {0} and ged(s,t) = 1.
By Lemma 2.2 of [11], cos(¢ + né) is periodic and takes at most 2¢ distinct explicit
(positive and negative) values at n € {0,1,...,2t — 1}(mod 2¢). Let

P:=A{p1,....,ps}, Q@ :={aq1,.... ¢}
be subsets of {0,1,...,2t — 1} such that
ci=cos(p+pif) <0 (1<i<s), dj=cos(p+gq)>0 (1<j<r).
Since
Ny = (p1 + 2tNg) U - -- U (ps + 2tNp) U (g1 + 2tNg) U - - - U (g, + 2tNp) ,

and for each ¢ € N| let

Fi(f) = =2|Dlc; — (B + C(p; + 2t0)) (A /A)PiT2 (i=1,...,5)

N;(0) = =2|D|d; — (B + C(g; + 2t0))(A2/A) " (j=1,...,7).
If — (B4 C(p; + 20t)(A2/ A1) T2 < 0 for all £ € N, then we see clearly that

sup F;(¢) = —2|Dl¢;.
£eNy

If there exists £y € N such that
—(B 4+ C(p; + 26t) (Mg /A )P+ > 0,

since —(B + C(p; + 20t)) (Ao /A1)PiT2% — 0 (¢ — o0), there is an L; € Ny, L; > £, for
which

Fi(f) = —2|Dle; — (B + C(p; +20t)) N2/ M) T2 L
sup i) = =20Dlei+_ max | {= (B + Clpi+200) O/ M)}

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19



Laohakosol-Tangsupphathawat

call this maximum M;. Similarly, if —(B + C(g; + 20t)(Aa/A1)% T2 < 0, for all £ € N,
then sup,ey, N;j(£) = —2|D|d;, while if there exists £, € N such that

—(B + C(Qj + 2€1t)()\2/>\1)q-7+2£1t >0,
then maxyen, N;(¢) is attainable; call this maximum K;. Thus, (6) holds if and only
if
A> max {—2|D|Ci,Mi,—2‘D‘dj7Kj},

e s

and so this case is decidable.

e If 6, is not a rational multiple of 7, rewrite the terms of the sequence as
un = [Ao|" {(A + 2D cos(e + nf)) (Ar/ [A2])" + (B + Cn)(A2/ [A2])"} .
The sequence {u,} is nonnegative if and only if
(A+2|D|cos(p +nb)) (A\1/ [A2])" + (B+ Cn)(A2/ [A])" 20 (n=0)  (7)

We consider four separate situations.

(a) If A < 0, since the values of cos(p + nf) is dense in the closed interval [—1,1],
there is a computable nonnegative integer N4 such that

(A4 2|D|cos(p + NabB)) (A1) [A2)V4 4+ (B4 CNA)( N/ [X2)V4 <0

and so (25) cannot be fulfilled.
(b) f0< A< 2|D|,let A=2|D|— A >0 so that

(A +2|D|cos(p +nb)) (A1/ |Xa])™ + (B + Cn)(Aa/ |A2])"™

(8)
={2|D| (1 + cos(p +n0)) = A)} (A1/ [A2])" + (B + Cn)(Az/ [A2])"

Taking a subsequence (ny) for which cos(p1 +nk1) — —1 (k — 00), the left-hand
side of (8) tends to —oo, showing that (7) cannot be fulfilled.

(c) f A>2|D|>0,let § =A—2|D| > 0. Since

(A+2|D|cos(e+nb)) (A1/ [A2)"™ + (B + Cn)(A2/ [X2)"

> 0(A1/ | A2])™ + (B 4+ Cn)(A2/ [A2])" — 00 (n — 00),
there is a computable nonnegative integer N* such that
(A+2|D|cos(¢ +nb)) (M1/ |X2])™ + (B + Cn)(A2/ |A2])" >0

for all n > N*. Thus, (7) holds if and only if N* = 0.
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(d) If A=2|B|, then (7) becomes
2[D[(1 + cos(p +nb)) (A/ [A2])" + (B + Cn)(Aa/ |X2])" 20 (n > 0).  (9)

By [8, Lemma 2.2 II], there is Ny € Ny such that 1 4 cos(p + Ngb) = 0, which
must be unique by [11, Claim 1, p. 140], then for (9) to hold we must have

(B 4 CNo)(\2/ | M) > 0.
Using arguments similar to [8, Lemma 2.2], we deduce that
2|D] {1 + cos(ip + n6)} (\a/ al)™ + (B + Cn)(Aa/ Pal)™ = 00 (n— 00).

Thus, there is an explicitly computable least integer N; € Ny, depending on
B,C,p,0,A1, A2, such that

2|D| {1 + cos(p + n6)} A1/ |Xe)™ + (B + Cn)(Na/ [Aa])" = 0 for all n > Ny

Using all the obtained information, we conclude that (25) holds if and only if
N; =0.

2. Ay is the positive dominating root, and so Ay > |A1| = |As| > 0.

Rewrite the general term of the sequence
un = Ay {(An +2|D| cos(p +n0)) (|A\1]/A2)" + B+ Cn}  (n 2 0),

where A, = (-1)"A if \y <0, and A,, = A if A\; > 0. The sequence (u,) is nonnegative if
and only if

{A,, +2|D|cos(p +n0)}(|\1]/A2)" + B4+ Cn >0 forall n>0. (10)

We consider two possibilities.

o If C' <0, then
{A,, +2|D|cos(p +n0)}(|A\1]/A2)" + B4+ Cn <0

for all sufficiently large n, and so (10) is untenable.

o If C' > 0, since
{4, +2|D|cos(¢+nd)}(|A1|/X2)" + B+ Cn =00 (n — o0),

there is an explicitly computable least Ty € Ny, depending explicitly on A, B,C, D, p, 0, A1, Ao
for which

{A,, +2|D|cos(p +n0)}(|A\1]/A2)" + B4+ Cn >0 forall n > Tp.
Thus, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if

{4, +2|D|cos(p + n8)}(|A1|/X2)" + B+ Cn >0 (for all n>0)< Ty =0.
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I11.2.2: |)\2‘ = |)\3|.

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root. We
consider two possibilities corresponding to the positive dominating root being A; or As.

1. Ay is the positive dominating root, so that Ay > |Aa] = |As3].
Rewrite the general term of the sequence as
un = AT {A+ (Cn +2|D| cos(¢ + nb))(|A2]/A1)"} (0 20),

where C,, = (=1)"(B 4+ Cn) if Ay < 0 and C,, = B+ Cn if Ay > 0. The sequence (u,) is
nonnegative if and only if

A+A{Cp +2[D[cos(p +nb)}(|Xe]/A1)" =20 (n = 0). (11)

Note that
A+ {C, +2|D|cos(p +nd) }(|A2| /M) = A (n — o). (12)

If A <0, then (12) shows that (11) cannot be fulfilled. If A > 0, then (12) implies that there
is an explicitly computable least integer 77 € Ny, depending on A, B,C, D, ¢, 0, A1, A2 such
that (11) holds for all n > T;. Consequently, in this case the sequence (u,) is nonnegative
if and only if T3 = 0.

2. \g is the positive dominating root, so that Ay = || > |A\1]-
Rewrite the general term of the sequence as
un = Ay {A(M1/A2)" + B+ Cn +2|D|cos(p +nd)} (n>0).
Then, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if, for all n,
B > —A(M/A2)" — Cn — 2|D| cos(p + nb). (13)
If C < 0, then (13) cannot be fulfilled. If C' > 0, then —A(A1/A2)" — Cn — 2|D|cos(p +
nf) — —oo (n — o0). Thus, there exists an explicitly computable 75 € N depending on

A,C,D,p,0, A1, X2 such that

Iﬁa?{(o} {=A(\1/A2)" — Cn —2|D|cos(p +nb)} = —A(M\1/\2)"2 — CTy — 2| D| cos(p + T20).
neNU

Consequently, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if
B> —A(M/X2)™ — OTy — 2|D| cos(p + T20).

I11.2.3: All three roots A1, A2 and A3 have different absolute values.

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root. We
consider two possibilities corresponding to the positive dominating root being A\; or As.
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1. A1 is the positive dominating root, so that A1 > |A2|, A1 > |As].

Here, u, = A} {A+ (B + Cn)(A2/A1)™ + 2|D|(JA3]/A1)" cos( + nd)}. The sequence (u)
is nonnegative if and only if

A+ (B+Cn)(A2/M)" 4+ 2|D|(JAs|/M1)" cos(p +nb) >0 (n>0). (14)
Note that
A+ (B+Cn)(Aa/A1)"™ 4 2|D|(|As|/A1)" cos(¢ +nb) = A (n — o0). (15)

If A <0, then (15) shows that (14) cannot be fulfilled. If A > 0, then (15) implies that there
is an explicitly computable least integer T3 € Ny, depending on A, B,C, D, p,0, A1, A2, A3
such that (14) holds for all n > T3. Consequently, in this case the sequence (u,) is nonneg-
ative if and only if 75 = 0.

2. \g is the positive dominating root, so that Ay > |A1], A2 > |As].

Here, u, = Ay {A(A1/A2)" + B + Cn + 2|D|(|A3|/A2)" cos(p + nb)}. The sequence (u,) is
nonnegative if and only if

B> —A(M/X2)" — Cn —2|D|(JA3|/A2)" cos(¢ +nb) (n > 0). (16)

e If C' < 0, then (16) cannot be fulfilled.
o If C >0, since

—A(M/A2)" — Cn —2|D|(JAs]/A2)" cos(p + nb) = —c0  (n — 00).

there is an explicitly computable T, € N depending on A,C, D, p, 0, A1, A2, A3 such
that

max {—A(A1/A2)" — Cn — 2|D|(|A3]/A2)" cos(¢ + nb)} =
neNU{0}

7A()\1/)\2)T4 — CT4 — 2|D|(|)\3|/)\2)T4 COS(QD + T49)

Consequently, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if
B> —A(M/A2)™ — CTy — 2|D|(|1A3]/A2)™ cos(p + T4b).
3.2.4 Case IV. C(rirarszz)
In this case, the general term of the sequence is
Up = AN + BNy + CA\S + DX} + DX} (n > 0),

where A, B,C € R; A1, Mo, A3 € R\ {0}; D € C and Ay € C\ R. Let \y = |\4]e? and D = |Dl|e’?
where 0, ¢ € [—m, 7], § ¢ {—m,0} so that

U = ANT + BAY + CA} + 2|D||A4]|" cos(p + nb).
Consider the three real numbers, A1, As, A3. There are two subcases.

1V.1 There are exactly two among A1, A2, A3 having the same absolute value, say, Ao = —A3.
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IV.2 None of the A1, A2, A3 has the same absolute value.

Subcase IV.1: There are exactly two among A1, A2, A3 having the same absolute value, say,
A2 = —As.
Here, u,, = AN} + {B + (—=1)"C}\} + DA} + D)}, i.e.,
ug, = ANF + {B + CY\3F + DA\?* + DAZF
Upp 1 = AN L {B — CYAZETE 4 DAZRFL L DAL (k> 0).

The two sequences (ugx) and usggy1 are decidable because they are of the form (16).

Subcase IV.2: None of the A1, A2, A3 has the same absolute value.

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root, say,
A1 > 0 and so we may assume without loss of generality that Ay > || > [A3]| > 0 and A\ > |A\y].
We subdivide into two situations depending on whether A\; = |A\4].

IV.2.1: A = |\l
Here, u, = A\T{A+ (B + C(A3/X2)")(A2/A1)"™ + 2|D| cos(p + nb)} (n > 0). The sequence (u,)
is nonnegative if and only if

A>—{B+C(A3/22)"}(A2/A1)" — 2|D|cos(p +nb) (n>0). (17)

e If § is a rational multiple of 7, say 6 = s/t where s,t € Z*\ {0} and ged(s,t) = 1. By [11,
Lemma 2.2 1], cos(p + nf) is periodic and takes at most 2¢ distinct explicit positive and
negative values at n € {0,1,...,2t — 1}(mod 2t). Since

(17) holds if and only if
A> max {—{B+ C(A3/X2)"}( A2/ )" — 2|D|cos(p +nb)}.

0<n<T
for some computable large T > 2t — 1.
e If 0 is not a rational multiple of 7, rewrite the term of the sequence as
un = [A2|" {B(X2/[A2])" + C(As/[A2])" + (A + 2| D[ cos(p + n8)) (A1 /[A2])"} .
The sequence {u,} is nonnegative if and only if

B(Ao/|X2)" + C(As/|A2])" + (A + 2| D cos(p + nb)) (A1 /[A2])" 20 (n>0).  (18)

We consider four separate situations.

(a) If A < 0, since the values of cos(¢ + nf) is dense in the closed interval [—1,1],
Ao/ A2)™ € {£1}, (As/[A2])™ = 0, (A1/|A2])™ — o0 (n — o), there always exists a
computable nonnegative integer N* such that

BXa/IX )N+ C A3/ M) + (A4 2|D] cos(o + N*0)) (A1 /| XN <0

and so (18) cannot be fulfilled.
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(b) If 0 < A< 2|DJ,let A=2|D|— A > 0 so that (18) becomes

B(Ao/|X2)" + C(As/|A2])" + (A + 2|D| cos(p + nb)) (A1 /[ A2])"
= B(Aa/[X2])" + C(As/[X2])" +{2|D] (1 + cos(p + nb)) = Af(Ar/|Ae])". (19)

Taking a subsequence {ny} for which cos(¢ + ni8) - —1 (kK — 00), the expression in
(19) tends to —oo, showing that (18) cannot be fulfilled.

(¢c) f A>2|D|>0,let § =A—2|D| > 0. Since
{A+2|D]|cos(p +nb)} (A1 /X)) = d(A1/]|A2])* = o0 (n — 0),
there is a computable nonnegative integer N* such that
B(A2/[A2])" + C(As/[Aa)" + (A +2|D| cos( + nb)) (M1 /|A2])" = 0
for all n > N*. Thus, (18) holds if and only if N* = 0.
(d) If A=2|D|, then (18) becomes
B(Aa/|X2)" + C(As/|A2])™ 4 2[DI(1 + cos(p +n))(Ar/[A2])" = 0 (n > 0). (20

Returning to (18), if there is Ny € Ny such that 1+ cos(¢ + No#) = 0, which must be
unique by [11, Claim 1, p. 140], then for (20) to hold we must have B(Aa2/ |Aa|)™0 +
C(A3/ |A2])No > 0. Moreover, using arguments similar to Claim A and the fact that
for n large enough the values of 1 4 cos(p + nf) are positive and bounded by 2, we
deduce that

B(A2/ [X2])" + C(As/ [A2])™ + 2[D[ (1 + cos(p + nb)) (A1 / [Aa])" = 00 (n — 00).
Thus, there is an explicitly computable least integer N7 € Ny, such that
B(A2/ [Aa))™ + C(A3/ [Xa])™ + 2 |D] (1 + cos(p +nb))(A1/|A2|)” >0 for all n > Nj.
Using all the obtained information, we conclude that (20) holds if and only if Ny = 0.

IV.2.2: A\ # |\, and so A; > 4.

Here, u,, = AT{A+ B(A2/A1)" + C(A3/A1)"™ + 2| D| cos(¢ + n0)(|As|/A1)"}. The sequence (uy,) is
nonnegative if and only if,

A+ B(A2/M1)" + C(A3/A1)" + 2| D] cos(p + nb)(JAg]/A1)" >0 (n > 0). (21)

Next note that
A+ B(A2/A1)" + C(A3/A1)" + 2| D] cos(p + nb)(JAa]/A1)" — A (n — o0). (22)
If A <0, then (22) shows that (21) cannot be fulfilled. If A > 0, then (22) implies that there
is an explicitly computable least integer Ny € Ny, depending on A, B,C, D, p,0, A1, A2, A3 such

that (21) holds for all n > Nj. Consequently, in this case the sequence (u, ) is nonnegative if and
only if Ny = 0.
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3.2.5 Case V. C(rz12z12222)

In this case, the general term of the sequence is
Up = AN} + BANy + BAY + ONy + CA\Y (n > 0),

where A, \; € R\{0}; B,C € C and Mg, A\3 € C\R. Let Ay = [A2|e?®1, A3 = |\3]e?2, B = |Ble?#r
and C = |C|e?¥? where 01,02, 01,02 € [-7, 7], 01,02 ¢ {—m,0} so that

Un, = AXT 4 2|B||A2]" cos(p1 + nby) + 2|C||As|™ cos(p2 + nbs).

By Proposition 2.1, we need only treat the case where there is a positive dominating root, i.e.,
A1 > max {|Az|,|As]} > 0. We assume that all the three coefficients A, B and C' are nonzero
for otherwise we are left with the case (15) or the case (7) in [11, Lemma 2.3]. There are three
subcases.

V.1 The three X’s have the same absolute values, i.e., Ay = |A2| = |As].
V.2 All three roots A1, A2 and A3 have different absolute values.

V.8 There are exactly two A;’s having the same absolute value, i.e., Ay = |A2| or Ay = |Ag| or
[Aa| = [As].

Subcase V.1: A\; = [Aa] = |A3].

Rewrite the general term of the sequence as
U = AJ{A + 2|B| cos(¢1 + nb1) + 2|C| cos(p2 + nb3)} (n > 0).
The sequence (u,,) is nonnegative if and only if
A+ 2|B| cos(p1 + nb1) + 2|C| cos(pz2 +nb2) >0 (n > 0). (23)

Clearly, the sign of this last expression depends on the nature of #; and 6;. We have three
possibilities.

e Both 6, and 6y are rational multiples of 7, say 6; = sy7/t; and 6y = som/ty where
s1,82 € Z\ {0}, t1,t2 € N, ged(sy,t1) = 1 and ged(sg,t2) = 1. By [11, Lemma 2.2 1],
cos(¢1 + nby) is periodic, taking at most 2¢; explicitly computable positive and negative
values corresponding to n = 0,1,...,2t; — 1, and cos(p2 4+ nbs) is periodic, taking at most
2t5 explicitly computable positive and negative values corresponding ton = 0,1, ..., 2to—1.
Then, (23) holds if and only if

Az —2|B 0,) —2|C 0,)0
_OSHSII(}rlﬂa()gtl,%z){ | Bl cos(p1 + nb1) — 2|C| cos(pz + nb)6}

e One of the angles, say, 6; is a rational multiple of 7, while the other, 65 is not a rational
multiple of 7. Let #; = s/t where s,t € ZT \ {0}, ged(s,t) = 1, By [9, Lemma 2.2
I, IT1], the function cos(y1 + nby) is periodic and takes at most 2¢ explicitly computable
positive and negative values corresponding to n = 0,1,...,2t — 1. Let the minimal value
B := minpen, {2 |B| cos(yp1 +n)b1} occurs at T (mod 2t). Taking n =T + 2kt (k > 0), the
result [11, Lemma 2.2 II] tells us that the values of cos(¢a + (T + 2kt)02) is dense in [—1, 1].
Consequently, the condition (23) holds for all n > 0 if and only if A4+ B —2|C| > 0.
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e Both 6, := 270, and 65 := 270, are not rational multiples of .

(a) If 1,0y, 6, are linearly independent over Q, then by the Kroneker-Weyl theorem, [4,
Theorems IV.I and IV.II], the value set of all the pairs of fractional parts ((nf;), (nfs))
is dense in the unit square [0,1) x [0,1). Thus, the condition (23) holds for all n > 0
if and only if A—2|B|—-2|C| > 0.

(b) If 1,6, 0, are linearly dependent over Q, then there exist mg, mi,ms € Z \ {0} such

~ 0
that 6, = M Let n = maoN + J, where N € Ny, 0 < J < mgy — 1. Consider,
mao

Cy(N) = A+ 2|B|cos(@1(J) + 2maN7hy) + 2|C| cos(@a(J) + 2mi Nwb)
where (,51((]) = ¥1 + 2J7Tél and 352((]) = P2 + 2J7T(m0 +m1§1)/m2. Let
fr(t) = A+ 2|B|cos(p1(J) + 2mant) + 2|C| cos(p2(J) + 2myt),

where ¢t € [0,1]. Since f;(¢) is continuous over the compact set [0,1], the minimum
min,epo,1) f7(t) = M;(f) exists, say, at to. Since the set of fractional parts {(Nél)}

is dense in [0, 1], there exists subsequence (Nj) C N such that (Ni6;) — to and so
Cy(Ng) L M;(f), which implies that C;(N) > 0 if and only if M;(f) > 0. Therefore,
the sequence (u,) is nonnegative if and only if minjc(o1,... . m,—13y My (f) > 0.

Subcase V.2: All three roots \1, A2 and A3 have different absolute values.
Without loss of generality assume A; > |As| > |A3]. Here,

un = AT{A+2(| Bl cos(1 +n01) + [Cl(|As]/[A2])" cos(2 +n02)) ([A2l/A1)"} (0 = 0),
The sequence (u,,) is nonnegative if and only if
A+ 2{|B| cos(p1 + nb1) + [C[(|As]/|A2])" cos(p2 + nb2) }(|A2| /A1)" =20 (n = 0).

e If A <0, then A+ 2{|B]|cos(p1 + nb1) + |C|(|As]/|A2])™ cos(p2 + nb2)}(|A2|/A1)™ < 0 for
all sufficiently large n, and so this case is untenable.

o If A >0, since
A+ 2{|B]cos(p1 + nb1) + |C|(|As]/|A2])" cos(p2 + nb2) }(|A2]| /A1) = A >0 (n — 0),

there is an explicitly computable least M € Ny, depending on A, B, C, \1, A2, A3 01,02, 01, 02
for which

A+ 2{|B] cos(p1 + nb1) + |C|(|]As]/|A2])"™ cos(p2 + nb2) }(|A2]|/A1)™ >0 for all n > M.
Thus, the sequence (u,) is nonnegative if and only if M; = 0.

Subcase V.3: )\1 = ‘)\2| or )\1 = |>\3| or |)\2| = ‘)\3|

We need only treat two possibilities.

V.3.1: )\1 = |)\2| or )\1 = |)\3‘
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Without loss of generality, let A\; = |A2] > |A3]. Here,
un = A} {A + 2| B cos(p1 + nbr) + 2|C|(|As]/A1)" cos(pz + nba)} .
Then, the sequence (u,,) is nonnegative if and only if
A > —2|B|cos(p1 +nb1) — 2|C|(JA3]/A1)" cos(pz +nba)  (n > 0). (24)

e If 0, is a rational multiple of 7, say 61 = sw/t where s,t € Z* \ {0} and ged(s,t) = 1. By
[9, Lemma 2.2], cos(¢ + nf) is periodic and takes at most 2¢ distinct explicit (positive and
negative) values at n € {0,1,...,2t—1}( mod 2t). Let P := {p1,...,ps}, @ :={aq1,-.-, ¢}
be subset of {0,1,...,2t — 1} such that

¢ =cos(p1 +nb) <0 (1<i<s), dj=cos(pr1+nb1)>0(1<j<r)

Since Ny = (p1 + 2tNg) U -+ - U (ps + 2tNo) U (1 + 2tNg) U - - - U (g + 2tNp), and for each
{ € Ny, let

Fl(g) = —2|B|Ci — 2|C’|(|/\3|//\1)pi—"_2M COS((,OQ + (pi + 21%)92) (7, =1,..., S)
N;(€) = =2|Bld; = 2|C[(|As] /A1) 2 cos(ipa + (g +2t0)0) (j=1,...,7)

If 2|C|(|A3]/A1)Pi T2 cos(pa + (pi + 2t0)02) < 0 for all £ € Ny, then we see clearly that
supyen, Fi(£) = —2|Bc;. If there exists £y € Ny such that

=2|C[(|Asl/A1)P 20 cos(iz + (pi + 2tlo)f2) > 0,

since _2|C|(|/\3|//\1)pi+2t£o COS((pQ + (pi + 2tfo)02) — 0 (50 — OO)7 there is an L; € Ny,
L; > £y for which

sup F;(£) = =2|Blc; + re {=21C|(|As]/A1)P T2 cos(pa + (pi + 2t0)02) }

call this maximum M;. Similarly, if —2|C|(|As]/A1)%F2 cos(p2 + (qj + 2t€)62) < 0 for all
¢ € No, then sup,cy, N;(€) = —2|B|d;, while if there exists £; € Ny such that

=2|C|(|As]/ A1) %2 cos(pz + (g5 + 2t0)62) > 0,
then maxyen, N;(¢) is attainable; call this maximum K. Thus, (24) holds if and only if

A> max {_2|B|613M17KJ}

T 1<i<s, 1<5<r
and so this case is decidable.
e If A, is not a rational multiple of m, rewrite the terms of the sequence as
up = [As]" {(A + 2| B cos(ip1 +nb1)) (M/|A3])" + 2|C| cos(pz + nba)} .
The sequence {uy} is nonnegative if and only if
(A +2|B|cos(p1 +nb1)) (Ar/|As])™ + 2 |C| cos(pz + nbz) >0 (n > 0) (25)

We consider four separate situations.
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(a) If A <0, since the values of cos(p; + n1) is dense in the closed interval [—1, 1], and
(A1 /]A3])™ = 0o (n — 00), there is a computable nonnegative integer N4 such that

(A4 2|B|cos(p1 + Nab1)) (A1/ |)\3\)NA +2|Ccos(p2 + Naba) <0

and so (25) cannot be fulfilled.
(b) f0< A<2|B|,let A=2|B|— A >0 so that

(A +2[Bcos(p1 +nb1)) (Ar/ [As])™ + 2|C| cos(p2 4 nb2)
={2[BJ (1 + cos(p1 +nby) — A)} (Ar/ [As])" +2|C|cos(p2 +nba).  (26)

Taking a subsequence {ny} for which cos(p; + ngf1) — —1 (kK — o), the left-hand
side of (26) tends to —oo as k — oo, showing that (25) cannot be fulfilled.

(c) fA>2|B|>0,let 6 =A—2|B| > 0. Since

(A +2|B|cos(p1 +nb1))( A1/ |A3])™ + 2|C| cos(p2 + nbs)
>0/ As])™ +2|C| cos(pa + nb2) = 0o (n — o0),

there is a computable nonnegative integer N* depending on A, B, C, @1, p2, 01,02 such
that
(A + 2|B|cos(p1 + nb1)) (A1/|As])™ + 2|C| cos(pa +nbz) >0

for all n > N*. Thus, (25) holds if and only if N* = 0.
(d) If A=2|Bj|, then (25) becomes

2|B| (1 + cos(p1 +nb1)) (A1/|As])™ +2|C|cos(pz +nb2) >0 (n>0). (27)

If there is Ny € Ny such that 1 + cos(¢1 + Nob1) = 0, which must be unique by
[11, Claim 1, p. 140], then for (27) to hold we must have 2 |C|cos(p2 + Nob#2) > 0.
Moreover, using arguments similar to [8, Lemma 2.2], we deduce that

2|B| {1+ cos(p1 +mnb1)} (A1) |As])™ 4+ 2|C| cos(p2 + nbs) — 0o (n — 00).

Thus, there is an explicitly computable least integer N1 € Ny, depending on B, C, ¢, 0, A1, A2,
such that

2|B[{1 + cos(p1 +nb1)} (A1/ |A3])™ + 2|C| cos(p2 +nb2) >0 for all n > Nj.
Using all the obtained information, we conclude that (25) holds if and only if N; = 0.

V.3.2: ‘)\2| = |/\3| (< /\1)

Rewrite the general term of the sequence as
un = Af {A + 2{|B| cos(p1 + nb1) + [C| cos(p2 + nb2) }(|A2|/A1)"} -
The sequence (u,) is nonnegative if and only if

A 4 2{|B] cos(p1 + nb1) + |C| cos(p2 + nb2) }(|A2|/A1)" >0 (n > 0). (28)

Divulgaciones Mateméticas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 1-19
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4

o If A <0, then A+ 2{|B|cos(y1+nb1)+|C|cos(pz+nb2)}(|A2|/A1)" < 0 for all sufficiently
large n, and so (28) is untenable.

o If A >0, since
A+ 2{|B] cos(p1 + nb1) + |C| cos(p2 + nb2)}(|A2|/A1)" = A >0 (n — o),

there is an explicitly computable least My € Ng, depending on A, B, C, A1, Ao, 01,02, 01, 2
for which

A+ 2{|B]|cos(p1 + nb1) + |C| cos(p2 + nb2)}(JA2|/A1)" > 0 for all n > Ms.

Thus, the sequence (u,) is nonnegative if and only if My = 0.
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Resumen

En este trabajo se introducen las definiciones de funciones conjunto valuadas arménica-
mente convexas y armonica fuertemente convexa moédulo c. Para estas funciones obtenemos
algunos resultados importantes como las desigualdades tipo Hermite-Hadamard y Fejér, tam-
bién un teorema tipo Bernstein-Doetsch.

Palabras y frases clave: funcién convexa, funcién arménicamente convexa conjunto
valuada, multifunciones armonica fuertemente convexas médulo ¢, desigualdad tipo Hermite-
Hadamard, desigualdad tipo Fejér, Teorema tipo Bernstein-Doetsch.

Abstract

In this paper we introduce the definitions of harmonically convex and strongly harmon-
ically convex modulus c set-valued functions. We present some results for this kind of
functions, like inequalities of Hermite-Hadamard and Fejér type and the Bernstein-Doetsch
Theorem type.

Key words and phrases: function convex, harmonically convex set-valued function,
strongly harmonically convex set-valued functions modulus ¢, Hermite-Hadamard inequality,
Fejér inequality, Bernstein-Doetsch Theorem type.

1 Introduccién

El estudio de la convexidad se ha realizado para funciones conjunto valuadas o multifunciones
(ver [4, 17]), esto es, aplicaciones de la forma F : X — 2¥ donde X y Y son conjuntos. La nocién
de funcién conjunto valuada surge a principios del siglo XX, cuando Berge en [5] introdujo
el concepto de limite superior e inferior de sucesiones de conjuntos y estd motivado por sus
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aplicaciones en Analisis Diferencial e Integral, en la Teoria de Optimizacion y el Calculo de
Variaciones, entre otras (ver [15]).
Una multifuncion F : X — 2 es convexa si para todo z1,22 € X y t € [0, 1] se tiene que

tF(x1) + (1 —t)F(z2) C F(txy + (1 —t)x2). (1)

Recientemente se han estudiado distintas nociones de convexidad para funciones conjunto
valuadas (ver [13, 14, 18, 19]). Por ejemplo, Huang en [11] extendi6 la definicion (1) e introdujo
la convexidad fuerte para multifunciones de la siguiente manera.

Si (X, ]| -1), (Y, || - ||) son espacios vectoriales normados, y D C X un conjunto convexo. Una
funcién conjunto valuada F : D — 2Y es fuertemente convexa médulo ¢ si para ¢ > 0,
x1,22 € Dyt e (0,1) se tiene que

tF(z1) 4+ (1 — t)F(x2) + ct(1 — t)||zy — 22||*B € F(txy + (1 — t)xs), (2)

donde B denota la clausura de la bola unitaria de Y.

Estas funciones han sido utilizadas para encontrar cotas al error en algunos problemas de
inclusion con restricciones de conjuntos (ver [13]). En este trabajo extendemos para multifunciones
la nocion de convexidad arménica dada por Iscan en [12] para funciones reales y para esta clase de
funciones conjunto valuadas probamos la contraparte de resultados clasicos del Analisis Convexo:
propiedades de estabilidad respecto a operaciones aritméticas, desigualdad de Hermite-Hadamard,
desigualdad de Féjer y Teorema de Bernstein-Doetsh.

2 Preliminares

En esta seccion el dominio de las funciones que utilizaremos a partir de ahora es arménicamente
convexo, por tal motivo es conveniente introducir tal definicién.

Definicién 2.1. Un conjunto D C [0, 00) se dice que es un conjunto arménicamente convexo,

si
T1T2

———¢cD
tl‘l + (1 715):172

para todo x1,25 € D, t € [0,1].

La idea de definir una funciéon arménicamente convexa proviene de hacer una variaciéon en el
dominio de una funcién convexa, con esta idea I [12] en el afio 2014 define lo siguiente:

Definicién 2.2. (ver [12]) Una funcién f : D C [0,00) — R se dice que es una funciéon arméni-
camente convexa, si

Fpr ) < tf) + (-0

para todo z1,25 € D, t € [0,1].

En [2], Aslam introduce una definicién que proporciona una variaciéon armonica fuerte modulo
¢ de la definicién introducida por Iscan.

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 20-33
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Definicién 2.3. Una funcion f : D C R\0 — R se dice que es arménica fuertemente convexa
médulo c si para todo 1,22 € Dt € [0,1] y ¢ > 0 se tiene que

2
Tr1 — T2

! (1511?1—1-(1—0362) Stf(ze) + (1 —t)f(x1) —ct(l—1t)

3)

T1T2
Si en (3) consideramos ¢ = 1/2 decimos que f es armonica fuertemente midconvexa modulo c,

entonces
f( 21129 ) < flz2) + f(z1) ¢

T+ T2

2
Tl — T2

2 4 T1T2

En [12] se presenta el siguiente teorema, que constituye una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para funciones arménicamente convexas.

Teorema 2.1. Sean f : D C R\{0} — R wuna funcién armdnicamente conveza y a,b € D con
a <b. Sif esintegrable en [0,1] se tiene que

/ (a2ibb> = boiba /ab fz(:f) do < = ;_ f(b)' @

La desigualdad del tipo Fejér para funciones arménicamente convexas, es estudiada y demos-
trada por Chen y Wu en [7], este generaliza la desigualdad tipo Hermite-Hadamard para esta
clase de funciones.

Teorema 2.2. Sea f: D C R\{0} — R una funcion armdnicamente conveza y a,b € D con
a <b. Si f es integrable en [a,b], entonces

(5 [ Mt [ e < L0000 [0,

donde p : [a,b] = R es una funcion positiva que satisface lo siguiente

(%) ()

Un resultado importante para los logros de este trabajo es el de Robert Aumann (ver [4]),
el cual introduce una definicién de integral para funciones conjunto valuadas. Considerando la
multifunciéon F : [0,1] — 2Y, T como el intervalo [0,1] y el conjunto § = {f(t) es integrable en
T: f(t)e F(t) Nt € T}

3 Resultados Principales

A continuacion, en esta seccion introduciremos la definicién de funcién conjunto valuada armo-
nicamente convexa y armoénica fuertemente convexa moédulo ¢, lo cual extienden los conceptos
introducidos en [2, 12].

Definiciéon 3.1. Sean X y Y cuerpos, D un subconjunto arménicamente convexo y F : D C
X — 2Y una funcién conjunto valuada. Se dice que F es arménicamente convexa si para todo
x1,x9 € Dy t € ]0,1] se tiene que

tF(23) + (1 — )F(21) C F (M) . (6)
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Si consideramos ¢ = 1/2 diremos que F' es arménicamente midconvexa si satisface lo siguiente

F
Wﬂmcp( 2z )
2 T+ o

Es posible generalizar esta definicién de la siguiente formas:

Definicién 3.2. Sean (X, || - ||) un espacio normado, Y un espacio de Banach, D un subconjunto
armoénicamente convexo y F : D C X — 2Y una funcién conjunto valuada. Se dice que F es
armonica fuertemente convexa médulo c si para todo 21,29 € D, t € [0,1] y ¢ > 0 se tiene

que
2
— X129
BCF|————F— 7
= (t$1+(1—t).’b2) ’ ( )

r1 — T2

tF(zo) + (1 —t)F(z1) + ct(1 —¢)

T1T2

donde B es la clausura de la bola unitaria de Y. Si tomamos ¢t = 1/2 decimos que F es una
funcién arménica fuertemente midconvexa médulo c si

2BCF( 2”““) (8)

Xr1 +£C2

F(x2) + F(x1) L[z

2 4

T1T2

Ejemplo 3.1. Sean fi,fs : [a,b] C R — R funciones armdnicamente convexas tales que
fi(z) < fa(x) para todo x € [a,b]. Entonces la multifuncion F : D — 2Y definida como
F(z) = [f1(x), f2(x)] es armdnicamente conveza.

Solucion. Como f; y — f3 son funciones armoénicamente convexas se tiene que para todo x1,x2 € D
y t € [0, 1] lo siguiente:

fi (M) <tfi(ze) + (1 —1)fi(z). ©)

tha) + (1= 0en) < o (). (10)

Entonces

tfi(we) + (L =t) fi(z1), tfal@2) + (1 —t) fa(21)] C [fl < i ) J2 ( o )]

try + (1 — t)xe try + (1 —t)zo

Luego, mediante un célculo elemental podemos ver que

tF(z2) + (1 —t)F(z1) C F (ta:l—i—m(llxiﬂa:g)

Asi, F' es una funcion conjunto valuada armonicamente convexa.

Ejemplo 3.2. Sea H C R? un conjunto convezo y no vacio que posee al origen de R3 =Y. Sea
F : R — 2Y una funcion conjunto valuada definida por F(x) = —x2H, siendo f(z) = —2% una
funcion armdnicamente concava y H un conjunto convexo que posee al origen, entonces para todo

x1,22 €ER yt €[0,1] se tiene que

2
—(tx2 1—Hr2) < — . TiT2
3+ (- t)ad) < - (i
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Usando la convezxidad del conjunto H tenemos que
XT1Xo 2 T1T2
—(tei+(Q-t)eHh)HC - ———= ) H=F| ———=— .
( $2+( )xl) - <t$1+(1—t)$2> (t.’l?l +(1—t)3?2>

Luego,
—(tzs 4+ (1 = )2 H = —twoH — (1 — t)x  H = tF(z3) + (1 — t)F(x1).

Por tanto,

tF(23) + (1= )F (1) C F (,wu_t)) |

Asi, F' es una funcion conjunto valuada armdnicamente convexa.

Ejemplo 3.3. Si G : D C X — 2Y es una funcion conjunto valuada arménicamente convera,
entonces F(z) = G(x) — cx®H, con x € I, es armonica fuertemente convexa mddulo c.

3.1 Operaciones con funciones conjunto valuadas arménicamente con-
vexas

En esta seccion, demostraremos que las funciones conjunto valuadas arménicamente convexas son
estables bajo la suma, el producto por un escalar y el producto entre funciones.

Proposiciéon 3.1. Sean X,Y cuerpos sobre R, D un subconjunto armdnicamente convexo y
F,G:D c X —2Y funciones conjunto valuadas armdnicamente convezas. Entonces

1. F+ G es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza.
2. AF es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza, para todo A € R.

3. Si para cada par de puntos x1,z2 € X, se tiene F(x1)(F(x2) # 0 0 G(z1) (G(z2) # 0
entonces F - G(x) es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza.

Demostracion. 1. Sean x1,29 € D y t € [0,1]. Dado que F y G son funciones conjunto valuadas
armoénicamente convexas se tiene que

ch+u_ﬂ@)3ﬁWﬂ+a—wnm)

G(:““’)Dtawg+w1—w0@g

tey + (1 —t)zo

ademas tomando en cuenta que si A, B, D, E son conjuntos tales que A C By D C FE entonces
A+ D C B+ E, obtenemos el resultado deseado

F+G (tl‘l + (1 - t).’EQ) = r (tl’l + (1 - t)l’z) + G <t$1 + (1 - t):L‘2>
[tF(z2) + (1 —t)F(z1)] + [tG(x2) + (1 — t)G(x1)]
t(F+ G)(z2) + (1 —t)(F + G)(z1).

V)
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2. Sean A € Ry x1,29 € D, entonces:

AF(m) O A (tF(x2) + (1 — ) F(21))

t(AF(z2)) + (1 — t)(AF(x1))

Para A = 0 se cumple la igualdad.

3. Antes de probar que F' -G es una funcién conjunto valuada armonicamente convexa veamos
que si x1, T € D, entonces

F(21)G(22) + F(22)G(x1) C F(21)G(21) + F(22)G(22).
Supongamos sin pérdida de generalidad que F(z1) () F(z2) # (). Tenemos que
{0} C [F(x1) — F(z2)],
donde 0 es el elemento neutro de Y con respecto a la suma. Asi
{0} C [F(a1) — F(22)][G(21) — G(a2)]

Luego, como en Y vale la propiedad distributiva respecto a la adicién, la expresiéon anterior es
equivalente a

{0} € F(21)G(21) = F(21)G(22) — F(22)G(21) + F(22)G(2) (11)
de modo que, sumando F(z1)G(z2) y F(x2)G(x1), queda

Ahora bien, teniendo en cuenta este resultado demostraremos que F'-G es una funcién conjunto
valuada armoénicamente convexa. En efecto, para t € [0,1] y 1,22 € D se tiene lo siguiente:

T1X2 T1T2 T1T2
(F-G) (tml +(1- t)mg) = F (ta:l +(1- t)scg) G (t:cl +(1- t)w2> ’
D [tF(z2) + (1 =) F(21)][tG(z2) + (1 — )G (21)],
= 2F(22)G(x2)+t(1—t)[F(22)G(x1)+F(21)G(x2)]4+(1—t)2 F(21)G(z1),
D 2F(22)G(z2)+Ht(1—t)[F(22)G(z2)+ F(21)G(w1)]+(1—t)2F(z1)G(z1),
= tF(22)G(x2) + (1~ t)F(21)G(x1),
= HF-G)(x2)+ (1 —t)(F-G)(x1).

3.2 Desigualdad Hermite-Hadamard

En [19], se obtienen importantes resultados para multifunciones fuertemente convexas modulo c,
entre ellas una desigualdad tipo Hermite-Hadamard para este tipo de funciones.

Notacion. Denotamos por n(Y) a la familia de todos los subconjuntos no vacios de Y, y cl(Y),
acl(Y) subfamilias de n(Y") de todos los conjuntos cerrados y acotados, y armoénicamente convexos
cerrados y acotados respectivamente de Y.
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Asi,

para todo a,b € D tales que a < b
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Teorema 3.1. (ver [19]) Sean D un subconjunto armdnicamente convezo y F : D C X — cl(Y)
cerrada en'Y se tiene lo siguientes

una funcion conjunto valuada fuertemente convexas mddulo c. Entonces si B es la bola unitaria

1 b c 9= a+b
b_a/aF(x)d:c+12(ba)BCF( 5 )
)
F F( _
Fa+FO) L 2 _appc
2 6
para todo a,b € D tales que a < b

1 b
bfa/a F(z)dz,

Notese que para ¢ = 0 el teorema provee una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para
funciones conjunto valuadas convexas.

Teorema 3.2. Sea F': D — cl(Y) una funcion conjunto valuada conveza, entonces

1 a+b
2
Y

b—a (12)
b
F) C bia/a F(z)dz,

/abF(x)dx CF (

F(a) +
2
para todo a,b € D tales que a < b

(13)
Utilizando este principio, procederemos a continuacién mostrar una desigualdad de tipo
Hermite-Hadamard para funciones conjunto valuadas armoénicanmente convexas.

ab

b F(x)
7 F
b—a/a 3 dx C

Teorema 3.3. Sean X,Y cuerpos y D € X un conjunto armdnicamente convezo, si F : D C
X = cl(Y) es una funcion conjunto valuada arménicamente convexa, entonces
x

(757)
F(a);rF(b) _ ab

(14)
b F(x)
b—a /a

dx
x? ’

%, %] , entonces

a

a 1 1
el (e (i)

2
1
ab

a 1 2ab
(= F .
ba/i (t)dtc <a+b>
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Demostracion. Si en (12) consideramos una funcién conjunto valuada convexa G(t) = F (1)
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la prueba de este teorema se reduce a demostrar que

/F(i) dt:/ab Faff)dx.

Notemos que en virtud a la definicién de la integral de Auman y f (%) conteT = [%, %] se

Lr@a- (L Qoses){ [ (Jases)

Luego, para x = %, tenemos lo siguiente

/f(i) dt:/ab f?dx.

b

{/b f:;)dx (f(z) € Fla) Az € [a’b]} _ /b F(z),

2
ab  [° F(x) 2ab

F .
b—a/a x? do (a+b)

Para probar (15) razonamos de manera anéloga y obtenemos lo siguiente

PP w / @),

2 b—a 2

-

Entonces,

Asi,

Por tanto,

F(b)+F(a) _ ab /b F(z)
- dx.

2 b—a 2

3.3 Desigualdad tipo Fejér

En esta seccion, introduciremos una generalizacién de la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard
para funciones conjunto valuadas arménicamente convexas. En [7] se estudia la desigualdad de
Fejér para funciones armoénicamente convexas, en este trabajo extenderemos el estudio de Chen
y Wu para funciones reales armoénica a funciones conjunto valuadas.

Teorema 3.4. Sean F : I C R\{0} — 2% una funcion conjunto valuada arménicamente conveza
ya,bel cona<b. Si F es Aumann integrable sobre [a,b] C I entonces

P = 10 /ab P ¢ / b FelP@) g c (zab) /a,b S (16)

a+b x?
donde P : [a,b] — 2%, P(z) = {p(z) es no negativa e integrable, p(z) € P(x)} y sastiface lo

siguiente
ab ab
P(—)|=P—— ). 1
< x > <a +b— x> (17)
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Demostracion. Sea F : [a,b] — 2% una funciéon conjunto valuada armoénicamente convexa, enton-
ces para todo z,y € [a, b] se tiene lo siguiente:

ry
tF 1-t)F CF|——F
)+ - 0F@ € F (i)
para t = % obtenemos la siguiente inclusién
F(y) + F(z) CF( 2y )
2 - Tty

i - ____ab .
Consideramos ahora z = GE=eER asi

ab
Y= Gara—on)’

2 2
Como F' es una funcion conjunto valuada arménicamente convexas se tiene que
F(a)+ F(b)  (tF(b)+ (1 —t)F(a))+ (tF(a) + (1 —t)F(b))
2 N 2
F (m+(1 t)b) +F (tb+(1 Da )
- 2

F) + P _ P (stioon) + F (stios)

Por otro lado, tenemos que para todo ¢ € [0, 1]

# (axtin) (st
at+(1—t)b th+(1—t)a 2ab
CF . 18

2 - (a+b) (18)

La inclusion (18) cumple la igualdad para t = % Por tanto,

Fw+re) P larttm) +F (att)
2 - 2

2ab
F .
<a+b)

Entonces, dado P : [a,b] — 2% una funcién conjunto valuada tal que P(z) = {p(z) es no negativa
e integrable, p(z) € P(x)} y ademds cumple la condiciéon (17), se tiene que

i (mﬁb—oc)

N

P<a+b—(tl;li—(1—t)a))

_ pf(__a N
ta+ (1 —1t)b
Por lo que

F(a)+ F(b) ( ab ) c F(tb+(a111t)a)P(tb+(1 ta )+F(at+(1 t)b)P(atJrEllbft)b)
tb + - 2

F <a2ibb> P (tb+ (alb— t)a) '
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Integrando en ambos lados de la inclusién con respecto a ¢ sobre [0, 1], tenemos que

F(a) + F(b) /1P ab dt /1 F(wrtia) P (ordtse ) HF (et ) P (ati=s) dt
2 0 tb + (1 — t)a 0 2
2ab ! ab
Fl— P|—FF—)dt. 19
<a+b)/0 <tb+(1—t)a> (19)
Notemos por la definicion de Aumann que

/01 P (i) - {/olp (=) o) < P}

operando sobre cada integral obtenemos lo siguiente,
1 b
ab ab p(x)
— | dt = —=dz;
/Op(tb+(1t)a> afb/a 2z D

ab " P(x)
2

N

asi,

{ a_[* %d@«, p(z) € P(x) Az € [a,b]} = dz. (20)

a—>bJ, a—bJ, =«

Razonando de manera analoga obtenemos la siguiente igualdad

/ 1 [F<,,Hab_,,)a)P(,,Hab_,,)a)w(Mf_,,)b>P<n,,,+ab_,,>b>] at = -2 / L@l ,,
: .
0 a

(21)

a—b x2
Luego, sustituyendo (20) y (21) en (19) y multiplicando %% a ambos lados de la inclusion,
obtenemos el resultado deseado.

Flo)+ ) /: Pe) g, /abwdxcjf( 2ab ) /ab Po) 4.

- a+b 2

3.4 Teorema tipo Bernstein-Doetsch

En esta seccion probaremos un teorema tipo Bernstein-Doetsch para funciones conjunto valuadas
armoOnicamente convexas. Para ello presentamos un lema que generaliza la definicién de midcon-
vexidad armonica, las demostraciones del lema y el teorema que veremos estan hechas basadas
en las ideas de Leiva, Merentes, Nikodem y Sanchez que aparecen en [13].

Lema 3.1. Si F: D — n(Y) es armdnica fuertemente midconvera mddulo ¢ entonces

P )+ (1= 2\ Py + o (12 & ‘Ber Tt (22)
on 2 on 1 on omn %xl 4 (1 _ %)1’2

para todo x1,x2 € D y todo k,n € N tal que k < 2™.

Tl — T2

T1T2

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 20-33



30 Gabriel Santana - Lysis Gonzalez - Nelson Merentes

Demostracion. Procederemos a demostrar este lema por el Principio de Induccién Matematica
sobre n.
Para n =1, tenemos que kK =1 < 2 y asi la inclusién

2 2x1x
BcFp | =222
T+ X2
coincide con la definién de midconvexidad armoénica médulo c.
Supongamos ahora que se cumple para algin n € N tal que k < 2™, deseamos ver que se cumpla

para n + 1. De esta manera sustituyendo ¢t = 2,7% en la definicién de funcién armoénicamente
midconvexa médulo ¢ y realizando algunos calculos elementales, obtenemos lo siguiente

X1 — T2o

F(ze) + F(z1) ¢
2 + 4

T1T2

2

g F(x2) + (1 — 5ir) Fa1) 4 cqier (1— 557) || 2522 B
T1—T 2 ck? T1—T
- % Q%F(lé) + (1 - 2%) F(ml) +C2n (1 - *) ;13522 B] + %F(xl) + 4(2k2n) ;17;22
Notese que
2
2 T — R
ck T1 — T2 _c 2%1:1-4—(1—2%)12
4(22n) X1T2 o 1 z1To
ml %%$1+(1—%%)$2
Entonces
1]k k k k T, — To
— | =F 1—— | F — (1= =) ||— B
<2 on (5172) + ( 2n> (xl) + CQn ( 271) T1To +
1 ck? )
—F
2 (xl) + 4(22") T1T2

1 1 T Ear (g
smz1t+H(1l—3m
C*F . 19 +7F($1)+E s &1 ( 3 )z2
ﬁxl —+ (]. — F) T2 2 4 1 T1T2
z%w +(1—2T)w2
T1T2
cF o <’31 1+(1- 3% )o 2) _r T1T2
Y e Y At e

s 1+(1*2Ln)962

O
o]

N[

O

Para efectos de los resultados obtenidos en esta seccion, es necesario tener en cuenta el lema
a continuacion.

Lema 3.2. (ver [20]) Para cada conjunto acotado A CY, la funcion conjunto valuada F : R —
n(Y) definida por F(t) =tA,t € R, es continua en R.

El siguiente teorema proporciona condiciones que asegura la fuerte convexidad armoénica de
una funcién conjunto valuada.
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Teorema 3.5. Sea D un conjunto armdnicamente convexzo. Si F': D — acl(Y) es una funcidn
conjunto valuada armdnica fuertemente midconvera mddulo ¢ y semicontinua superiormente sobre
D, entonces F es armonica fuertemente convexra mddulo c.

Demostracion. Sean x1,z2 € D y t € (0,1). Por la densidad de los nameros diadicos en [0, 1],
podemos tomar una sucesion de nameros diadicos {g,} C (0,1) tal que ¢, — t. Fijando ¢ > 0,
existe ny; € N tal que si n > ny entonces ||g, — t|| < €.

Sea A C acl(Y), entonces por el Lema 3.2 se tiene que la multifunciéon F' : s € R — sA es
continua, asi para todo F'(z) C A con z € D se tiene que

£ -
tF(xz2) C ¢ F(x2) + EB’
E —
(1 — t)F(l‘l) C (1 — qn)F(fEl) + ZB (23)
Y 2
ct(1—t)l|21 — 22| B C ega(l —q0) | 22| B+ B (24)
X129 4

12

para todo n > ny. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F' en el punto T

obtenemos que
T1T2 T1T2 €A
F|———— | CF|———F—F——— -B
(tx1+(1—t)$2> (tx1+(1—t)$2> + 4

como ¢, — t, existe ny € N tal que si n > no entonces

12 12 £ =
F cCF|——— | +-B 25
(qnxl +(1—qn)x2> <t931 +(1—t)fv2> 4 2)

para todo n > ng. Por tanto, usando (23), (24), (25) y el Lema 3.1, obtenemos lo siguiente

L1—T2
T1T2

] —x9
1T

T1T2 3 =
c F + -eB
(qnﬂ?l +(1- %)332) 4

12 =
Fl—— B
c <t$1+(1—t)l‘2>+5 ’

tF(z2) + (1 —t)F(z1) + ct(1 —t) B C  quF(z2)+(1-an)F(z1)+ean(1—an) |2§+%EB

para todo n > max{ni,ns}.
Dado que estas inclusiones se satisfacen para todo € > 0, tenemos que

2
1 — T2 — 12 =
tF 1-t)F t(1—t B C r{—— B
(@2) +( JE(@1) + et ) T1T2 !]()( <tx1+(1—t)332> e >
- F T1X2
try + (1 — t)J?Q
S O (E—— L E—
ter + (1 —t)zo
Asi mostramos que F' es armoénica fuertemente convexa moédulo c. O
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Los resultados mostrados en este trabajo amplian el estudio de la convexidad en gran ma-
nera, muchos temas interasantes y originales surgen a partir de las definiciones y los teoremas
introducidos en este articulo, entre los cuales podemos hacer mencién algunos: definir la contra-
parte concava de las definiciones introducidas y con ello obtener los resultados correspondientes,
obtener un resultado tipo Kuhn para multifunciones arménicamente convexas estableciendo con-
diciones para generalizar procesos convexos, establecer el cilculo de la variacién para este tipo
de funciones, extender la nocién de k-convexidad para multifunciones arménicamente convexas.

En general podemos decir que cualquier variaciéon de la definicon clésica de convexidad y
convexidad armoénica en los reales, se puede extender a multifunciones, y con ello es posible
establecer nuevos, importantes e interesantes resultados para ahondar la investigacién en esta
4rea de la matematica.
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Resumen

En este articulo se presentan algunas relaciones espectrales que involucran el espectro
aproximado puntual, el espectro puntual, el espectro de compresién y el espectro periférico
de endomosfismos continuos sobre espacios de Banach. Se establecen algunas propiedades y
ejemplos de relaciones espectrales de operadores en espacios de Hilbert. Adicionalmente se
establece la relaciéon entre el espectro periférico, el espectro inyectivo y el espectro aproxi-
mado puntual de los operadores normaloides.

Palabras y frases clave: Espectro aproximado puntual, espectro periférico, operadores
normaloides.

Abstract

This paper presents some spectral relationships involving the approximate point spec-
trum, the point spectrum, the compression spectrum and the peripheral spectrum of contin-
uous endomorphisms on Banach spaces. Some properties and examples of spectral relation-
ships of operators in Hilbert spaces are established. Additionally, the relationship between
the peripheral spectrum, the injective spectrum and the approximate point spectrum of the
normaloid operators is established.

Key words and phrases: Approximate point spectrum, peripheral spectrum, nor-
maloid operators.

1 Introduccién

El teorema espectral del algebra lineal establece que las matrices diagonalizables son justamente
las matrices A que satisfacen la relacion A*A = AA*, donde A* denota la traspuesta conjugada de
la matriz A. Considerando ahora transformaciones lineales T : H — H, donde H es un espacio de
Hilbert complejo de dimensién infinita, se puede asociar al operador T" un operador 7, llamado
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adjunto de T, que generaliza la matriz adjunta. Un operador lineal acotado 7' : H — H, que
satisface la igualdad T*T = TT*, se le denomina operador normal.

Los operadores normales son de gran utilidad préactica en anélisis funcional y en teoria es-
pectral. Ademas, son importantes en el estudio de algebra de operadores en espacios de Hilbert,
que constituyen la base matematica de la mecanica cuantica. En la formulacién matematica de la
mecéanica cuantica, los denominados sistemas cuanticos son descritos por operadores y vectores
en un espacio de Hilbert separable denominado sistema de estado; las propiedades de los estados
del sistema que pueden ser determinados (observados), se representan por operadores lineales y
autoadjuntos (T = T') sobre espacios de Hilbert, siendo éstos una subclase de la clase de los ope-
radores normales. Los operadores normaloides son una generalizacién de los operadores normales;
se presentan algunos resultados de algunos subconjuntos espectrales para dichos operadores.

2 Resultados preliminares

En esta seccién se exponen algunos resultados cuyo objetivo principal es facilitar el entendimiento
de la teoria a desarrollar en este articulo. Muchos de estos resultados se tratan, de modo més
amplio y detallado, en algunos textos de analisis funcional. (ver [2, 5, 6, 7, 8, 9, 11]).

2.1 Operadores lineales acotados

Definicién 2.1. Sea T : X — Y un operador lineal, con (X,]||-||x) v (Y,|| - |ly) espacios
normados. El operador T' se denomina acotado o continuo si T(D(0,1)) es un conjunto acotado
en Y, donde D(0, 1) representa el disco unitario en X.

Se define la norma del operador T" mediante
ITllo = sup{||Tz|ly : [|=[|x <1}

Se denotara mediante L(X,Y) el espacio de los operadores lineales y acotados de X en Y.
Cuando X =Y, se empleara la notacion L(X) en lugar de L(X, X). En el caso de que Y = K, se
acostumbra a usar la notacion X’ en lugar de L(X,K): el espacio X’ se denomina espacio dual
de X. Cada elemento de X' recibe el nombre de funcional lineal acotado o continuo.

2.2 Operador adjunto

Un resultado importante dentro del analisis funcional es el teorema de representaciéon de Riesz
(consultar [5] para su demostracién), que se presenta a continuacion.

Teorema 2.1 (representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert complejo. Siy € H, la
aplicacion f : H — K dada por

f(x) = (z,y), (1)
es un funcional acotado, con ||f|| = ||ly||. Reciprocamente, para cada f € H', existe un inico
y € H tal que se verifica (1).

Sea H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H). Para cada y € H, sea f : H — K la
aplicacién dada por

fx) = (Tz,y).
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Por el teorema de representaciéon de Riesz, existe un tnico u, € I tal que
flx) = Tz,y) = (z,uy), Ve e H. (2)

Definicién 2.2. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H). La aplicacion 7* : H — H
dada por

T (y) = uy,
donde u, es el Gnico punto tal que
f(x) = Tz,y) = (z,uy), Vo € H,
se denomina operador adjunto de T.
La aplicacion T™ estéa bien definida. Ademas se verifica, por (2), que

(Tz,y) = (z,T"y),Va,y € H.

Proposicion 2.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H). Entonces T* es un operador
lineal que cumple las siguientes propiedades:

~

(T*)*=T.

2. T* es un operador acotado, con ||T*|| = ||T|.

3. Para cada o € K, (oT)* =aT™.

4. Si T es invertible, entonces T* también lo es, verificindose que (T*)™1 = (T~1)*.
5. 81 S e L(H), entonces

(a) (T+ S)* =T*+ 5™
(b) (TS)* = S*T*.
6. ker(T) = ker(T*T), y ker(T*) = ker(TT™).
Demostracion. Consultar [5] y [6]. O
Teorema 2.2. Sea T € L(H), con H un espacio de Hilbert complejo. Entonces
1. ker(T*) = T(H)*.
2. ker(T) = T*(H)*.
Demostracion. Consultar [6]. O
Corolario 2.1. Sea T € L(H), con H un espacio de Hilbert complejo. Entonces
1. H=TM) & ker(T*).

2. H = T+(H) & ker(T).

Demostracion. Consultar [6]. O
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2.3 Operador dual

Definicién 2.3. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Para cada f € X', sea
T’ € L(X') el operador dado por T'(f) := fT. El operador T” se denomina operador dual de T.

Note que T'(f) : X — C, dado por [T"(f)](z) = f(Tz), es un operador lineal y continuo.

Proposicion 2.2. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces T tiene rango
cerrado si, y sélo si, T' tiene rango cerrado.

Demostracion. Consultar Proposicion 36.4 y Teorema 97.1 de [8]. O

Teorema 2.3. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H). Existe un isomorfismo isomé-
trico U entre H y I tal que UU ! = Iy y U~'U = Iy.

Demostracion. Consultar [4]. O

Teorema 2.4 (Representacion de Fréchet-Riesz). Sea H un espacio de Hilbert complejo y con-
sidere T € L(H). Si U es el isomorfismo isométrico entre H y H' del Teorema 2.3, entonces

T =U"'T'U. (3)

Demostracion. Consultar [4]. O

Teorema 2.5. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(X). Entonces T tiene rango
cerrado si, y solamente si, T™ tiene rango cerrado.

Demostracion. Consultar [4]. O

2.4 Operador normal

Definicién 2.4. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T' € L(H). El operador T se denomina
normal si TT* = T*T, es decir, si T conmuta con su operador adjunto.

En [5] se demuestra, sin mayor dificultad, que T" es un operador normal si, y s6lo si, para cada
v € H, |[Tz|| = [|T"=||.

Ejemplo 2.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T : H — H el operador dado por Tx = ix.
Se verifica que T* : H — H viene dado por T*x = —ix. Min, para cada x € H,

| Tz|| = [[=]| = T[],
por lo que T es un operador normal.

Nota 1. Observe que si T es un operador normal, ker(T") = ker(T*T') = ker(TT*) = ker(T%).
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2.5 Teoria espectral

Definicién 2.5. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X). El conjunto resolvente del
operador T se define como

p(T):={AeC: (T —N) ' existey (I —X)~' € L(X)},
o de manera equivalente,
p(T) ={A € C:T — A es un operador biyectivo}.
Definicién 2.6. Sea T' € L(X). El espectro del operador T se define como
o(T) = C\ p(T),
Los valores A de o(T) se denominan puntos espectrales de T.

Nota 2. Si A € o(T), es decir, si T — Al no es invertible, se puede considerar la siguiente
descomposicién clédsica del espectro.

Definicién 2.7. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X). El conjunto o(T") puede ser
descompuesto en los siguientes conjuntos mutuamente disjuntos:

1. El espectro puntual de T, que se define por
op(T) :={X € C: T — Al no es inyectivo}.

2. Fl espectro continuo de T, que se define por

0.(T) :={\ € C: T — A es inyectivo, (T — A\ )(X) = X, pero (T — AI)~! no es continuo}.

3. El espectro residual de T, que se define por
0, (T) :={A € C: T — X es inyectivo, con (T'— X\ )(X) & X}.

Nota 3. De las definiciones anteriores se deduce que
C = p(MUo(T)
= p(MUo(T)Uo (T)Uo.(T),
siendo la union disjunta dos a dos, obteniéndose asi una particion de C.

Nota 4. Si T € L(X), donde X es un espacio de Banach complejo, es conocido que o(T') es un
subconjunto compacto y no vacio de C (ver [9]).

Ejemplo 2.2. Sean R: (%2 = (? y L : (?> — ¢? los operadores dados por

R(iﬁhl'g,xg,...) = (0,‘%1,‘%2,...),
L(.”L'h.%‘g,xg, .. ) = (3?2,1‘3,.”[:47 . )

Los operadores R y L se denominan traslaciéon a la derecha y traslacion a la izquierda, respecti-
vamente. Se verifica que R* = L, y por tanto, L* = R. Igualmente se verifica que

o(L) = oR) = {AeC:|\<1},
op(L) = op(R) = {AeC:|\ <1},
oc(L) = 0. (R) = {AeC:|\=1},
or(L) = o,(R) = 0.
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Proposicion 2.3. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces o(T) = o(T").
Demostracion. Ver [8], Proposicion 44.2. O
A continuacién se definen algunos conjuntos espectrales importantes para la investigacion.

Definicién 2.8. Sea X un espacio de Banach y T' € L(X). La aplicacion T se denomina infe-
riormente acotada si existe un ¢ > 0, tal que para cada = € X, ¢[|z|| < ||Tz||.

En [3] se demuestra que T' es un operador inferiormente acotado si, y solo si, T' es inyectivo
y su rango es un conjunto cerrado. Igualmente se demuestra que 7' es un operador invertible si,
y solo si, T" es un operador inferiormente acotado y sobreyectivo.

Definicién 2.9. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). El espectro aprozimado
puntual del operador T es el conjunto

0qa(T) :={\ € C: T — Al no es inferiormente acotada}.
Proposicion 2.4. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces 0,(T) C 04(T).
Demostracion. Para cada A ¢ o,(T), existe ¢ > 0 tal que
ellzll < (T - Azl

Si (T — M)z = 0, entonces, por hipotesis, c||z|| = 0, es decir, 2 = 0, lo que indica que el operador
T — A es inyectivo, por lo que A ¢ o, (T). O

Definicién 2.10. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). El espectro de compresion
del operador T es el conjunto

Geom(T) = {)\e c;mgx}.

Se verifica que 0,(T") C 0com(T).
Proposicion 2.5. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces
o(T) = 0o(T)Uocom(T) .
Demostracion. Consultar [3]. O

Definicién 2.11. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). El espectro sobreyectivo
del operador T es el conjunto

0s(T) :={A € C: T — Al no es un operador sobreyectivo}.

Nota 5. Observe que si T' € L(X), entonces ccom(T) C os(T).

Ejemplo 2.3. Sea H un espacio de Hilbert complejo e I : H — H el operador identidad. Entonces
op(I) ={1}, 0.(I) =0 y 0.(I) = 0. También se verifica que o¢(I) = 0eom(I) = 05(I) = {1}.

Nota 6. En [10] se demuestra que si X es un espacio de Banach complejo, 7,5 € L(X) y T
y S conmutan, entonces o4(T + S) C 04(T) + 04(5). Adicionalmente se demuestra que T es
inferiormente acotada si, y solo si, T* es sobreyectiva. Asi, por dualidad, o4(T + S) C 04(T) +
0s(S). Ademas, si € L(X) es cuasinilpotente y conmuta con T, entonces
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¢ 0o(T+Q) =0d(T),
L 03(T+ Q) = O’S(T), y
¢ 0(T+Q)=0,(T+Q)Uos(T+ Q) =0(T).

Nota 7. Si A es un subconjunto de C, la notacion conj(A) representa al conjunto de escalares
A € C para los que se verifica que A € A, esto es,

conj(A):={ e C: e A}

El siguiente teorema proporciona una férmula para determinar el espectro de compresién de
un operador 7', en términos del espectro puntual del operador 7.

Teorema 2.6. Sea H un espacio de Hilbert complejo yT € L(H). Entonces ocom (T) = conj(op(T*)).
Demostracion. Consultar [4]. O

Definicién 2.12. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). El radio espectral del
operador 1" se define como
ro(T) :=sup{|A| : A € o(T)}.

De la Nota 6 se sigue que si X es un espacio de Banach complejo y T,Q € L(X), con Q
cuasinilpotente conmutando con T', entonces 7, (T + Q) = ro(T).

Definicién 2.13. Sea H un espacio de Hilbert complejoy T' € L(H). El operador T' se denomina
normaloide si r,(T) = ||T|.

Observe que 7,(T) = r,(T*), y en consecuencia, T es un operador normaloide si, y solo si,
T* es normaloide.

Finalmente, se procede a definir otro subconjunto espectral notable de un operador, estable-
ciendo para ello una proposicievia.

Proposicion 2.6. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces
a(TYN{AeC: A =r.(T)} #0.
Demostracion. Consultar [8]. O

Definicién 2.14. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X). El espectro periférico del
operador T es el conjunto

ox(T) =c(T)N{A € C: |\ =r,(T)}.
Observe que o, (T™*) = conj(o.(T)).

D ﬁ . . ,n 2_ I 5. Sea X un espa( it) (Ie I;allach COHI[)]e]‘O y l & l/(X)_ I 1 (lS(jendent d 1 Op a,dO
1 se deﬁne como e de er T
(:Z ) : iIlf{n c ]N . kel (l ’ﬂ) = {er( l 7l+1)}.

Si no existe tal n, se escribe a(T") = cc.

Nota 8. Para cada n € N, ker(T") C ker(T"+1).

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 34-45



Algunas relaciones espectrales de los operadores normaloides 41

Proposicion 2.7. Sea X un espacio de Banach complejo, T € L(X) y m € IN. Entonces a(T) <
m st, Y solo s,
ker(T™) N T™(X) = {0},¥n € IN.

Demostracion. Consultar [4]. O
Proposicion 2.8. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Entonces

1. T es un operador normaloide si, y sélo si, T' es un operador normaloide.

2. 0,(T) =o0.(T").
Demostracion. Ambas partes son consecuencias de la Proposiciéon 2.3. O

Proposicion 2.9. Sea X un espacio de Banach complejo yT € L(X), con T distinto del operador
nulo. Si T es normaloide, entonces

o-(T)C{AeC:a(M-T) <1}

Demostracion. Consultar [4]. O

3 Resultados principales

El siguiente teorema es conocido para endomorfismos continuos sobre espacios de Banach. Se
presenta ahora una versién equivalente para operadores adjuntos sobre espacios de Hilbert.

Teorema 3.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H). Entonces T es un opera-
dor inyectivo y con rango cerrado (resp. es sobreyectivo) si, y solamente si, T* es un operador
sobreyectivo (resp. T* es un operador inyectivo y con rango cerrado).

Demostracion. Suponga que T es un operador inyectivo, con rango cerrado. Como ker(T") es un
subespacio cerrado de H, entonces

H = ker(T) @ ker(T)*.
Por otro lado, por el Corolario 2.1,

H = ker(T) & T*(H).

Ya que el complemento ortogonal de un subespacio es tinico, entonces

ker(T)* = T+(H). (4)
Al ser T un operador inyectivo, entonces se sigue, por (4), que
T (H) = H.
Por tener T rango cerrado, en virtud del Teorema 2.5, T* también tiene rango cerrado. Por tanto,
T*(H) = H,

y asi, T* es un operador sobreyectivo.
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Reciprocamente, supongamos que 7™ es un operador sobreyectivo. Como

ker(T): = T+(H),

entonces
(kex(T)*)* = (T*(H)) ™,
pero por ser ker(7') un subespacio cerrado de H,
(ker(T)H)t = ker(T),

y asi,

ker(T) = WJ—. (5)
Debido a que T* es un operador sobreyectivo, se sigue, de (5), que

ker(T) = H* = {0}.

Por tanto, T" es un operador inyectivo. Para culminar, note que 7™ tiene rango cerrado, por lo
que T también tiene rango cerrado, en virtud del Teorema 2.5. O

Nota 9. Del teorema anterior se sigue que 04(T*) = conj(os(T)) v 0s(T*) = conj(o.(T)).
El teorema siguiente establece que los autovalores de los operadores normales son precisamente
los valores de su espectro de compresion.
Teorema 3.2. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H) un operador normal. Entonces
1. 0,(T) = conj(o,(T*)).
2. 0eom(T) = 0p(T).
Demostracion. El primer apartado se deduce de las siguientes equivalencias:

A€ o,(T) T — Al no es inyectivo

ker(T' — AI) # {0}

ker((T'— AI)*) # {0} (pues T — AI es normal)
ker(T* — \I) # {0}

A€ 0,(T%)

X € conj(op(T™)).

R A

Para el segundo apartado, basta aplicar el Teorema 2.6 y la primera parte de este teorema,
para obtener que ocom (1) = conj(o,(T*)) = 0, (T). O

La demostracion de la siguiente proposicién ofrece una prueba diferente a las tradicionales
conseguidas en textos de teoria espectral.

Proposicion 3.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H). Si T es normal, entonces
o(T) = o,(T).

Demostracion. Por la Proposicion 2.4, Proposicion 2.5 y el Teorema 3.2, se tiene que

o(T) = 04(T)Uocom(T)
= 0a(T)Uop(T)
= o0.(T).
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La siguiente proposicion establece la relacion entre el espectro periférico y el espectro sobre-
yectivo de un operador normaloide.

Proposicion 3.2. Sea X un espacio de Banach complejo y T € L(X). Si T es normaloide, con
T no nulo, entonces 0,(T) C 05(T). Ademds, o.(T) C o,(T).

Demostracion. Sea A € o,(T). Suponga, por el absurdo, que A ¢ o5(T). Entonces se verifica que
(T — M)(X) = X. Ahora, de la Proposicion 2.9, se sigue que a(T — AI) < 1, o equivalentemente,
por la Proposicién 2.7,

ker(T — M) N (T — MI)(X) ={0}.

Asi,
ker(T — X)) = ker(T —X)NX
= ker(T—AN)N(T - M )(X)
= {0}

Por tanto, T'— AI es un operador inyectivo y sobreyectivo, por lo que A ¢ o(T), lo cual es un
absurdo. En consecuencia, 0, (T') C o4(T).
Por otro lado, por la Nota 9 y la primera parte de este teorema,

ox(T) conj(or(T"))
conj(os(T%))

oo(T).

N

O

En la Proposicion 3.2, no se puede reemplazar o5(T") por ocom(T). En efecto, si Ry L son los
operadores traslacion a la derecha e izquierda, respectivamente del Ejemplo 2.2, entonces ambos
son normaloides, con oeom (L) = conj(op(R)) = 0, y 0-(L) # 0. Por tanto, no se cumple que
UTr(L) C Ucom(T)-

Nota 10. En [8] se demuestra que los operadores paranormales (||Tz||? < ||T?z||||z||,Vx € X),
son normaloides, y en consecuencia, satisfacen que o, (T) C o5(T). También son normaloides los
operadores autoadjuntos, normales, quasinormales e hyponormales.

Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach complejo y T,Q € L(X), con T y Q conmutando
entre si. Si T es normaloide y Q cuasinilpotente, entonces o.(T + Q) C o4(T + Q).

Demostracion. De la Nota 6 y la Proposicién 10,

ox(T+Q) = o(T+Q)N{NeC:|N=r,(T+Q)}
= oMN{AeC:|N=r.(T)}
= o.(T)
- US(T)
- US(T+Q)

O

En la proposiciéon siguiente, se establece una serie de inclusiones espectrales importantes para
determinar algunos subconjuntos espectrales del espectro clasico de un operador normaloide.

Proposicion 3.3. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € L(H), con T normaloide. Entonces
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1. 0x(T) C conj(oa(T)).
2. 0.(T%) C conj(oa(T)).
3. 0n(T*) C conj(oa(T*)).

Demostracion.

1. La Proposicion 3.2 garantiza que o, (T) C o4(T). Como o5(T) = conj(o(T*)), entonces
02(T) C con(oa(T7)).

2. Basta aplicar la primera parte al operador T*.

3. Se sigue del hecho de que o, (T) = o (T™).

Ejemplo 3.1. Sean R: ¢?> — (% y L : (> — (? dados por
R(z1,2z0,25,...) = (0,21,2a,...),
L(zy,29,23,...) = (x2,23,24,...),
los operadores traslacion a la derecha e izquierda, respectivamente, del Ejemplo 2.2. Entonces
ou(L) = {AeC: A =1},

y ademds,
os(R) = conj(o. (L)) ={Ae C: A =1}

La inclusién de la Proposiciéon 3.2 puede ser estricta, como se demuestra a continuacion.

Ejemplo 3.2. Sean nuevamente R y L los operadores traslacion a la derecha y traslacion a la
izquierda, respectivamente, definidos sobre (2. Sea T : 1> — (% x (% dado por

donde v = (1,79, 23,...) y U : £2 — (2 es el operador definido por
U(z) = (0,22, x3,...).

Entonces T es un operador normaloide. Mds atin, T* : £2 — (2 x % estd dado por
T*(x) = (L(x), U(x)).

Por otro lado, se cumple que o(T) = D(0,1) y 0,(T) = {A € C : |A| = 1} U {0}. Igualmente se
cumple
o(T*) = DO,1)N{AeC:|\=1}
= {AeC:|\=1}

También se verifica que
os(T*) = conj(o,(T)) ={r € C: |\ =1} U{0}.

En consecuencia, o(T*) G os(T*).
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1 Introduccién

Para el hombre la investigacion es una actividad principal desde el inicio de los tiempos. El anhelo
de aprender, conocer, observar y la necesidad de analizar para movilizarse en un mundo, tanto
predecible como interpretativo, es desde hace muchos anos una variable del quehacer humano. La
educacion tradicional en gran medida privilegia las capacidades repetitivas e imaginativas més
que las creativas del docente y el estudiantado. Incorporar las TIC al proceso de investigacion
representa cambios significativos. Generaliza un paso evolutivo importante y una innovacién que
facilita, con mayor fluidez, los encuentros cercanos entre especialistas y estudiantes geogréafica-
mente distantes, pero conectados a la amplia red socio educativa y virtual del ciberespacio, que
proporciona oportunidades de desarrollo investigativo.

Los métodos tradicionales de ensenanza y aprendizaje en la Matemaética, no presentan efecti-
vidad a los educandos. Estas formalizan anomalias consecuentes, que son criticas comunes de los
adolescentes, como el temor o rechazo que tienen de aversion a la Matematica. La investigacién
en ciencias cognitivas proporciona evidencias empiricas que muestran que el conocer no es un
medio pasivo de una informacién. Por el contrario, la implementacién de la tecnologia para el
ambito universitario, juega un papel importante en el funcionamiento intelectual y para el pro-
cesamiento de la informacion que se recibe. Dichos procesos, son en gran medida, responsables
de los conocimientos que se adquieren.

Del mismo modo, se puede senalar que las corrientes psicologicas cognoscitivas, fomentadas con
la aplicaciéon de TIC, alcanzan el predominio en el campo investigativo del aprendizaje humano,
acumulando evidencias suficientes, para afirmar que la mayoria de los estudiantes de Matemaética
a nivel superior, necesitan laborar con modelos y representaciones digitales, para un aprendizaje
significativo del deber ser, y asi adquirir de manera sencilla un conocimiento abstracto, complejo
y simbélico de las ciencias numéricas. Los resultados de la investigacién podrian ser utiles en
otras areas del conocimiento porque contribuye con anélisis y orientaciones en distintos niveles
del desempeno educativo profesional.

1.1 El conocimiento

Para el ser humano el conocimiento es una actividad esencial para adquirir informacion, desa-
rrollar la vida y certezas de la realidad. Todo discernimiento requiere forzosamente una relacién
en la cual aparecen dos elementos vinculados entre si: el individuo y el objeto. Landeau en [18],
define que:

El conocimiento es un conjunto de informacion que posee el ser humano del escenario
que lo rodea y de si mismo, valiéndose de los sentidos y de la reflexion para obtenerlo;
luego lo utiliza como material para precisar las caracteristicas de los objetos en su
entorno empleando la observacion. (p. 1)

Por lo tanto, el hombre como ser complejo y de variados razonamientos, tiene diferentes
formas de acercarse y adquirir informacién y resolver problemas. Varios autores centralizan el
conocimiento en dos aristas tnicas y clasificatorias, entre el conocimiento cientifico y el vulgar.
Pero, también se debe tipificar segin las distintas inclinaciones al percibir la realidad, entre ellos:
el comin, el cual es adquirido mediante la experiencia y contacto con la vida; el religioso, que
procede de la revelacién profética de las tradiciones o libros sagrados, de Dios o de dioses; y el
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conocimiento social, que trata de una accién instrumental, de una depuracién de toda alteridad,
que conduce a la produccién semantica organizadas a partir de constructores basados en la logica.

El conocimiento filoséfico, proviene de la introspeccién sistémica y metddica de las tultimas
realidades de la existencia humana, se encuentra sélidamente abierto al reconocimiento y es habi-
tual para la exploracién y visién de los fenémenos de las investigaciones. El cientifico en general
es considerado como el mas difundido, ya que proporciona teorias con un sistema que desarrolla
acuerdos con la naturaleza y comunidades de pensamiento metodolégico. Es una de las maneras
reflexivas que tiene el individuo de otorgarle un significado a la vida. El méas adecuado para
dar respuestas y soluciones a gran cantidad de interrogantes humanas a través de la explicacion,
aplicaciéon y demostracion metodica y técnica.

1.2 Psicologia cognoscitiva

La filosofia se ocup6 durante mucho tiempo del estudio del conocimiento, implicando teorias
acerca del mismo. Entre estas la del racionalismo, cuyos exponentes fundamentan la posibilidad
del conocimiento en la realidad inteligible, es decir, entre la idea y la razén. El idealismo moderno
coincide con el racionalismo, desarrollando el idealismo filoséfico de Kant. Wundt, en su publi-
cacion “principios de la psicologia fisiologica” (ver [25]) expone que la mente humana debe ser
estudiada detalladamente en forma experimental y objetiva. Su enfoque investigativo se resume
en la psicologia como ciencia de la experiencia inmediata y su método es el introspeccionismo.

La escuela de Wundt se conoce con el nombre de instrospeccionismo, su objetivo es descubrir
las leyes de la mente humana, mediante la introspeccién, para ello se entrenaba a los estudiantes
en el uso de la observaciéon objetiva, de sus reacciones, percepciones, sensaciones y llevar record
cuidadoso de ellos. Al contrario, Freud en [13], sostiene que la experiencia psicolégica no solo es
una experiencia consciente, sino también inconsciente. Luego se presentaron las contradicciones:
el conductismo, que proclama que el objeto de psicologica cognitiva no es la introspeccion, sino la
conducta; y posteriormente la psicologia de Gestalt (ver [11]), para quien la conducta no se puede
estudiar fragmentada, es decir, sumando percepciones y sensaciones, sino como una totalidad.

Para Gestalt, el fenomeno del aprendizaje esta estrechamente ligado a la percepcién, en conse-
cuencia, define el aprendizaje de acuerdo con la reorganizaciéon del mundo perceptual individual.
Herbert en [16], define la percepcion como “un fendmeno cognoscitivo, por el cual, a través de
la estimulacion de los drganos de los sentidos, se experimenta la presencia de los objetos del
mundo exterior” (p. 12). Estas caracteristicas que se presentan en una situacion de aprendizaje,
son de extraordinaria importancia, debido a que el organismo es totalmente activo. Su accién es
la de organizar y construir lo que se recibe del medio ambiente (estimulos), considerandose la
percepcion como un proceso unilateral, donde la percepcion y la determinacion del significado se
producen simultaneamente.

1.3 Estructura cognoscitiva

El término estructura cognoscitiva, es considerado importante como factor que influye en el apren-
dizaje y garantiza, la retencién significativa de los nuevos conocimientos. Segtun Pirela, Gémez y
Gonzalez en [21], “la estructura cognoscitiva se refiere al contenido total y a la organizacion de
las ideas que un individuo posee en cualquier drea del conocimiento” (p. 468). De la definicion se
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deduce, que la estructura cognoscitiva debe poseer como caracteristica fundamental, la claridad
y organizacién, para que pueda surgir significados precisos pertinentes a la nueva informacion
recibida y garantizarse asi la comprensién e internalizacion de los nuevos conocimientos.

En el aprendizaje significativo de Ausubel, la estructura cognoscitiva constituye siempre una
variable decisiva, que tiene que ver con la transferencia, es decir, la interrelaciéon que se produce
entre los nuevos conocimientos y la estructura cognoscitiva existente. Las transferencias se re-
fieren al efecto de la experiencia previa, sobre el aprendizaje presente; pero en este caso para
el estudiante su conocimiento anterior se conceptiia como una fuente de datos preestablecida,
organizada jerarquicamente y adquirida en forma acumulativa.

1.4 Desarrollo cognoscitivo

Ausubel considera importante los cambios, distinguiéndolos como diferentes etapas evolutivas en
el desarrollo cognoscitivo, por cuales pasa el nino hasta la adolescencia. La etapa pre-operacional,
se distingue por la adquisicién de conceptos primarios, los cuales construyen a partir de la ex-
periencia directa con el medio ambiente y con los objetos. La etapa de operaciones concretas;
el nino es capaz de adquirir conceptos secundarios y de comprender, emplear y manejar signifi-
cativamente abstracciones secundarias como relaciones entre estas. La etapa logica-abstracta, se
caracteriza por un pensamiento distante y alejado de los hechos relativos al mundo real, basado
mas a un razonamiento hipotético deductivo.

Al respecto Ausubel en [2], plantea:

En lugar de razonar basado directamente en un conjunto particular de datos, recurre
a operaciones légicas indirectas, de sequndo orden, para estructurar los datos. .. ; for-
mula y prueba hipdtesis basadas en todas las combinaciones posibles de variables. (p.

240).

Esta etapa se ubica en la adolescencia y al inicio de la educacién media general. Lo que ver-
daderamente distingue, segin Ausubel, el pensamiento del nifio y del adolescente en este nivel,
es la capacidad para manejar relaciones en forma verbal, sin apoyo en las relaciones concretas.
Los conceptos y generalizaciones que se establecen se derivan de relaciones entre complejidades
y abstracciones verbales previamente establecidas, es decir, puede adquirir conceptos a través de
definiciones.

1.5 Aprendizaje conectivista
Siemens (ver [23]), citado por Calle en [7], teoriza que:

El punto de partida del conectivismo es el individuo. El conocimiento personal se
compone de una red, la cual alimenta a organizaciones e instituciones, las que a su
vez retroalimentan a la red, proveyendo nuevo aprendizaje para los individuos. Fste
ciclo de desarrollo del conocimiento (personal a la red, de la red a la institucion) le
permite a los aprendices estar actualizados en su drea mediante las conezriones que
han formado. (p. 190).

La teoria del conectivismo se presenta como un tipo de aprendizaje que registra los movi-
mientos pragmaticos de la sociedad, en la cual el individuo no obtiene el conocimiento de forma
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individual o personalizada desde su interior. Por lo tanto, la manera como laboran y actian los
companeros aturde en general, al emplearse nuevas herramientas. En el ambito educativo, los do-
centes presentan la resistencia a los cambios ambientales que favorecen la aplicaciéon de las TIC.
Como teoria actual de la era digital, prevé de grandes oportunidades que facilitan al estudiante
para desarrollar habilidades de aprendizaje.

1.6 Aprendizaje significativo

Ausubel, Novak, y Hanesian en [3], afirman que el aprendizaje es significativo cuando los datos:

Son relacionados de modo no arbitrario y sustancial (no al pie de la letra) con lo que el
alummno ya sabe. Por relacion sustancial y no arbitraria se debe entender que las ideas
se relacionan con algin aspecto existente especificamente relevante de la estructura
cognoscitiva del alumno, como una imagen, un simbolo ya significativo, un concepto
0 una proposicion. (p. 18).

El aprendizaje significativo es aquel donde el estudiante es capaz de relacionar los contenidos
que se presentan en forma sustancial y no arbitraria a su estructura cognoscitiva. En forma
sustancial existe la vinculacién de lo esencial del conocimiento nuevo, a lo que el estudiante ya
sabe.

1.7 TIC en la educacion

En la era de la globalizacién, el uso de la tecnologia es una de las aplicaciones mas importantes
en el campo de la educacién, lo que ha permitido ganar un espacio legitimo en todo el contexto
educativo en el &mbito mundial. En este orden de ideas, el uso de la tecnologia en la Educacién
ha sido clave para el desarrollo y la creacién de tecnologias educativas en la accién cotidiana en
las aulas. Landeau en [18], define las TIC, como:

Herramientas computacionales e informdticas, que procesan, sintetizan, reivindican
y presentan informacion representada de la forma mds renovada. Este recurso es
incuestionable, ya que forma parte de nuestra cultura tecnoldgica, nos rodea y con la
cual debemos convivir. (p. 130).

La implementaciéon de nuevas tecnologias se ha desarrollado en paralelo con los cambios en los
métodos de ensefianza y aprendizaje, ya que permiten incrementar capacidades fisicas y mentales
a los estudiantes, como también las posibilidades de desarrollo socio educativo.

Fainholc en [12], establece que:

La tecnologia educativa debe responder a las necesidades especificas de las sociedades
en las cuales habrd de funcionar, debe ser pertinente, debe tener presencia en las poli-
ticas publicas, adaptarse a los sistemas sociales y culturales, a los intereses lingiisticos
de los grupos receptores participantes. (p. 16).

Por consiguiente, los docentes han encontrado un mundo de posibilidades para el desarrollo
de su practica pedagogica mediante la integracion de las TIC como un recurso més en el proceso
de ensefianza - aprendizaje, que les ha permitido promover y facilitar la actitud participativa
y creadora de los estudiantes(as), la ensefianza individualizada del aprendizaje interactivo, la

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 46—62



Influencias cognoscitivas de las TIC en el aprendizaje de la Matematica 51

formacion a distancia y creacion de nuevas metodologias generadoras de conocimientos como
objeto de investigacion, en el desarrollo cognitivo apoyado por computadora, lo que ocasiona una
verdadera transformacién en el proceso de ensenanza - aprendizaje al ceder el papel protagénico
al estudiante.

1.8 Educacion matematica

El momento histérico que esté siendo protagonizado por la humanidad entera, est4 dominado por
el uso de las TIC, las cuales sirven de base a la mundializacién de la economia, e impactan toda
la cotidianidad vital de las personas a lo largo y ancho de nuestro pais; esto implica demandas
cognitivas inusitadas y al mismo tiempo, procesos de desaprendizaje, reaprendizaje y aprendizaje
de novedosos conceptos que hagan viable la instalacién de competencias en todas las personas de
modo que puedan desenvolverse adecuadamente en los nuevos contextos sociales que caracterizan
a las actuales relaciones sociales, econémicas, politicas y culturales en un ambito globalmente
generalizado.

En este marco de referencia, a la Matemaética se le atribuye un papel protagénico; por ende, el
dominio de esta disciplina no debe seguir siendo conocimiento exclusivo de unas pocas personas,
sino que, por el contrario, deberia ser una exigencia cultural indispensable para todo ciudadano.
En efecto, como puede verificarse al examinar la historia de la educacion, desde la academia de
Platén y el Cuadrivium Romano, a los estudiantes se les ha requerido el estudio de la Matematica
para que aprendan a razonar claramente. También es posible apreciar que los adelantos técnicos
y de otro tipo que han marcado la historia de la humanidad han estado vinculados, en alguna
forma, con el desarrollo de esta ciencia.

Por lo tanto, se ratifica la necesidad social del estudio de esta disciplina y cémo, a través del
tiempo, se ha reconocido su relevancia. Con base en lo anterior, podria decirse que el conocimiento
de esta ciencia, alcanza el rango de derecho humano inalienable. Ahora bien, tomando en cuenta
que los estudiantes que hoy estan en los niveles de educacién secundaria son los futuros dirigentes
de una sociedad que, cada vez mas, estard caracterizada por una economia global y sumergida
en el marco de un uso creciente de las TIC, cuyo sustrato de desarrollo es la Matemética, en este
momento resulta, vitalmente estratégico que aprendan esta disciplina en funcion de las exigencias
que les hara el entorno cientifico y tecnologico del manana.

1.9 Desarrollo cognitivo y socio emocional de las TIC

Las TIC transportan mensajes segin lenguajes o cédigos simboélicos especificos. Es necesario de-
finir a los estudiantes como perceptores activos, y no como receptores pasivos de dichos mensajes.
Es decir, son aquellos que han desarrollado competencias audiovisuales y mediéticas, ademas de
digitales, que les permiten percibir de modo individual y grupal, en forma y contenido, los men-
sajes presentados en formatos y soportes de los medios convencionales. Para ello se reconoce que
una competencia comunicativa, engloba y articula el desempeno de las competencias cognitivas,
estableciendo un conjunto complejo de saberes conceptos, procedimientos y actitudes puestas en
practica reflexiva y contrastada en una situacion de comunicacién mediada por tecnologia.

Los actores deberan desplegar criticamente su expresiéon de investigaciéon dentro de una situa-
cién comunicacional particular. Segun Cabero en [6]:
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la fragmentacion de las disciplinas, que hard que los limites entre las disciplinas sean
mdas difuso que los actuales y nos llevard a la transformacion de las dreas de cono-
cimiento; se pasard de modelos centrados en el profesor, a modelos centrados en el
estudiante, y de modelos donde lo importante sea la ensenanza a modelos que giren
en torno al aprendizaje de habilidades, contenidos y competencias por los estudiantes;
y el hecho de que éstos deberdn adquirir nuevas competencias y capacidades, desti-
nadas no solo al dominio cognitivo, sino también en sus capacidades para aprender,
desaprender y reaprender, para adaptarse a las nuevas exigencias de la sociedad. (p.

6)

Estas adaptaciones significan, emplear una combinacién de recursos humanos, materiales y
acciones para conseguir un aprendizaje mas efectivo. De igual manera, la tecnologia es aquella
que reflexiona sobre la aplicacién de la técnica a la aplicabilidad de actividades educativas, justifi-
cada en la ciencia vigente de cada momento histérico. A tal efecto, enfatiza el control del sistema
de ensenanza y aprendizaje como aspecto central y garantia de calidad, a la vez que entiende
que las opciones més importantes estan relacionadas con el tipo de técnica que conviene y cémo
incorporarla adecuadamente. Es decir, a la utilizacion de las TIC en el campo de la ensenanza, se
enlaza a un mismo vocablo. Por consiguiente, la tecnologia se considerada como un lenguaje que
expresa la capacidad del ser humano para utilizar y combinar articuladamente procedimientos,
medios que les permiten formalizar una competencia mediatica.

En este sentido, la tecnologia educativa es el lenguaje que tiene que ver directamente con
ambas competencias, la comunicativa y la mediatica, se inscriben previamente en el dominio de
las competencias digitales. Los contextos audiovisuales, las redes y las TIC en general permiten
practicas y expresiones de diverso tipo, como investigar, transcribir, leer, redactar, analizar, cri-
ticar, etc. Este poderoso elemento digital facilita el acceso a caudales enormes de informacion
distribuida, los cuales optimiza el interés de los estudiantes en la actualidad, potenciando el desa-
rrollo del libre pensamiento para la produccién y publicacién, uso y discusién del conocimiento
elaborado, hasta constituirse una meta de cualquier programa formativo, presencial y a distancia,
formal, no formal e informal.

Gardner en [15], afirma que:

Articular recursos tecnoldgicos para un uso inteligente, significa que demuestran ser
satisfactorios porque son utiles, valiosos, viables, precisos, realistas, licidos, prudentes
y éticos; y por ello se han incorporado al hardware, al software y al mindware o
a tecnologias invisibles de la mente para una practica social y educativa adecuada.
En realidad, hoy mds que nunca, deberian conformarse y convertirse en “programas
de estimulacion cognitiva” que tiendan a fortificar el desarrollo de una “cultura de
pensamiento”. (p. 57)

Siendo las inteligencias las capacidades humanas que posibilita establecer relaciones, consti-
tuye la problemaética nuclear del desarrollo cognitivo y socioemocional de las personas. No sélo
es menester detenerse en el interior del diseno, del desarrollo de las estrategias cognitivas, en
consecuencia, en la meta cognicién, sino que ademas es necesario explorar y aprender, de la préac-
tica mediada por las TIC, el impacto producido en la mente. Ello es de real relevancia en la
estructuracion de la personalidad y por su proyeccion futura. El empleo de la fantasia para el
estimulo de la imaginacion, la creacion de alternativas y la inclusién del humorismo, para suavizar
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o equilibrar las frustraciones de la vida contemporénea.

Para modificar y acrecentar el rendimiento cognitivo, metacognitivo y socioemocional, los
medios y las mediaciones de las tecnologias habran de desarrollar habilidades de pensamien-
to que optimicen las operaciones intelectuales y doten de instrumentos de andlisis y esquemas
de actividad, para operar sobre la realidad como consecuencia de una transferencia pertinente.
Dichas habilidades deberan ser activadoras y facilitadoras de los procesos de percepciéon y de
reelaboracién critica de la informacion, de un modo selectivo, lucido y aplicativo. Es decir, los
medios cumplirian la funcién de soportes de las estructuras externas para estimular, conformar y
reorganizar el pensamiento superior. Lo que se necesita fundamentalmente es estructurar opor-
tunidades para pensar y para examinar los resultados de las aplicaciones. Por ello, habra que
crear situaciones para que los estudiantes resuelvan problemas y realicen experiencias que faci-
liten anticipar e inventar modificaciones para mejorar las précticas sociales con el desarrollo de
las diversas capacidades.

La interaccién en la experiencia conjunta con otros de modo contrastado, es lo que contribuye
del modo més significativo al proceso de maduracion y desarrollo cognitivo. A ello deben estar
abocadas las producciones de las TIC y las interacciones de las redes, promoviendo situaciones
que ejerciten el pensar y fortalezcan la comprension. Por ello, se sostiene que, entre otras mu-
chas funciones més, comparar, interpretar, observar y resumir son operaciones intelectuales, en el
sentido de que su empleo inteligente, ttil y valioso despierta y produce el pensamiento. Lo enun-
ciado, unido a la toma de decisiones sobre tecnologia educativa articulada con las TIC, a través
de politicas publicas en miiltiples arcas, conduciria al mejoramiento de la calidad educativa, en
lo referido a comunicacién y educacion.

Asimismo, posee relevancia aprestar y ejercitar el pensamiento creador y la inventiva, paso
previo a anticipar innovaciones o pensar soluciones inéditas o alternativas a diversos problemas,
que es el desafio actual para los adolescentes del mundo virtual, acelerado e imprevisible, habra
que estimular la imaginacién. Sin imaginacion, la humanidad se hubiera estancado y jamas hu-
biera llegado a ser lo que es hoy, tanto en lo positivo como lo negativo, porque no se hubiera
formado ideas de cosas no presentes a causa de no imaginar. El empleo de la fantasia en las
producciones de los medios de comunicacion, de las TIC e Internet constituye una via efectiva
y atractiva hacia la socializacién futura, que afianza el desarrollo de los planos real e imaginario
para su proyeccion y construccion, en este caso en las reales teleméaticas.

Las investigaciones neurofisiolégicas y psicologicas han demostrado la enorme plasticidad del
cerebro, ademas de la importancia de su hemisferio derecho, que controla el pensamiento concreto,
holista y artistico, donde reside la imaginacién desde los primeros anos de vida. Luego, desgracia-
damente y debido a uniformidades varias, se va atrofiando por prevalencia unidireccional de las
actividades logicas, abstractas y formales, las que se imponen con las actividades sencillas desde
la educacién béasica, entre otras interacciones. No se trata de hacer prevalecer uno sobre el otro,
sino que el pensamiento abstracto e imaginacién converjan en el proceso creativo, sobre todo, por
el peso de las TIC con el uso de las imégenes, para desarrollar su complementariedad. Asi, se
formaréan estudiantes con perspicacia, capaces de prever y afrontar cambios, inventar soluciones
a problemas en las distintas esferas del arte, la ciencia, la cultura y la tecnologia.
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1.10 Conexién entre la educaciéon y lo cognitivo en las TIC

Segtn Delors en [10], “El proceso emocional a lo interno de la comunidad es tan importante como
el cognitivo”. (p. 1). Para el autor, las comunidades estan representadas por los entes organizados
educativos. Estos son procesos integrados y complementarios que forman un todo integrado lla-
mado persona, que se compone por las dimensiones del ser, el conocer, el hacer y el convivir. En
las comunidades de aprendizaje existe una fuerte conexién entre lo social y lo cognitivo. Toma
importancia las relaciones emocionales que se desarrollan entre los estudiantes.

Novak en [19] establece que:

Una educacion acertada debe centrarse en algo mds que el pensamiento del aprendiz;
los sentimientos y las acciones también son importantes, y hay que tener en cuenta
estas tres formas de aprendizaje, a saber: la adquisicion de conocimientos (aprendizaje
cognitivo), la modificacion de las emociones y los sentimientos (aprendizaje afectivo)
y la mejora de la actuacion o las acciones fisicas o motrices (aprendizaje psicomotor),
que incrementa la capacidad de la persona para entender sus experiencias (...) Los
seres humanos piensan, sienten y actian, y las tres cosas se combinan para formar el
significado de la experiencia. (p. 28).

Una comunidad de aprendizaje, por tanto, atiende al estudiante como ser integral ofreciendo
experiencias retadoras en todas sus dimensiones. El eje conector de un grupo educativo es el pla-
cer de aprender con otros, y ello se valora en la presente investigacién. La presencia social de cada
integrante conforma un sentido global de los adolescentes, que a su vez favorece que los procesos
cognitivos se desarrollen sin limitarse por las inseguridades o desconfianzas de algunos miembros.
Los ambientes virtuales benefician las interacciones cognitivas, alineadas a la construccién de
conocimiento en contribucién, con predominio de niveles iniciales del pensamiento critico.

La aplicacién de las TIC apunta hacia el desarrollo de interacciones en tres &mbitos: cognitivo,
social y moderado. Si bien las interacciones sociales y tutoriales son fundamentales para el sentido
de identidad, la participacién y la orientacion, se considera que ambas estan al servicio del proceso
cognitivo de los estudiantes en la institucién, de las construcciones que puedan elaborar con base
en la ayuda mediada a través del didlogo critico, de la reflexién conjunta y del conocimiento de
otras experiencias en su relacion con otros compaieros y el docente. Para Garcia en [14], “La
interaccion cognitiva estd referida al desarrollo del pensamiento critico. (p. 127).” Se entiende
como un proceso que inicia con una situacion activadora, problemética, generadora de conflictos
de indole cognitivo, los cuales orientan al estudiante a la investigacion e indagacion de informacion,
recuperacién de experiencias vividas y suposicién de ideas, permitiéndole comprender la situacién
problematica, para la bisqueda de soluciones.

1.11 Paradigma de la innovacién tecnolégica
Para Cabada en [5],

“Se reconocen una serie de caracteristicas del paradigma tecnoldgico, entre ellas, el
creciente papel de las innovaciones tecnoldgicas, el aumento de la demanda de infor-
macion y nuevos conocimientos.” (p. 224).

Las tipologias del universo investigativo describen la innovacién tecnolégica, dentro de un para-
digma o patrén tecnoldgico, que explica anticipadamente la vision a partir de la cual se propone la
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solucién a problemas, como vias de provocar un auténtico progreso tecnolégico. Para la investiga-
cion la aplicacion de proyectos tecnoldgicos pertinentes, la ejecuciéon de competencias tecnoldgicas
aprendidas y el uso 6ptimo e inteligente de artefactos con el objetivo de mejoramiento.

En este marco, se entendera la innovaciéon tecnolégica como el proceso de rediseno tecnolégico
y productivo sobre la base de la incorporacion y aplicacion articulada de invenciones tecnoldgicas
viables, factibles y exitosas, resultado de la experimentacion, la investigacién, el desarrollo, y la
recreacion de nuevos conocimientos y saberes, adaptados para una nueva gestiéon de procesos y
productos, bienes y servicios; entre ellos y de modo fundamental, el educativo. De este modo, la
innovacioén se diferencia del descubrimiento y de la invencién como propuesta inédita eminente-
mente procedimental o técnica, aunque pueden relacionarse todas ellas en la préctica pedagogica,
son de gran utilidad para iluminar la presente investigacion.

1.12 Paradigma fenomenolégico interpretativo

Para Kuhn en [17],

“Un paradigma es lo que los miembros de una comunidad cientifica comparten, y,
reciprocamente, una comunidad cientifica consiste en hombres que comparten un pa-
radigma” (p. 83).

A partir de sus publicaciones el término paradigma ha provocado numerosas reflexiones en torno
a su significado y alcance, representando una manera de como visualizar el mundo, de explicar y
comprender la realidad. Aunque parece irreconocible entre si, debido a las distintas maneras de
concebir el propésito de la investigacion, la relacion del docente con los estudiantes, los hechos y
los valores, la tecnologia y la educacién.

Sin embargo, la tendencia actual parece orientarse hacia la complementariedad metodologica,
restandole importancia a diferencias que se establecen en lo ontolégico o en lo epistemolégico. En
este sentido, Coolican en [9], establece que:

El andlisis fenomenoldgico interpretativo intenta describir la perspectiva y compren-
sion que un individuo tiene del mundo y al mismo tiempo reconoce la funcién cons-
tructiva del investigador en la interpretacion de la experiencia de ese individuo. (p.

2).

El analisis se presenta como una reacciéon explicativa y detallada del investigador ante la situacién
problematica de estudio, aunando la definicion de Kuhn, se percibe el paradigma fenomenol6-
gico interpretativo, donde la experiencia y aplicacién de las tecnologias, permiten visualizar e
interpretar los desarrollos cognitivos en los estudiantes de educacién media general.

2 Metodologia

La investigacion se desarroll6 bajo el enfoque cualitativo definido por Bonilla y Rodriguez en [4],
como un estudio que:

intenta hacer una aproximacion global de las situaciones sociales para explorarlas,
describirlas y comprenderlas de manera inductiva... a partir de los conocimientos que
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tienen las diferentes personas involucradas en ella... esto supone que los individuos
interactian. (p. 70).

El articulo se basa en el andlisis de las influencias cognitivas que se proporcionan en los estudian-
tes, como personas involucradas en el objeto de estudio, mediante sus herramientas tecnologicas
que definen la estructura ambiental, dejando como segundo plano las interacciones socioeducati-
vas, para analizar los cambios y avances del desarrollo cognitivo.

Desde una perspectiva axiologica, el anélisis se desarrollo mediante el enfoque introspectivo
vivencial, segun Padrén en [20]:

...se concibe como producto del conocimiento de las interpretaciones de los simbolis-
mos socioculturales a través de los cuales los actores de un determinado grupo social
abordan la realidad (humana y social, fundamentalmente). Mds que interpretacion
de una realidad externa, el conocimiento es interpretacion de una realidad tal como
ella aparece en el interior de los espacios de conciencia subjetiva (de ahi el califica-
tivo de Introspectivo). Lejos de ser descubrimiento o invencidn, en este enfoque el
conocimiento es un acto de comprension. (p. 4).

Desde esta perspectiva de estudio, se desenvolvié una clara concepcién y captacion de la in-
formacién, a través de la interpretacion, el dialogo, y la observacion que los estudiantes expresan
con sus palabras, sus silencios, acciones o gestos.

Para la recolecciéon de informacién se utilizé la observacion de tipo moderada, segin Spradley
en [24], “el investigador mantiene un balance entre estar dentro y fuera”. (p. 74). De esta manera,
en el campo investigativo, la observacién se entiende como proceso deliberado, sistematico, dirigi-
do a la obtencién de informacién en forma directa del contexto donde se tuvo lugar las acciones,
laborando en la parte interna y externa del aula, como también en el ambiente digital con los
estudiantes, para la toma de notas eventualmente al compartir y orientar la realizaciéon de las
actividades.

Segin la modalidad de investigacién cualitativa, se empled la entrevista semiestructurada, la
cual para Arias en [1], consiste en

una guia de preguntas, el entrevistador puede realizar otras no contempladas inicial-
mente. Esto se debe a que una respuesta puede dar origen a una prequnta adicional o
extraordinaria. (p. 74).

La secuencia de las preguntas y la flexibilidad de la formulacion, facilitaron la obtencién de la
data de forma adecuada, para los estudios de forma interpretativa.

3 Resultados y discusién

La investigacién realizada tanto presencial como a distancia, forjé resultados significativos al
aplicarse el espacio virtual de aprendizaje, desarrollandose como un escenario para superar difi-
cultades y temores en la practica de la ciencia Matemaética, al nivel de educacién universitaria.
Esta brindo al estudiante un ambiente de seguridad, confianza y empatia para manifestar libre-
mente sus conocimientos, experiencias, asegurandose que los demas participantes no lo censuraran
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por ello, sino que, por el contrario, lo adolescentes comprenden y pueden apoyar en la biisqueda de
soluciones. Los jovenes demostraron en el estudio gran acuerdo en que su aprendizaje se desarro-
116 desde un ambiente calido, ameno y social, que promovié un clima de confianza para participar.

Ahora bien, algunos autores como Salmon (ver [22]), “destacan la necesidad de una fase inicial
social para familiarizar y crear puentes entre los entornos culturales, sociales y de aprendizaje de
los participantes”. (p. 126). Sin embargo, desde la investigacion se consider6 que ese puente socio
educativo, fue de construccién continua durante todo el proceso de aprendizaje, y no tinicamente
en el inicio. Si bien se puede entender que al comenzar una experiencia de formaciéon se debe
configurar un espacio para la presentacion, a lo largo de las discusiones es cuando se consolida el
sentido de identidad con las actividades educativas, y por ello debe dedicarse esfuerzos a lo largo
del proceso para la manifestacion abierta y esponténea de sentimientos, emociones y agrado al
mundo de la Matematica.

En la investigacion se aprecié en los estudiantes la crisis de identidad, concebida por Carlson
en [8], como una

creencia de que el comportamiento aberrante, extravagante y alocado forma parte de
la confusion adolescente o que la depresion es reactiva a una de las muchas vicisitudes
de la adolescencia. (p. 71).

En la etapa del desarrollo del adolescente, el estudiante atraviesa un momento existencial que lo
precisa, viéndose en la necesidad de componer varias imégenes de si mismo en una sola; como
amigo, joven, estudiante, lider, hombre o mujer, aparte de tener que elegir una carrera y estilo
de vida. Bajo la incursion de las TIC se nivel6 el desarrollo personal, de redefinirse y de poner
a prueba la confiabilidad y la afirmacién de si mismo, en el encuentro de su propia identidad,
piedra angular en la construccién de su yo.

Las TIC como herramientas de desarrollo tecnologico y actual, permitieron a los adolescen-
tes interrelacionarse con el ambiente virtual, debido a que se encuentran en una etapa final de
desarrollo corporal, llevandoles a un mismo nivel de adquisicién con sentido de confianza bésica,
independencia, iniciativa, voluntad y logro de actividades numéricas. Con seguridad su desarro-
llo biolégico y fisico tiene que ver con las emociones y angustias existenciales. La busqueda de
identidad resulta afectada naturalmente por estos cambios de orden sométicos. Los adolescentes
verificaron sus desarrollos cognitivos en la busqueda de informacién y manipulacién. Recurrien-
do al espejo, a través de sus producciones o buscando entre sus companeros, equivalentes de su
actividad. Los cambios biologicos suscitan tal desconcierto que el adolescente recurre al espejo
frecuentemente, como para reconocerse, comprobar su propia imagen y estabilizar su aprendizaje.

Como influencia esencial en esta etapa se resolvio exitosamente que los jévenes comprendieran
quiénes son y qué quieren. Ademas, la identidad representa una condicién indispensable para ejer-
cer con propiedad, decisiones pertenecientes al mundo adulto; para encarar tareas que consumen
una carga emocional importante que precisa al adolescente. En las actividades a distancia, se
mantuvo un foro abierto para mantener el discurso educativo durante todas las actividades, que
inicialmente permiti6é el conocimiento de unos con otros, pero que posteriormente fue escenario
para la expresion de pensamientos, sensaciones, emociones, motivaciones. Semana a semana los
adolescentes accedian al foro donde se discutia el tema de aprendizaje y, al mismo tiempo, acce-
dian al foro para dejar comentarios a sus companeros de aula.
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Por otra parte, los participantes demostraron una necesidad afectiva que se satisface en un
grupo. La inscripcién y aplicacién de las actividades virtuales de la Matematica responde, ade-
més de una necesidad cognitiva, a una necesidad personal de estar comunicado con otros para
evitar la soledad de entorno educativo, de socializar su vivencia, contar, demostrar sus practicas
y escuchar las de otros. La presencia afectiva se configura desde relaciones informales a formales
y espontaneas, del encuentro entre adolescentes, que atenua la distancia entre los companeros y
genera entusiasmo por participar e interactuar de manera permanente.

La influencia del sentimiento de ser integrante de una comunidad matematica de aprendizaje
virtual fue unos de los elementos més destacados en el estudio. La manifestacién de agrado y
satisfaccion de los estudiantes en ese espacio de formacion constituye una de las caracteristicas
més relevantes del anélisis. Un alto nivel social y emocional hacia la comunidad desde sentimien-
tos expresados en los mensajes del foro, desde las dificultades hasta los avances en las practicas
numéricas, destacando la emocion por participar de forma diferente, por pertenecer a la comuni-
dad, la cohesién grupal, la empatia y la necesidad del otro para el aprendizaje.

En este sentido las TIC no resultan necesariamente de manera espontanea, sino que se recono-
ce que la creacién de estrategias y escenarios intencionados favorece la conformacion del sentido
de comunidad. La participacién estudiantil se consider6 frecuente, ya que incidié en los niveles
de interaccién cognitiva y, por tanto, se relaciona con el diseno e intencionalidad, como parte de
la investigacion para indagar y prever las influencias que proporcionan el uso de las tecnologias,
promoviendo lazos emocionales que permitieron la conformacién de un ambiente matemaético in-
telectual, abierto y estimulante.

Los problemas matematicos virtuales, generaron conflictos cognitivos que orientaron al colec-
tivo estudiantil a la busqueda de informaciones, recuperacion de experiencias vividas y suposicion
de ideas, permitiendo comprender la complicaciéon de las imagenes geométricas, y asi buscar so-
luciones para construir un pensamiento integrado, aplicando soluciones sistematicas y empiricas.
En las experiencias estudiadas se observé que cerca de la mitad del total de los mensajes con-
tenian evidencias de indicadores de interaccién cognitiva, que permite valorar que efectivamente
se desarrolld un proceso de construcciéon de conocimientos. No obstante, el tipo de interacciones
cognitivas estuvo centrado en los niveles iniciales de pensamiento critico, destacando declaracio-
nes sobre hechos desencadenantes como punto de partida de las discusiones tales como preguntas,
dudas, problemas y declaraciones para la exploracién de ideas, conceptos y soluciones de los ejer-
cicios planteados.

Las evidencias de aportaciones centradas en elaboraciones conceptuales, producto de la inte-
gracion de las contribuciones presenciales y a distancia, fueron diferentes, asi como aportaciones
que revelaran conciencia meta cognitiva, demostrando una situacion, en la que fuese necesaria la
presencia del facilitador que oriente al grupo hacia tendencias, como resolver las primeras fases
de pensamiento y dejar al margen actividades de razonamiento a nivel cognitivo. Se puede afir-
mar que, aunque se observé en las actividades estudiadas un interés por el aprendizaje, por la
construcciéon de conocimiento en colaboraciéon (dado el caracter interactivo de los mensajes), se
hace necesario dedicar mayores esfuerzos a la promociéon de una seméantica ontomatemaética en
los adolescentes que implique el desarrollo de procesos méas complejos de pensamiento, y asi su
aprendizaje virtual le lleve mas alla de sus posibilidades actuales a través de actividades retadoras
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de alto nivel cognitivo.

Se observo el valor formativo que tiene la mediacién por pares académicos, es decir, entre la
tecnologia, la psicologia y la Matemaética, cada vez se obtenian més indicios de que el aprendizaje
es un proceso social y no individualmente solitario. Ademas, la magnitud de los problemas que
enfrentan los adolescentes en su cotidianidad reclama el trabajo investigativo en colectivo. Por
tal razon, es necesario que el aula de clases de Matemaética sea un escenario para el aprendizaje
virtual de ciudadania; una accién que coadyuva al logro de esta meta es la participacion colectiva
en procesos de aprendizaje; de manera tal que las actividades deben predominar, en la medida
de lo posible, las experiencias de aprendizaje colaborativo.

La mayoria de los problemas complejos demandaron el talento de los participantes, asi que
los problemas a ser planteados, en el contexto de la Matematica, debian ofrecer a los estudiantes
oportunidades para que: disenaran planes de acciéon para abordarlos; discusion de la idoneidad y
viabilidad de las acciones planeadas; examinaciéon continua de sus posibilidades reales de ponerlas
en juego; formulacién de preguntas y cuestionamientos; y organizacién estratégica de los recursos
(cognitivos, materiales, documentales, tecnolégicos) que se dispusieron para llevar a cabo para la
tarea resolutoria. Todo esto exigi6 privilegiar el trabajo en equipo ya que éste no sélo permite el
desarrollo de habilidades cognitivas, sino que, ademas, es una manera muy efectiva de aprender
y asi poder visualizar que las TIC permiten avanzar de forma significativa en el razonamiento
l6gico matematico, mediante la comunicacién con otros companeros.

La idea bésica de esta investigacion fue dar algunas bases fundamentales para aportes teori-
cos, y asi sostener que la inteligencia se construye y evoluciona debido a la interaccién que une al
individuo con el medio tecnolégico. Cada etapa del desarrollo muestra un tipo de inteligencia que
le caracteriza. El adolescente ha llegado a lo que Piaget llama etapa de las operaciones formales.
Ha este nivel del desarrollo cognoscitivo el adolescente utiliza métodos o estrategias de pensa-
miento diferentes a las empleadas por los ninos en etapas anteriores. El pensamiento adolescente
se caracteriza fundamentalmente porque esté en capacidad de trabajar en forma abstracta y de
aventurarse en las formulaciones hipotéticas.

Para el desarrollo y anélisis introspectivo vivencial, el tiempo influye en los niveles de cons-
truccién de conocimiento. Para promover el desarrollo cognitivo en los adolescentes se requiere
espacios de tiempo entre 6 y 7 semanas, o bien, un acuerdo de aportacién de mayor frecuencia
semanal (de al menos tres o cuatro aportes), para garantizar asi que las primeras actuaciones
destinadas a razonamiento légico, al reconocimiento y exploraciéon de los problemas, no limiten
el paso a las siguientes e importantes fases de integracién de conceptos orientados a la resolucién
del problema y a reflexiones meta cognitivas de mayor nivel de abstraccion.

4 Conclusiones y recomendaciones

A manera de conclusion, se pueden presagiar de manera futurista, que los estudiantes egresados
del bachillerato, como los porvenires dirigentes de la sociedad; deben tomar en cuenta el caréc-
ter dinamico del conocimiento, es entendible por qué es necesario interpretar y comprender las
diferentes influencias que perciben los estudiantes al ensenarles Matematica hoy en funciéon de
las exigencias que les hard el entorno cientifico y tecnolégico a sus inicios del manana a nivel

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 46—62



60 Derling Mendoza - Jests Gémez - Summar Gémez

universitario. La efectividad de las TIC no es sélo concebida por su utilidad para la capacitacion
acreditada y técnica, existen razones intrinsecas a esta disciplina que justifican su ensefianza para
el desarrollo cognitivo en los futuros profesionales. En efecto, se ha podido comprobar que entre
los motivos que tienen quienes tornan a la Matematica como profesion, estd la manera como la
han aprendido y esto, a su vez, tiene mucho que ver con la forma como le ha sido ensefiada; de
aqui que el modo como se conduzca el proceso de ensenanza y aprendizaje de la Matematica en
los diferentes niveles es un factor de gran impacto sobre la vinculacién con esta ciencia que, en
un futuro, tendran los estudiantes.

Por otro lado, se puede plantear que los especialistas en las diferentes disciplinas siempre han
sido en acatamiento, en comparacién con el total de la poblacién docente. Por ello, no hay que
orientar la ensenanza de la Matematica como si todos los estudiantes, en el futuro, la tornaran
como la especialidad de su carrera; asi que es imprescindible determinar cémo ensenarla de modo
que contribuya a la formacion integral del ciudadano del futuro; de este modo hay que concebir la
aplicabilidad de las TIC para fortificar la capacidad intelectual del adolescente en la Matematica,
no como un fin en si mismo, sino como un medio para contribuir al desarrollo cognitivo e integral
de la personalidad del joven. Por tanto, en la ensenanza de las ciencias numéricas deben tenerse
presentes aspectos motivacionales, tomando en cuenta que la forma como se ensena la disciplina,
y no sélo los contenidos en serie, tienen una gran incidencia sobre las elecciones vocacionales.

Asi, quien ensena Matematica, al nivel de educacién universitaria, tiene una gran incidencia
sobre las vinculaciones que, en el futuro, sus estudiantes querran tener con la misma. Ante ésta,
se afina que los docentes tienen dos opciones, una es considerarla como una ciencia hecha, en
la que nada es modificable, o como una ciencia por construir, en la que es posible reinventar
aquello que es conocido por quienes la dominan, pero que atn no es dominada por quienes estan
intentando aprenderla.

Cabe indagar que los adolescentes, al aplicar las TIC pueden disponer de un tiempo suficiente
para activar todos sus mecanismos de funcionamiento intelectual cuando les corresponde enfren-
tarse al proceso de bisqueda de solucion a un problema de Matemética. Al contrario, en cuanto
la actitud del docente ante el trabajo de los estudiantes. Uno de los aspectos centrales de la Ma-
tematica actual es la consideraciéon del estudiante como un constructor y desarrollador inerte de
su nivel cognitivo ajustado a su propio aprendizaje de la Matematica, ello implica que ha de brin-
déarsele espacios de libertad en su relacionamiento y conectivismo digital con los objetos y proceso
matematicos de los que se ha de apropiar con miras a desarrollar su formacién matemética propia.

Desde el punto de vista introspectivo vivencial el docente de Matemaética debe brindar al ado-
lescente situaciones de aprendizaje basadas en el planteamiento de problemas de su experiencia
que le resulten atractivos, y respetar las reacciones que los estudiantes tengan ante ellos; apreciar,
valorar y respetar las vias que el joven seleccione para abordar los problemas planteados. Ademas,
el orientador debe resistirse a la tentacion de sustituir los esfuerzos del alumnado por los suyos
propios; y por el contrario, estimularle para que persevere en las buenas ideas que se le ocurran
para solucionar un problema; una vez que el alumno ha arribado a alguna solucién, el docente
debe intervenir con miras a orientar el proceso de formalizacién y de reflexion sobre la actividad
realizada con el fin de mediar el proceso de transferencia, generalizacion y desarrollo cognitivo.

Para todo docente universitario aducir o atreverse a inventar, a innovar, a ensayar nuevos en-
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foques para la ensenanza de la Matematica, sobre todo si toma en cuenta los negativos resultados
a los que les ha conducido la ensenanza tradicional, le ha de considerar muy dificultoso. Como se
ha expuesto, las influencias cognoscitivas rompen la ensenanza tradicional de la Matematica, que
siguen el esquema de exposicién de la teoria que traen consigo los estudiantes desde el bachille-
rato, como también la muestra de ejemplos; realizacién de ejercicios en la clase; y asignacion de
deberes para el hogar; todas estas acciones siempre han estado a cargo del docente; al alumno le
corresponde hacer los ejercicios en clase y efectuarlos en su residencia.

Las TIC presentan cambios profundos, tanto en el contenido a ser ensenado como en las prac-
ticas que los docentes de Matematica, que ponen en juego las aulas virtuales de esta asignatura.
De modo que estas atribuciones admitidas por el estudiante le llevan a romper el bajo nivel de
desempeno matematico, aburrimiento de éstos y, en los casos mas graves, la matematefobia o
aversién hacia esta ciencia. Estas anomalias fueron superadas al introducirse nuevos modos de
aprendizaje basado en la investigacién, dando responsabilizad a los estudiantes por su propio
aprendizaje, bajo un estudio educativo, especialmente desde las ciencias cognoscitivas.
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Resumen

El presente articulo tiene como objetivo analizar el rendimiento académico de los estu-
diantes universitarios en el area de Matematica y su vinculacién con una praxis docente
mediadora. Se seleccioné metodologicamente un tipo de investigacion documental y descrip-
tiva bajo el enfoque cualitativo mediante la cual, a través del método de triangulacion de
fuentes interestamental propuesto por Cisterna en [7], se pueden analizar y contrastar las
bases teoricas legales, asi como también, las respuestas emitidas por los actores claves de
la investigacién aplicando como técnica una entrevista de tipo estructurada. Se escogi6 la
Universidad Iberoamericana del Ecuador (UNIB.E). Los resultados indican la necesidad para
fortalecer el rendimiento académico de los estudiantes (pregrado) en el drea de Matematica
de una praxis docente basada en la reflexion critica, la utilizaciéon de un enfoque dialégico,
la virtualizacién de los procesos de ensenanza y aprendizaje, apertura de espacios para el
automonitoreo, asesorias continuas, fortalecer la transdisciplinariedad y la toma decisiones
practicas en la optimizacion de los distintos sistemas productivos.

Palabras y frases clave: rendimiento académico, educacién universitaria, enseilanza de
la Matemaética, praxis docente, mediacién de los procesos de enseflanza y aprendizaje.

Abstract

The objective of the present article is to analyze the academic performance of university
students in the area of Mathematics and its linkage with mediating teaching praxis. A type
of documental and descriptive research was selected methodologically under the qualitative
approach by which, through the interstate sources triangulation method proposed by Cis-
terna in [7], it is possible to analyze and contrast the legal theoretical bases, as well as the
answers emitted by the key actors of the investigation applying as technique a structured
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type interview. The Universidad Iberoamericana del Ecuador (UNIB.E) was chosen. The
results indicate the need to strengthen the academic performance of students (undergra-
duate) in the area of Mathematics of a teaching praxis based on critical reflection, using a
dialogical approach, virtualization of teaching and learning processes, opening of Spaces for
self-monitoring, ongoing consultations, strengthening transdisciplinarity and making practi-
cal decisions in optimizing the different production systems.

Key words and phrases: academic performance, university education, teaching of
Mathematics, teaching praxis, mediation of teaching and learning processes.

1 Introduccién

El rendimiento de los estudiantes universitarios tal como lo sehala la UNESCO (ver [29]), repre-
senta una de las mayores preocupaciones para la conformacién y crecimiento del mercado global
competitivo dadas las necesidades sociales en el marco del desarrollo econémico y social a nivel
mundial; asi como también, la actualizacion del perfil de competencias del profesional en distintas
areas del saber vinculadas al &mbito cientifico y enfrentar el crecimiento demografico mundial.

Aunado a ello, tal como lo manifiestan Bekerman, Galagovsky y Laborde en [4], actualmente
los niveles de rendimiento estudiantil y los procesos de ensenanza y aprendizaje en las disciplinas
cientificas deberian coadyuvar a un permanente cambio social, tecnoldgico, académico y cultural
que fomente en los distintos actores de cada disciplina la incorporaciéon y desarrollo constante de
competencias basicas inherentes a su ambito de accion.

De alli, la continua necesidad por promover procesos de ensenanza y aprendizaje que forta-
lezcan, en areas tales como Quimica, Fisica y Matemética a nivel universitario, el desarrollo de
la creatividad, la consolidacién de las estrategias didacticas mediadoras como un aporte para
afianzar un proceso educativo multidisciplinario que induzca a nuevos escenarios para una mejor
didéctica universitaria en las areas cientificas del contexto nacional e internacional.

Sin embargo, a juicio de Izquierdo, Caamafo y Quintanilla (ver [15]), dentro de las areas del
conocimiento universitario a nivel mundial que pierden més interés en los procesos de ensenanza y
aprendizaje, vinculadas con las disciplinas cientificas que dependen de la motivacién que generan
en los estudiantes sus profesores, se encuentra lamentablemente el area de Matematica, la cual
es percibida por la poblacién estudiantil universitaria actual como desvinculada de su realidad,
no se capta su importancia para las investigaciones y su aplicacién en la vida cotidiana.

En virtud de ello, en Ecuador, Arteaga en [3], plantea:

En la educacion superior se observa especialmente en las carreras técnicas, docen-
tes que mo poseen preparacion académica en educacion, existiendo problemas en la
imparticion de las clases, las universidades en su gran mayoria tienen en su cuer-
po de docentes, a profesores o facilitadores que no han alcanzado el cuarto nivel de
educacion (p.25).

El autor fomenta un tipo de modalidad instruccional alternativa donde se resalta la mediacién
cognitiva del docente a través de la interaccién didactica mediadora, sobre todo en areas del saber
cientifico como la Matematica, con la finalidad de suscitar en el educando la construccién social
del aprendizaje. A la par de combatir el miedo a esta area, asi como suscitar confianza en el éxito
de los estudiantes cuando son evaluados.
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Lo anterior fue confirmado por un estudio realizado por la Universidad de Valencia en Espafia,
donde los estudiantes opinaron cémo entre los factores que afectan y promueven su desmotivacién
e incentivan niveles de dificultad para aprender las disciplinas como la Matemaética se encuentran
la utilizacion por parte de los docentes de estrategias poco placentera. En este caso, mas del 75 %
de los encuestados explico que no les interesaba ningin estudio cientifico y el 68 % indicaba su
poco interés por la clase.

En consecuencia, el presente articulo basado en la relacién entre el rendimiento académico de
los estudiantes universitarios en el drea de Matematica y la praxis docente mediadora contribuira
de manera andragogica, social y cognitiva, en primer lugar, tal como lo explica Bixio en [5], a
consolidar educativamente el perfil profesional del educando, fomentando la aplicacién de distin-
tos estilos de ensefianza motivacionales, innovadores y creativas que susciten la implementacion
de canales comunicacionales y con una mayor significaciéon psicologica para que los estudiantes
puedan contribuir con la incorporacién del conocimiento cientifico a sus carreras y la innovacién
en los procesos productivos nacionales e internacionales, con mayor alcance para los mercados
globales.

A su vez, servird como un antecedente nacional e internacional para futuras investigaciones
donde se fomenten las ciencias numéricas como area del saber cientifico en un marco educati-
vo motivacional, tanto a nivel tedrico, como préctico epistemolégico, ontolégico e institucional
universitario, donde el futuro profesional adquiera una visién integral de esta disciplina que lo
ayudara con la promocion y comprension del lenguaje simbolico, asi como las funciones represen-
tacionales, comunicativas e instrumentales.

2 Sustento tedrico

2.1 Enfoques y modelos didacticos para la ensenanza de la Matematica
a nivel universitario

Para Ruiz Ortega en [25], entre los modelos didacticos para la ensehanza de las ciencias natu-
rales se encuentra, el modelo de ensenanza por transmision-recepcion, en el cual los procesos de
ensefianza y aprendizaje se ejecutan de manera inductiva (procesos observacionales) y se expresa
una transmisién de conocimientos cerrados, otorgados por el docente.

No obstante, en este modelo el educando a modo conductista es considerado una pégina en
blanco donde se le provee de contenidos, desconociendo su contexto social y cultural. Igualmente,
este autor opina céomo el modelo por descubrimiento, constituye una propuesta que se origina
como respuesta a las distintas dificultades presentadas por el modelo por transmision.

Aunado a ello, el autor Adiriz en [1], manifiesta como otro de los modelos didacticos relevantes
y vinculados con la ensenianza de la ciencia, es referido a la recepcion significativa, el cual aduce a
una perspectiva del aprendizaje significativo, en el marco del modelo expositivo de la ensenanza
de la Matematica. Asimismo, aunque surge como un modelo innovador, todavia admite la ciencia
y su ensenanza en el marco de expresar s6lo un cimulo de conocimientos.

Cabe destacar que el modelo integrador fue el seleccionado como enfoque pedagodgico y episte-
mologico para la presente investigacion, pues representa segun Aduriz en [1], una de las maneras
recomendadas para el aprendizaje de la ciencia haciendo ciencia, lo cual involucra el hacer, asi
como el comprender y el aprender, a la par que involucra el rol de la ciencia en los procesos de
ensenanza y aprendizaje, asi como sus distintos agentes en los cuales se encuentran: el estudiante
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y el docente, para llegar al objetivo fundamental de todo proceso de investigacion, en este caso
cientifica, con el fin de crear compatibilidad entre el conocimiento cientifico y el cotidiano.

2.2 Ensenanza de la Matematica y praxis docente mediadora

En lo concerniente al rendimiento estudiantil Hernandez de Rincén en [14], lo entiende como
un indicador de la productividad del sistema educativo que suministra informaciéon relevante
para activar el proceso evaluativo, destacandose como “un pardmetro académico, resultado de
estimaciones cuali-cuantitativas, que se aproziman a determinar el alcance de los aprendizajes
obtenidos por un grupo de estudiantes un drea del conocimiento y durante un periodo lectivo”

(p-26).

De esta manera, Ferrer, Herndndez, Semprun y Chacin en [10], aluden al decaimiento del
rendimiento estudiantil en ciertas carreras que requieren del pensamiento l6gico abstracto y de
perfil cientifico, como parte de las probleméticas y debilidades en el nivel de bachillerato, las
competencias no aprehendidas, al igual que la falta de ajuste con las necesidades e intéreses del
mercado mundial en la actualidad, tal como expresa Torres en [28]. En este caso, Téllez y Gonzalez
Silva en [27] afirman: “Las preocupaciones no han estado centradas en el desempeno estudiantil
como actividad de formacion, sino en el rendimiento estudiantil, y dentro de éste especialmente
el bajo rendimiento” (p.25).

De este modo, la ensenanza de la Matematica como disciplina cientifica requiere de una pra-
xis docente motivadora, medidora, la cual haga énfasis en las deficiencias conceptuales sobre
los fundamentos teoricos, su aprendizaje por parte del educando y promover de manera creati-
va estrategias cognitivas y transdisciplinarias para atacar las fallas en la resolucion de calculos
complejos, los cuales afectan considerablemente los parametros académicos.

2.3 Estrategias didacticas mediadoras para la ensenanza de la Mate-
matica universitaria

Las estrategias diddcticas mediadoras (EDM), como las explica Ruiz Bolivar en [24], se vincu-
lan con una modalidad instruccional, en términos de su conceptualizacién y en el marco de la
descripciéon modelo y operacionalizacién, tomando en cuenta los cuatro momentos basicos de la
instruccién: planificacién, ejecuciéon, autoevaluacion reflexiva y evaluacion de la instrucciéon. De
esta manera, las EDM plantean una propuesta didéctica en la que se intenta suscitar, a través de
diferentes medios educativos, la teoria y los hallazgos de la investigacién, con énfasis en el &mbito
cientifico, con el fin de beneficiar la mejora de la calidad de la instruccién, a partir del desarrollo
de procesos cognoscitivos, meta-cognoscitivos y afectivos en la ensefianza. Sumado a esto, las
EDM se basan en los postulados de la psicologia cognoscitiva de procesamiento de informacion,
el constructivismo y la psicologia humanista, que en el caso de la ensenanza de las disciplinas
cientificas buscan alternativas motivantes y efectivas, para la construccién y afianzamiento del
conocimiento. Asi como también, afrontan el tipo de estructura comunicativa, la presentacion y
explicacién de los contenidos, la intencionalidad educativa, la relaciéon con los procesos de plani-
ficacion y evaluaciéon educativa y la consolidacion de metas, resultados y logros en el proceso de
ensenanza y aprendizaje.
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3 Metodologia

La investigacion se desarrollé bajo el enfoque cualitativo, el cual para Palella y Martins en [20],
centra su atencién en las relaciones y roles que desempenan las personas en su contexto vital,
de manera que el investigador interpreta la forma como se interrelacionan los referentes sociales,
sus actividades y pensamiento en el marco del &mbito social y cultural donde se desenvuelven y
c6mo manejan dentro de éste sus problemas individuales.

Por ello, el presente estudio se basa en un analisis de contenido en cuanto a la relevancia
que tiene la relacion entre el rendimiento académico de los estudiantes universitarios en el area
de Matematica y la praxis docente mediadora, tomando como muestra la UNIB.E. A su vez,
esta investigacion se puede considerar de tipo documental y descriptiva, pues se basé en un
procedimiento sistemdatico de indagacién, recoleccién, organizacién, analisis e interpretaciéon de
informacion en torno a un determinado tema.

A juicio de Arias en [3], este tipo de investigacion radica en un proceso basado en la busqueda,
recuperacién, anélisis, critica e interpretacién de datos secundarios, es decir, integra tanto los
datos obtenidos, como aquellos registrados por otros investigadores en fuentes documentales, con
la finalidad de aportar nuevos conocimientos.

La revisién tedrica y empirica consistid, en primer lugar, en la bisqueda de fuentes bibliogra-
ficas, asi como también, al anélisis de los resultados de las entrevistas estructuradas realizadas
a los profesores y estudiantes de la UNIB.E, con un perfil especifico, aplicindose el método de
triangulacion de fuentes interestamental propuesto por Cisterna en [7], el cual radica en establecer
relaciones de comparacion con los diversos topicos para analizar la informacion recolectada, a tra-
vés de las entrevistas y los textos legales, asi como los antecedentes nacionales e internacionales de
la investigacion. La entrevista realizada a los estudiantes contenia las siguientes preguntas: ;Qué
piensas de las Matemaéticas?; ;Tu profesor tiene un lenguaje comprensivo al dar sus lecciones,
si, no; por qué?; ;Percibes la comprension en las clases de Matematicas?; ;Tu profesor permite
anexar nuevos o diferentes métodos de resolucion de ejercicios matematicos?; ; Tu docente expli-
ca los ejercicios matematicos mediante gréaficos o solo con la aplicaciéon numérica abstracta?; y
., Consideras que tus notificaciones de Matematicas son apropiadas por tu esfuerzo de estudio?.

Por otro lado, La entrevista realizada a los docents contenia las siguientes preguntas: ;Te
gusta ejercer las Matemaéticas tal como indica el CEAACES?; ; Considera que tus estudiantes
comprenden las lecciones de Matemaéticas?; ; Al explicar los temas permites ejercer de distintas
formas la resolucion?; ; Tus estudiantes participan en la resoluciéon de matematicos con diversos
métodos?; ;Los rendimientos académicos de tus estudiantes son considerados altos o bajos, por
qué?; y ;Mantiene una comunicacién sistemética con tus estudiantes o solo de conocimiento
matemético?

Cabe senalar, que el perfil de los actores claves se seleccion6 a partir de las siguientes caracte-
risticas: estudiantes de pregrado de las unidades curriculares de Matemaética; asi como también,
profesores del drea de Matematica, con més de dos anos en la UNIB.E, titular o tiempo completo,
los cuales poseen una categoria académica superior al egresado.

De igual forma, la postura epistemoldgica y ontolégica adoptada por esta investigaciéon si-
gue lo expresado por Galindo, Martinez y Fuentes en [12], en el marco del socioconstructivismo
educativo de Vigotsky, Piaget y Croock, los cuales se enfocan tanto en el analisis de las investiga-
ciones cualitativas de los procesos sociales y cientificos relacionados con la interaccién, y obtienen
como beneficio la construccion de nuevos conocimientos o significados. En este caso, mejorar el
rendimiento académico de los estudiantes universitarios en el area de Matematica a partir de una
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praxis docente mediadora.

Con todo lo descrito, se escogio la teoria de la accion comunicativa de Habermas (ver [13]),
quien destaca en el fomento de habilidades comunicativas a nivel didactico, a través de procesos de
ensenanza y aprendizaje dialogicos, con una visién inter y transdisciplinaria esencial para suscitar
motivacion en los estudiantes de las areas cientifica a partir de una praxis docente motivacional
y dialogica.

Lo expresado anteriormente es ratificado andragogica y ontolégicamente por Martinez en
[19], en el marco de las investigaciones cualitativas pues, para el autor, en el area educativa
existen diversos fenémenos, los cuales pueden ser estudiados tales como: procesos de ensenanza
y aprendizaje, relaciones entre padres-docentes-educandos y el contexto sociocultural.

4 Resultados y discusion

El analisis de la investigacion, tal como se describio anteriormente se efectud a través de la trian-
gulacion de fuentes interestamental, con la finalidad de contrastar tanto la opinién de los actores
claves, con las referencias documentales, legales y antecedentes nacionales e internacionales re-
lacionados con la temética del rendimiento académico del estudiante universitario en el area de
Matematica y su relacién con la praxis docente, a los efectos de esta investigacién sirvié para:
consolidar y contribuir con el aprendizaje significativo en dreas del conocimiento cientifico uni-
versitario; fomentar la motivacion para ensefiar y aprender disciplinas como Algebra, Geometria
Analitica, Célculo Diferencial e Integral; y generar un entorno andragdgico, epistemologico y so-
cial que favoreceré las practicas educativas creativas y socio afectivas en virtud de la interrelacién
de saberes.

Los resultados de las entrevistas realizadas, tanto a los docentes como a los estudiantes de
las distintas mallas curriculares que abarcan Matematica en la UNIB.E, permitieron conocer la
necesidad de flexibilizar e interrelacionar saberes que contribuyan con la ampliacién de escenarios
alternativos para la practica de disciplinas cientificas, encuentros interuniversitarios y, sobre todo,
que los docentes de esta unidad curricular impulsen una familiarizacion con los contextos tedricos
y practicos de la Matematica para la vida, vincular los contenidos y competencias con otras areas
del saber, recalcar la necesidad de asesorias continuas universitarias y virtualizar las asignaciones
para aquellos estudiantes jefes de familias o trabajadores. Todo ello en el marco de contextos de
ensenanza que susciten la asertividad bajo el clima de respeto, la atmésfera de aceptacion, la
corresponsabilidad para el desarrollo de contenidos y la integracion cooperativa. Ademas, que los
docentes entrevistados apoyaron la idea de suscitar un cambio del rol que contribuya con una
ensenanza basada en la interaccién de materiales virtuales, vinculacion de contenidos y practicas
con el contexto institucional, regional, nacional e internacional, asi como practicas educativas que
consoliden el perfil profesional de sus estudiantes.

Tanto estudiantes como docentes entrevistados concordaron en la necesidad andragoégica y
epistemoldgica de disenar estrategias didécticas relacionadas con el paradigma multidimensional,
motivacional, mediador y dialégico aplicado a las unidades curriculares de Matematica que con-
solide una didéctica psicoandragogica y tome en cuenta las necesidades, intéreses del grupo para
aprender colectivamente de experiencias précticas y teoricas.

De esta manera, para mejorar el rendimiento académico de los estudiantes en el area de
Matematica resulta necesario generar una praxis docente basada en los procesos de integracion,
cognicién y la motivacién-emociéon, tal como lo expresa la Constitucion de la Republica del
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Ecuador (2008), Plan Nacional del Buen Vivir PNBV (2013-2017) (ver [8]), asi como la Ley
Orgéanica de Educacion Superior LOES (ver [18]), donde la educacion se desarrolla en el ser
humano y garantizard su desarrollo holistico, se promueve esa participacién social y educativa
apoyada en la creatividad cultural, la integracién, la corresponsabilidad y la accién ciudadana.

En concordancia con lo anterior, resulta esencial, divulgar principios axiolégicos y cognitivos
que fundamenten el quehacer didactico en un paradigma epistemoldgico constructivista, dialdgi-
co e interpretativista que fortalezca el aprendizaje significativo a nivel colectivo y promueva el
intercambio de puntos de vista.

Tal como lo expresa Veldzquez en [30], las innovaciones pedagogicas deben suscitar espacios
para la autocritica reflexiva y el debate colectivo, en este caso para fortalecer el rendimiento de
los estudiantes en areas del saber cientifico relevantes para los planes de desarrollo econémico,
social, educativo y politico nacional. Asi como también, siguiendo lo expresado por Bekerman,
Galagovsky y Laborde en [4], los contenidos para la ensefianza de las ciencias en el siglo XXI
deben estar ajustados a los ambitos histéricos y sociales, donde se distribuyan y se evalden los
conocimientos.

Los resultados de las entrevistas a profundidad realizada a los actores claves de la investigacion,
el analisis de contenido aplicado a los antecedentes nacionales, internacionales, asi como a los
basamentos juridicos a través de la triangulacion de fuentes interestamental, se pudo constatar la
necesidad de fortalecer y optimizar el rendimiento académico de los estudiantes universitarios en
el area de Matematica, tomando como punto de partida la flexibilizacién y generar motivaciéon a
través de una praxis pedagogica basada en métodos y estrategias mediadoras, socioemocionales
y dialégicas que fortalezcan la interaccién de experiencias.

Asimismo, se pudo observar el requerimiento por actualizar la praxis docente y los procesos de
ensenanza y aprendizaje con entornos, canales y herramientas virtuales, aplicar de la modalidad
e-learning, asi como también, la asesoria continua a través de tutores presenciales y virtuales, con
el fin de apoyar los contenidos y practicas ejecutados en las clases. De esta manera, se buscé una
praxis docente basada en la comunicacion, la critica y la cooperacion, donde se puedan, ademaés,
desarrollar estrategias que integren diversos procesos de planificacién, contenido y evaluacion en
la didactica cotidiana.

Tal como lo sefiala Ruiz en [24], los procesos de ensefianza y aprendizaje a través de estrategias
mediadoras, en este caso, en el area del saber cientifico buscan permanentemente el afianzamiento
de nuevas alternativas para la ensenanza que coadyuven a una mayor comprensiéon en el marco
del funcionamiento del sistema cognoscitivo humano e impulsen el entrenamiento permanente del
aprendizaje significativo en las instituciones.

Por ello, se plantea un proceso socio-cognitivo esencial para propiciar el didlogo, las activi-
dades didécticas flexibles, significativas, efectivas, dirigidas al logro de objetivos. Metodolégica y
epistemoldgicamente la presente investigacion, justifico su valor heuristico a través del fomento
psico-emocional que debe acompanar las propuestas institucionales universitarias en las areas del
saber cientifico adaptadas a una nueva visién pedagogica, psicolégica practica educativa, tecno-
logica y social.

Desde un marco ontolégico y axiolégico servird redefinir nuevos conceptos educativos, trans-
disciplinarios basados en los paradigmas y teorias cognitivas y afectivas sustentadas en la corres-
ponsabilidad comunicativa, tal como lo refiere el enfoque humanistico vinculado al estudio de las
ciencias y la teoria critica dialogica relacionada en el para qué de la experiencia educativa y la
construccién conjunta de conocimientos, experiencias y diseno de proyectos.
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5 Conclusiones y recomendaciones

En la presente investigacion referida al rendimiento académico de los estudiantes universitarios
en el drea de Matematica y la praxis docente mediadora se pudo concluir andragégicamente la
necesidad de estrategias de ensenanza y aprendizaje cooperativo, dialdgico y psico-afectivo que
fomenten la motivacion de los contenidos y practicas en clase, asi como también, el continuo
reforzamiento a través de asesorias presencias, virtuales, sin olvidar, el apoyo interinstitucional.

Por otro lado, epistemolégicamente se buscé la consolidacién de un aprendizaje cooperativo,
dialégico basado en paradigmas y teorias educativas vinculadas con los enfoques socio-cognitivo,
el socio-constructivismo educativo de Vigotsky (ver [31]), Piaget (ver [22]) y Crook (ver [9]), la
teoria sociocultural de Vygotsky (ver [32]), y la teoria de la accién comunicativa de Habermas (ver
[13]), con el fin de optimizar el aprendizaje universitario en las areas del conocimiento cientifico, su
actualizaciéon permanente, alcanzar las metas en los procesos de ensenanza, identificar fortalezas,
a la par de debilidades que induzcan a un modelo educativo para el desarrollo social y econémico
expresado en el PNBV (2017-2021) (ver [8]). Asi como también, la relevancia que tiene lo expuesto
en la LOES (ver [18]), en cuanto a coadyuvar con el desarrollo de los principios orientadores de la
ciencia, la tecnologia y la innovacién, la cual plantea entre sus objetivos estratégicos desarrollar
un diagnostico de los requerimientos en cuanto a las capacidades de produccién que permitan
garantizar un 4mbito educativo innovador basado en el contexto social, cientifico y tecnolégico.

Metodologica e institucionalmente el estudio sirvié como un aporte y antecedente nacional
para investigaciones referidas al ambito del rendimiento académico de los estudiantes universita-
rios en el area de Matematica y su vinculacién con la praxis docente mediadora, con el objetivo
de analizar a través de métodos como la triangulacién interestamental de fuentes propuesta por
Cisterna en [7], bases tedricas, antecedentes y entrevistas a profundidad que sirven para confirmar
la relevancia que tiene en la actualidad el discurso de los actores y la sintesis interpretativa por
parte del autor, a la par de promocionar pedagogicamente el didlogo de saberes constructivos y
flexibilizar los procesos de ensenanza y aprendizaje a través de la motivacion.

A la par, desde los ambitos axioldgicos y ontolégicos, se impulsa la mediacion sustentada
en la reflexion critica, la utilizacién de un enfoque dialégico para la ensenianza universitaria e
integrar las teorias y procesos apoyados en la interaccién, la promociéon de un modelo critico
autoconstructivo del aprendizaje para el estudio de las ciencias, la apertura de espacios para el
automonitoreo y la transdisciplinariedad que deben tener las disciplinas cientificas y en especial
la Matematica como &area del saber para la formacion de profesionales.

Si bien, el estudio sobre el rendimiento académico de los estudiantes en distintas areas cienti-
ficas ha sido motivo de preocupaciéon a nivel nacional e internacional, como aduce Bravo, Trelles
y Barrazueta en [6]:

Es importante que los docentes de matemdtica se involucren en procesos de capacita-
cion en aspectos pedagogicos, curriculares, diddcticos y disciplinares que se traduzcan
en una transicion hacia nuevas practicas educativas mds eficientes, donde su 1ol sea
mediar entre el estudiante y la consecucion de sus aprendizajes (p.11).

Dado que el rendimiento estudiantil en las disciplinas cientificas se adversa por la formacién y
capacitacion docente, por ello, el profesor u orientador debe explicar eficientemente al educando
las cualidades, facetas, ideas y experiencias practicas de este tipo de areas del saber, donde muchas
veces no siempre resulta facil explicar y es preciso convertirlas en un pensamiento permanente
con renovados estimulos.
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