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Presentación
El Comité Editorial de Divulgaciones Matemáticas se complace en presentar el Vol. 21,

No. 1-2, 2020. Los artículos contenidos en el presente volumen fueron recibidos entre �nales del
año 2019 y durante el año 2020, los mismos fueron evaluados y aceptados para su publicación,
antes de la edición del presente volumen.

Es importante aclarar que el presente volumen contiene los dos números pertenecientes al
año 2020, debido a la poca demanda de artículos por parte de autores y la complicada situación
mundial con respecto a la pandemia de COVID-19 que se está viviendo, en particular, en nuestro
país Venezuela. La revista solo muestra seis (6) artículos en la sección de Artículos de Investi-
gación, un (1) artículo en la sección de Artículos de Divulgación e Históricos y un manuscrito
con la solución de tres (3) problemas presentados en la sección de Problemas y Soluciones, pre-
sentando ésta un nuevo problema para resolver propuesto en la EGMO (European Girls Mathe-
matical Olympiad) 2020, realizada de manera virtual.

El trabajo editorial relacionado con este volumen es el resultado de mucho esfuerzo de al-
gunos miembros del Departamento de Matemática de la Facultad Experimental de Ciencias. Los
Editores queremos expresar nuestro agradecimiento a todos aquellos que hicieron posible este
volumen: a los autores de los trabajos que se presentan, que dieron su voto de con�anza a la
revista; a los árbitros que evaluaron los artículos, cuya labor desinteresada permitió satisfacer los
estándares de calidad de la revista y mejorar sensiblemente la forma de los trabajos; al equipo
editorial deDivulgaciones Matemáticas; y en especial al Prof. José Heber Nieto por su aporte
para la sección de Problemas y Soluciones. A todos, mil gracias.

La revista está ahora en el portal de Revistas Cientí�cas y Humanísticas de la Univer-
sidad del Zulia (ReviCyHLUZ) cuyo sitio web o�cial es: produccioncientificaluz.org.
Ahora los artículos están identi�cados con el membrete del Sistema de Servicios Bibliote-
carios y de Información de LUZ (SERBILUZ). Por tanto, la revista tiene dos páginas
web de uso o�cial: divmat.demat-fecluz.org y produccioncientificaluz.org, donde serán
publicados los artículos y se podrán descargar de forma gratuita. Todo esto con la �nalidad de
darle más expansión y reconocimiento a la revista.

Por último, el Comité Editorial deDivulgaciones Matemáticas pide disculpas a los autores
de los artículos aquí publicados por los inconvenientes causados por la tardanza en la edición
de este volumen, les agradecemos su espera. Además, invitamos a la comunidad matemática
venezolana e internacional a seguir dándonos su voto de con�anza sometiendo sus trabajos en la
revista para evaluación y posible publicación.

1 Dr. Tobías Rosas Soto.

1Editor en Jefe de Divulgaciones Matemáticas y editor del presente número



Presentation
The Editorial Board ofDivulgaciones Matemáticas is pleased to present theVol. 21, No.

1-2, 2020. The articles contained in this volume are those received during the second semester
of the year 2019 and during 2020, wich ones were evaluated and accepted for publication, before
the edition of this volume.

It is important to clarify that this volume contains the two numbers pertaining to the year
2020, due to the low demand of articles by authors and the complicated global situation regarding
the COVID-19 pandemic that is being experienced, in particular, in our country Venezuela. The
journal only shows six (6) articles in the Research Articles section, one (1) article in the Expos-
itory and Historical Articles section and a manuscript with the solution of three (3) problems
presented in the Problems and Solutions section, presenting this a new problem to solve proposed
in the EGMO (European Girls Mathematical Olympiad) 2020, carried out virtually.

The editorial work related to this volume is the result of the e�orts of some members of the
Department of Mathematics of the Experimental Faculty of Sciences. The Editors want to express
their gratitude to all of those who made this volume possible: to the authors of the presented
works, who gave their vote of con�dence to the journal; to the referees, who evaluated the articles
with sel�ess work, guaranteeing the quality standards of the journal and signi�cantly improving
the way of working; to the editorial team of Divulgaciones Matemáticas; and especially to
Professor José Heber Nieto, for his contribution to the Problems and Solutions section. To
all of them, thanks a lot.

The journal is now in the portal of Revistas Cientí�cas y Humanísticas de la Univer-
sidad del Zulia (ReviCyHLUZ) wich o�cial webpage is: produccioncientificaluz.org.
Now the articles are identify with the letterhead of Sistema de Servicios Bibliotecarios y
de Información de LUZ (SERBILUZ). Furthermore, the journal have two o�cial webpages:
divmat.demat-fecluz.org and produccioncientificaluz.org, where will be published the
articles y it will may download in a free way. All these with the purpose to give more expantion
and recognition to the journal.

Finally, the Editorial Board of Divulgaciones Matemáticas ask for apologize to the au-
thors of the articles published here for the inconvenient the delate of the edition of this volumes
made, we thanks your wait. Furthermore, we invite the Venezuelan and international mathemat-
ical community to continue giving their support by submitting their articles to our journal for
evaluation and possible publication.

2 Dr. Tobías Rosas Soto.

2Chief Editor of Divulgaciones Matemáticas and editor of the present volume
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A note on P -I-convergence

Una nota sobre P -I-convergencia

Carlos Granados (carlosgranadosortiz@outlook.es)
Corporación Universitaria Latinoamericana

Barranquilla-Colombia

Abstract

In this article, we use the notions of pre-open and pre-I-open sets to introduce the idea of
pre-I-convergence which we will denoted by P -I-convergence, we also show some of its prop-
erties. Besides, some basic properties of pre-I-Fréchet-Urysohn space is shown. Moreover,
notions related to pre-I-sequential and pre-I-sequentially are proved. Furthermore, we show
some relations of pre-I-irresolute functions between preserving pre-I-convergence functions
and pre-I-covering functions.

Key words and phrases: pre-I-convergence, pre-I-irresolute functions, preserving
pre-I-convergence functions, pre-I-sequentially open, pre-I-sequential spaces, pre-I-covering
functions, pre-I-Fréchet-Urysohn spaces.

Resumen

En este art́ıculo, usamos las nociones de conjuntos pre-abierto y pre-I-abierto para intro-
ducir la idea de pre-I-convergencia la cual vamos a denotar por P -I-convergencia, también
mostramos algunas de sus propiedades. Además, algunas propiedades básicas del espacio
pre-I-Fréchet-Urysohn son mostradas. Adicionalmente, nociones relativas a espacios pre-I-
secuenciales y pre-I-secuencialmente abiertos son probadas. Además, mostramos algunas
relaciones entre funciones pre-I-irresolutas, funciones que preservan pre-I-convergencia y
funciones de pre-I-cobertura.

Palabras y frases clave: pre-I-convergencia, funciones pre-I-irresolutas, funciones que
preservan pre-I-convergencia, pre-I-secuencialmente abierto, espacios pre-I-secuenciales, fun-
ciones de pre-I-cobertura, espacios pre-I-Fréchet-Urysohn.

1 Introduction

The notion of ideal was introduced by Kuratowski in 1933 in [4], an ideal I on a space X is a
collection of elements of X which satisfies: (1) ∅ ∈ I; (2) If A,B ∈ I then A ∪ B ∈ I; and (3) if
B ⊂ I and A ⊂ B, then A ∈ I. This notion has been grown in several concepts of general topology.
In 2019, Zhou and Lin in [7] used the notion of ideal on the set N to extend the notion of I-
convergence, those results were useful for the developing of this paper. On the other hand, in 1982,
Mahhour et al. in [6] introduced the concept of pre-open sets in a topological spaces, after that

Received 08/06/2020. Revised 12/07/2020. Accepted 30/09/2020.
MSC (2010): 54A05, 54A20.
Corresponding author: Carlos Granados



2 Carlos Granados

in 1999, Dontchev in [2] presented the idea of pre-I-open sets and pre-I-continuous functions in
ideal topological spaces. In this article, we took whole the notions mentioned above and we define
other properties on pre-I-convergence and we study the relation between pre-I-sequentially open
and pre-I-sequential space. Moreover, we define and study some basic properties of preserving
pre-I-convergence functions and pre-I-covering functions, furthermore we prove some relations
with pre-I-irresolute functions. Besides, the idea of pre-I-Fréchet-Urysohn spaces is defined.

Throughout this paper, the terms (X, τ) and (Y, σ) means topological spaces on which no
separation axioms are assumed unless otherwise mentioned. Additionally, we sometimes write X
or Y instead of (X, τ) or (Y, σ), respectively. By other hand, |A| will denote the cardinality of
set A.

2 pre-I-convergence

We first introduce some definitions.

Definition 2.1. Let (X, τ) be a topological space, A ⊂ X and x ∈ X. Then, A is said to be
pre-neighbourhood of x if and only if there exits a a pre-open set B such that x ∈ B ⊂ A.

Definition 2.2. An ideal I ⊆ N is said to be non-trivial, if I = ∅ and I 6= N. A non-trivial ideal
I ⊆ K is called admissible if I ⊇ {{n} : n ∈ N}.

Definition 2.3. Let I be an ideal on N and X be a topological space. A sequence (xn)n∈N is
called pre-I-convergent to a point x ∈ X, provided for any pre-neighbourhood V of x, it has
AV = {n ∈ N : xn /∈ V } ∈ I, which is denoted by p-I-limn→∞ xn = x or xn →pI x and the point
x is called the p-I-limit of the sequence (xn)n∈N.

Definition 2.4. Let (X, τ) be a topological space and A ⊂ X. Then, A is called pre-I-
sequentially open if and only if no sequence in X − A has a pre-I-limit in A. i.e. sequence
can not pre-I-converge out of a pre-I-sequentially closed set.

Definition 2.5. Let I be an ideal on N and X be a topological space, then

1. A subset J of X is said to be pre-I-closed if for each sequence (xn)n∈N ⊆ J with xn →pI

x ∈ X, then x ∈ J .

2. A subset V of X is said to be pre-I-open if X − V is pre-I-closed.

3. X is said to be a pre-I-sequential space if each pre-I-closed set in X is closed.

Definition 2.6. Let (X, τ) be a topological space. Then, X is pre-I-sequential when any set A
is pre-open if and only if it is pre-I-sequentially open.

Now, we show some results.

Lemma 2.1 (cf. [7]). Let I be an ideal on N and X be a topological space. If a sequence (xn)n∈N
I-converges to a point x ∈ X and (yn)n∈N is a sequence in X with {n ∈ N : xn 6= yn} ∈ I, then
the sequence (yn)n∈N I-converges to x ∈ X

Lemma 2.2 (cf. [7]). Let I ⊆ J be two ideals of N. If (xn)n∈N is a sequence in a topological
space X such that xn →I x, then xn →J x.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2(2020), pp. 1–8



A note of P -I-convergence 3

Lemma 2.3. Let (X, τ) be a topological space. Then, B ⊂ X is pre-I-sequentially open if and
only if every sequence with pre-I-limit in B has all but finitely many terms in B. Where the
index set of the part in B of the sequence does not belong to I.

Proof. Suppose that B is not a pre-I-sequentially open, then there is a sequence with terms in
X − B, but pre-I-limit in B. Conversely, suppose that (xn)n∈N is a sequence with infinitely
many terms in X − B such that pre-I-converges to y ∈ B and the index set of the part in B of
the sequence does not belong to I. Then, (xn)n∈N has a subsequence in X − B that has to still
converges to y ∈ B and so B is not pre-I-sequentially open.

Lemma 2.4. Let I and J be two ideals of N where I ⊆ J and X is a topological space. If V ⊆ X
is pre-J-open, then it is pre-I-open.

Proof. Let V ⊆ X be pre-I-open. Then, X − V is pre-I-closed set, so every sequence (xn)n∈N in
X − V with xn →pI x, hold that xn →pJ x, by Lemma 2.2. So, x ∈ X − V and therefore, V is
pre-J-open.

Corollary 2.1. Let I and J be two ideals of N, where I ⊆ J . If a topological space X is
pre-I-sequential, then it is pre-J-sequential.

Lemma 2.5. Let I be an ideal on N and X be a topological space. If a sequence (xn)n∈N pre-I-
convergent to a point x ∈ X and (yn)n∈N is a sequence in X with {n ∈ N : xn 6= yn} ∈ I, then
the sequence (yn)n∈N pre-I-convergent to x ∈ X.

Proof. The proof is followed by the Lemma 2.1 and Definition 2.3.

Lemma 2.6. Let X be a topological space X, A ⊂ X and I be an ideal on N. Then, the following
statements are equivalent.

1. A is pre-I-open.

2. {n ∈ N : xn ∈ A} /∈ I for each sequence (xn)n∈N in X with xn →pI x ∈ A.

3. |{n ∈ N : xn ∈ A}| = θ for each sequence (xn)n∈N in X with xn →pI x ∈ A.

Proof. (1) ⇒ (2) : Suppose that A is a pre-I-open set of X and let (xn)n∈N be a sequence in X
satisfying xn →pI x ∈ A. Now, take N0 = {n ∈ N : xn ∈ A}. If N0 ∈ I, then N0 6= N and so
A 6= X. Now, take a point a ∈ X −A and define the sequence (yn)n∈N in X by

yn =

{
a if n ∈ N0

xn if n /∈ N0

.

By Lemma 2.5, the sequence (yn)n∈N pre-I-converges to x. We can see that X−A is pre-I-closed
and (yn)n∈N ⊆ X −A, in consequence x ∈ X −A and this is a contradiction. Therefore, N0 /∈ I.

The implication (2)⇒ (3) it follows form the notion that the ideal I is admissible.
Now, it shows the following implication. (3) ⇒ (1) : Let A not be pre-I-open in X. Then,

X −A is no pre-I-closed and there is a sequence (xn)n∈N ⊆ X −A with xn →pI x ∈ A and this
is a contradiction.

Theorem 2.1. Every pre-I-sequential space is hereditary with respect to pre-I-open (pre-I-closed)
subspaces.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2(2020), pp. 1–8



4 Carlos Granados

Proof. Let X be a pre-I-sequential space. Now, suppose that A is a pre-I-open set of X. Then,
A is pre-open in X. Now, we can see that A is pre-I-sequential. Let V be a pre-I-open set in A,
thus V is pre-open in X. Indeed, by the Definition 2.6, if we show that V is pre-I-open in X, it
will be sufficient.

Now, suppose that there is a point y ∈ X − V and take an arbitrary x ∈ V and a sequence
(xn)n∈N ⊆ X with xn →pI x in X. Since, A is pre-open in X and x ∈ A, the set {n ∈ N : xn /∈
A} ∈ I. We define the sequence (yn)n∈N in X by

yn =

{
xn if xn ∈ A

y if xn /∈ A
.

By the Lemma 2.5, the sequence (yn)n∈N pre-I-converges to x. Since |{n ∈ N : xn /∈ V }| = |{n ∈
N : yn /∈ V }| and by the Lemma 2.6, V is pre-I-open in X.

Now, let A be a pre-I-closed set of X. Then, A is pre-closed in X. For any pre-I-closed set J
of A. It has to show that J is pre-closed in X. Since X is a pre-I-sequential space, it is enough
that J is pre-I-closed in X. Hence, let (xn)n∈N be an arbitrary sequence in J with xn →pI x ∈ X.
It obtains that x ∈ J . Indeed, since A is pre-closed, it has that x ∈ A and so x ∈ J since J is a
pre-I-closed set of A.

Theorem 2.2. pre-I-sequential spaces are preserved by topological sums.

Proof. Let {Xδ}δ∈∆ be a family of pre-I-sequential spaces. Take X =
⊕
δ∈∆

Xδ, being the topolog-

ical sum of {Xδ}δ∈∆. Now, it will show that the topological sum is a pre-I-sequential space. Let
J be a pre-I-closed set in X. For each δ ∈ ∆, since Xδ is pre-closed in X, J ∩Xδ is pre-I-closed
in X. We can see that J ∩Xδ ⊆ Xδ and J ∩Xδ is pre-I-closed in Xδ. By the assumption, it has
that J ∩Xδ is pre-closed in Xδ. By the definition of topological sums, it gets that J is pre-closed
in X. Therefore, the topological sum X is a pre-I-sequential space.

Remark 2.1. The union of a family of pre-I-open sets of a topological space is pre-I-open. There-
fore, the intersection of finitely many sequentially pre-I-open sets is sequentially pre-I-open

Definition 2.7 (cf. [7]). Let I be an ideal on N and A be a subset of a topological space X. A
sequence (xn)n∈N in X is I-eventually in A if there is B ∈ I such that, for all n ∈ N−B, xn ∈ A.

Proposition 2.1. Let I be a maximal ideal on N and X be a topological space. Then, A is a
subset of X where A is pre-I-open if and only if each pre-I-convergent sequence in X, converging
to a point of A is I-eventually in A.

Proof. Let A be a pre-I-open and xn →pI x ∈ A. Since I is maximal, by the Lemma 2.6,
B = {n ∈ N : xn /∈ A} ∈ I. Therefore, for each n ∈ N− B, xn ∈ A, i.e., the sequence (xn)n∈N is
I-eventually in A.

Theorem 2.3. Let I be a maximal ideal of N and X be a topological space. If V,W are two
pre-I-open sets of X, then V ∩W is pre-I-open.

Proof. It will be shown that every pre-I-convergent sequence converging to a point in V ∩W is
I-eventually in it. Let (xn)n∈N be a sequence in X such that xn →pI x ∈ V ∩W . There are
A,S ∈ I such that for each n ∈ N−A, xn ∈ V and for each n ∈ N− S, xn ∈W . Since A ∪ S ∈ I
and for each n ∈ N− (A ∪ S), xn ∈ V ∩W , therefore V ∩W is a pre-I-open set.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2(2020), pp. 1–8



A note of P -I-convergence 5

3 Further properties

3.1 pre-I-irresolute functions

In this part, it is introduced pre-I-irresolute functions and it shows some relations among con-
tinuous and pre-I-continuous functions.

Definition 3.1. (cf. [1]). Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a functions. f is called sequentially
continuous provided V is sequentially open in Y , then f−1(V ) is sequentially open in X.

Definition 3.2. Let I be an ideal on N, (X, τ), (Y, σ) be a topological spaces and f : (X, τ) →
(Y, σ) be a function, then.

1. f is said to be preserving pre-I-convergence provided for each sequences (xn)n∈N in X with
xn →pI x, the sequence (f(xn))n∈N pre-I-converges to f(x).

2. f is said to be pre-I-irresolute if for each pre-I-open V in Y , then f−1(V ) is pre-I-open in
X (cf. [2]).

Lemma 3.1 (cf. [2]). Every pre-I-irresolute function is pre-I-continuous.

Theorem 3.1. Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a function. If f is continuous, then f preserves
pre-I-convergence.

Proof. Suppose that f is continuous and let (xn)n∈N be a sequence in X such that xn →pI x ∈ X.
Now, let V be an arbitrary semi-neighbourhood of f(x) in Y . Since f is continuous, f−1(V ) is
a semi-neighbourhood of x. Therefore, it has that {n ∈ N : xn /∈ f−1(V )} ∈ I. We can see that
{n ∈ N : f(xn) /∈ V } = {n ∈ N : xn /∈ f−1(V )}. This implies that {n ∈ N : f(xn) /∈ V } ∈ I.
Hence, f(xn)→pI f(x).

Theorem 3.2. Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a function. If f preserves pre-I-convergence, then f
is pre-I-irresolute.

Proof. Suppose that f preserves pre-I-convergence and J is an arbitrary pre-I-closed set in Y .
Let (xn)n∈N be a sequence in f−1(J) such that xn →pI x ∈ X .By the assumption, it has
that f(xn) →pI f(x). Since (f(xn))n∈N ⊆ J and J is pre-I-closed in Y , hence f(x) ∈ J , i.e.,
x ∈ f−1(J). Therefore, f−1(J) is pre-I-closed in X and then f is pre-I-irresolute.

Proposition 3.1. Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a function. If f preserves pre-I-convergence, then
f is pre-I-continuous.

Proof. The proof is followed by the Lemma 3.1 and Theorem 3.2.

Theorem 3.3. Let I be a maximal ideal on N. Then, a function f : (X, τ) → (Y, σ) is pre-I-
irresolute if and only if it preserves pre-I-convergent sequences.

Proof. Assume that f is pre-I-irresolute and a sequence xn →pI x in X. It has to show that
f(xn)→pI f(x) in Y . Now, let V a semi-neighbourhood of f(x). Then, x ∈ f−1(V ) is pre-I-open
in X, because V is pre-I-open in Y . Hence, there is B ∈ I such that for all n ∈ N − B, xn ∈
f−1(V ). This means that for all n ∈ N−B, f(xn) ∈ V . Therefore, {n ∈ N : f(xn) /∈ V } ∈ I and
hence f(xn)→pI f(x).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2(2020), pp. 1–8



6 Carlos Granados

Theorem 3.4. Let X be a pre-I-sequential space and f : (X, τ) → (Y, σ) be a function. Then,
the following statements are equivalent.

1. f is continuous.

2. f preserves pre-I-convergence.

3. f is pre-I-irresolute.

Proof. (1)⇔ (2) was proved in the Theorems 3.1 and 3.2.
(3) ⇒ (1) : Let f be pre-I-irresolute and J be an arbitrary semi-closed set in Y . Then, J is

pre-I-closed in Y . Since f is pre-I-irresolute, f−1(J) is pre-I-closed in X. By assumption, it has
that f−1(J) is semi-closed in X. Therefore, f is continuous.

Proposition 3.2. Let f : (X, τ)→ (Y, σ) be a function and X be a pre-I-sequential space. Then,
the following statements are equivalent.

1. f is continuous.

2. f is pre-I-continuous.

Proof. The proof is followed by the Proposition 3.1 and Theorem 3.4.

Lemma 3.2. Let X be a pre-I-sequential space, then the function f : (X, τ)→ (Y, σ) is contin-
uous if and only if it is sequentially continuous.

Proof. Let X be a pre-I-sequential space, then every pre-I-closed set is closed, by [1] who proved
that f is continuous if and only if f is sequentially continuous, indeed we have completed the
proof.

Corollary 3.1. Let X be a pre-Isequential space and for a function f : (X, τ) → (Y, σ) the
following statements are equivalent.

1. f is continuous.

2. f preserves pre-I-convergence.

3. f is pre-I-continuous.

4. f is sequentially continuous.

Proof. (1)⇔ (2)⇔ (3) was proved in the Theorem 3.4, by the Lemma 3.2, we have (1)⇔ (4).

3.2 pre-I-irresolute and pre-I-covering functions

Continuity and sequentially continuity are ones of the most important tools for studying sequen-
tial spaces on [5]. In this part, it is defined the concept of pre-I-covering functions and it is shown
some of their properties.

Definition 3.3. (cf. [1]). Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a topological space. Then, f is said to be
sequentially continuous provided f−1(V ) is sequentially open in X, then V is sequentially open
in Y .
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Definition 3.4. (cf. [1]). Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a topological space. Then, f is said to
be sequence-covering if, whenever (yn)n∈N is a sequence in Y covering to y in Y , there exits a
sequence (xn)n∈N of points xn ∈ f−1(yn) for all n ∈ N and x ∈ f−1(y) such that xn → x.

Definition 3.5. Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a function. Then, f is said to be pre-I-covering if,
whenever (yn)n∈N is a sequence in Y , pre-I-converging to y in Y , there exits a sequence (xn)n∈N
of points xn ∈ f−1(yn) for all n ∈ N and x ∈ f−1(y) such that xn →pI x.

Theorem 3.5. Every pre-I-covering function is pre-I-irresolute.

Proof. Let f : (X, τ)→ (Y, σ) be a function and f be a pre-I-covering function. Now, assume that
V is a non-pre-I-closed in Y . Then, there exits a sequence (yn)n∈N ⊆ V such that yn →pI y /∈ V .
Since f is pre-I-covering, there exits a sequence (xn)n∈N of points xn ∈ f−1(yn) for all n ∈ N and
x ∈ f−1(y) such that xn →pI x. Now, we can see that (xn)n∈N ⊆ f−1(V ) and so x /∈ f−1(V ),
therefore f−1(V ) is non-pre-I-closed. In conclusion, f is pre-I-irresolute.

Theorem 3.6. Let f : (X, τ)→ (Y, σ) be a function. Then, the following statements hold.

1. If X is a pre-I-sequential space and f is continuous, then Y is a pre-I-sequential space and
pre-I-irresolute.

2. If Y is a pre-Y -sequential space and f is pre-I-irresolute, then f is continuous.

Proof. 1. Let X be a pre-I-sequential space and f be continuous. Suppose that V is pre-I-open
in Y . Since f is a continuous function and X is a pre-I-sequential space, take an arbitrary
sequence (xn)n∈N ⊆ X such that xn →pI x ∈ f−1(V ) in X. Since f is a continuous
function, by the Theorem 3.1, f(xn) →pI f(x) ∈ V . Now, since V is pre-I-open in Y and
by the Lemma 2.6, it has that |{n ∈ N : f(xn) ∈ V }| = θ, i.e., |{n ∈ N : xn ∈ f−1(V )}| = θ.
Therefore, f−1(V ) is pre-I-open in X.

Now, assume that V ⊆ Y such that f−1(V ) is pre-I-open in X. Then, f−1(V ) is a open
set of X since X is pre-I-sequential space. as well know that f is continuous, then V is
open in Y . Hence, f is continuous.

2. Let Y be a pre-I-sequential space and f be pre-I-irresolute. If f−1(V ) is a open set of X,
then f−1(V ) is a pre-I-open set of X. Since f is pre-I-irresolute, V is a pre-I-open set of Y .
Now, we know that Y is a pre-I-sequential space and so V is an open set of Y . Therefore,
f is continuous.

By the Theorems 3.4 and 3.6 it is had the following result.

Corollary 3.2. Let f : (X, τ) → (Y, σ) be a function, then f is continuous if and only if f is
pre-I-irresolute and Y is a pre-I-sequential space.

3.3 pre-I-Fréchet-Urysohn spaces

A topological space X is said to be Fréchet-Urysohn (cf. [3]) if for each A ⊆ X and each
x ∈ Cl(A), there is a sequence in A converging to the point x in X. Now, in this part, it
introduces the notion of pre-I-Fréchet-Urysohn and it shows a short result.
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Definition 3.6. Let (X, τ) be a topological space. Then, X is said to be pre-I-Fréchet-Urysohn
or simply P -I-FU , if for each A ⊆ X and each x ∈ pCl(A), there exits a sequence in A pre-I-
converging to the point x ∈ X.

Lemma 3.3. For two ideals I and J on N where I ⊆ J , if X is a P -I-FU -space, then it is a
pre-J-FU -space.

Proof. Let A be a subset of X and x ∈ pCl(A). Since X is a P -I-FU -space, then there exits
a sequence (xn)n∈N in A such that xn →pI x, in consequence xn →pI x in X, and so X is
pre-J-FU -space.

Theorem 3.7. Let (X, τ) be a topological space. Then, X is a P -I-FU -space, then X is a
pre-I-sequential space.

Proof. Let {Aδ : δ ∈ ∆} be a family of pre-I-closed subsets of X where δ ∈ ∆ ∈ X, since X
is a P -I-FU -space, by the Definition 3.6 Aδ ⊆ X and each x ∈ pCl(Aδ). Now, since Aδ is
pre-I-closed pCl(Aδ) = Aδ ∈ Cl(A), but by the Definition 3.6, there exits a pre-I-converging to
the point x ∈ pCl(A) ∈ Cl(A) ∈ X, therefore {Aδ : δ ∈ ∆} is a closed set of X. In consequence
X is a pre-I-sequential space.
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Murad Özkoç (murad.ozkoc@mu.edu.tr)
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Abstract

The aim of this paper is to investigate some of the fundamental properties of weakly
e∗-continuous functions introduced by Ayhan and Özkoç in [3]. Moreover, several character-
izations and some properties concerning weakly e∗-continuous functions are obtained. Then,
we investigate relationships between weak e∗-continuity and some other types of continuity.
Also, we investigate the relationships between weakly e∗-continuous functions and connect-
edness and graph of functions.

Key words and phrases: e∗-open, weakly e∗-continuity, almost e∗-continuity, faintly
e∗-continuity.

Resumen

El objetivo de este trabajo es investigar algunas de las propiedades fundamentales de
las funciones e∗-continuas débilmente introducidas por Ayhan y Özkoç en [3]. Además, se
obtienen varias caracterizaciones y algunas propiedades relativas a funciones e∗-continuas
débilmente. Luego, investigamos las relaciones entre la dbil e∗-continuas débil y algunos otros
tipos de continuidad. Además, investigamos las relaciones entre las funciones e∗-continuas
débilmente y la conectividad y gráfica de funciones.

Palabras y frases clave: e∗-abierto, e∗-continuidad débil, casi e∗-continuidad, e∗-
continuidad ligera.

1 Introduction

One of the most important subjects in mathematics is the notion of continuity. Recently, several
studies have been carried out on continuous functions which are indispensable objects of topology.
In these studies, the concepts which are both stronger and weaker than the concept of continuity
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have been introduced and some fundamental results have been obtained. For instance in 1961,
the concept of weak continuity is introduced by Levine in [8]. In the following years various weak
forms of weak continuity were defined and studied by many mathematicians. The concept of
weak e∗-continuity which is defined by Ayhan and Özkoç in [3], weaker than weak e-continuity
introduced by Özkoç and Aslım in [12], weak β-continuity introduced by Popa and Noiri in
[14], weak b-continuity introduced by Şengül in [15], almost e∗-continuity and weak a-continuity
introduced by Ayhan and Özkoç in [3], but stronger than faint e∗-continuity introduced by Jafari
and Rajesh in [7]. In this paper, we study weak e∗-continuity via e∗-open sets defined by Ekici
in [5].

2 Preliminaries

Throughout this present paper, (X, τ) and (Y, σ) (or simply X and Y ) represent topological
spaces on which no seperation axioms are assumed. For a subset A of a space X, the closure
and the interior of A are denoted by cl(A) and int(A), respectively. The family of all open (resp.
closed, clopen) sets of a topological space X will be denoted by O(X) (resp. C(X), CO(X)). A
subset A of a topological space X is said to be regular open (regular closed) if A = int(cl(A))
(resp. A = cl(int(A))) (cf. [16]). The family of all regular open (regular closed) of a topological
space X is denoted by RO(X) (RC(X)). A point x of X is said to be δ-cluster point of A if
int(cl(U)) ∩ A 6= ∅ for each open neighbourhood U of x (cf. [17]). The set of all δ-cluster
points of A is called the δ-closure of A and is denoted by clδ(A) (cf. [17]). If A = clδ(A), then
A is called δ-closed, and the complement of a δ-closed set is called δ-open (cf. [17]). The set
{x : ∃ U ∈ RO(X) with x ∈ U ⊆ A} (equally {x : ∃ U ∈ τ with x ∈ U and int(cl(U)) ⊆ A}) is
called the δ-interior of A and is denoted by intδ(A).

A subset A is called a-open (resp. semiopen, preopen, b-open, β-open, e-open, e∗-open)
if A ⊆ int(cl(intδ(A))) (resp. A ⊆ cl(int(A)), A ⊆ int(cl(A)), A ⊆ cl(int(A)) ∪ int(cl(A)),
A ⊆ cl(int(cl(A))), A ⊆ cl(intδ(A)) ∪ int(clδ(A)), A ⊆ cl(int(clδ(A)))) (cf. [4, 9, 10, 2, 1, 6, 5]
respectively). The complement of an a-open (resp. semiopen, preopen, b-open, β-open, e-open,
e∗-open) set is called a-closed (resp. semiclosed, preclosed, b-closed, β-closed, e-closed, e∗-closed),
see [4, 9, 10, 2, 1, 6, 5] respectively. The intersection of all e∗-closed sets of X containing A is
called the e∗-closure of A and is denoted by e∗-cl(A) (cf. [5]). The union of all e∗-open sets of X
contained in A is called the e∗-interior of A and is denoted by e∗-int(A) (cf. [5]).

A point x of X is called a θ-cluster point of A if cl(U) ∩ A 6= ∅ for every open set U of X
containing x (cf. [17]). The set of all θ-cluster points of A is called the θ-closure of A and is
denoted by clθ(A) (cf. [17]). Equivalently clθ(A) =

⋂
{F : A ⊆ int(F ) and F ∈ C(X)}. A subset

A is said to be θ-closed if A = clθ(A) (cf. [17]). The complement of a θ-closed set is called a θ-
open set (cf. [17]). A point x of X said to be a θ-interior point of a subset A, denoted by intθ(A),
if there exists an open set U of X containing x such that cl(U) ⊆ A (cf. [17]). Equivalently
intθ(A) =

⋃
{U : cl(U) ⊆ A and U ∈ O(X)}.

The family of all open (resp. closed, e-open, e-closed, e∗-open, e∗-closed, β-open, β-closed,
δ-open, δ-closed, θ-open, θ-closed, semiopen, semiclosed, preopen, preclosed, a-open, a-closed)
subsets of X is denoted by O(X) (resp. C(X), eO(X), eC(X), e∗O(X), e∗C(X), βO(X), βC(X),
δO(X), δC(X), θO(X), θC(X), SO(X), SC(X), PO(X), PC(X), aO(X), aC(X)). The family
of all open (resp. closed, e∗-open, e∗-closed, β-open, β-closed, δ-open, δ-closed, θ-open, θ-closed,
semiopen, semiclosed, preopen, preclosed, a-open, a-closed) sets of X containing a point x of
X is denoted by O(X,x) (resp. C(X,x), eO(X,x), eC(X,x), e∗O(X,x), e∗C(X,x), βO(X,x),
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βC(X,x), δO(X,x), δC(X,x), θO(X,x), θC(X,x), SO(X,x), SC(X,x), PO(X,x), PC(X,x),
aO(X,x), aC(X,x)).

We shall use the well-known accepted language almost in the whole of the proofs of the
theorems in this article.

The following basic properties of e∗-closure and e∗-interior are useful in the sequel:

Lemma 2.1 (cf. [5]). Let A be a subset of a space X, then the followings hold:

1. e∗-cl(X \A) = X \ e∗-int(A).

2. x ∈ e∗-cl(A) if and only if A ∩ U 6= ∅ for every U ∈ e∗O(X,x).

3. A is e∗C(X) if and only if A = e∗-cl(A).

4. e∗-cl(A) ∈ e∗C(X).

5. e∗-int(A) = A ∩ cl(int(clδ(A))).

Lemma 2.2. Let X be a topological space and A ⊆ X. Then the following properties hold:

1. If A is an open set in X, then cl(A) = clδ(A) = clθ(A).

2. clθ(A) ∈ C(X).

Proof.

1. Let A ∈ O(X) and x ∈ clθ(A), then for all U ∈ O(X,x) is obtained cl(U) ∩ A 6= ∅.
Therefore, for all U ∈ O(X,x)) we get that cl(U ∩A) ⊇ cl(U)∩A 6= ∅, because A ∈ O(X).
So, for all U ∈ O(X,x), U ∩A 6= ∅ and, therefore, x ∈ cl(A). Then we have

clθ(A) ⊆ cl(A) (1)

On the other hand, we have always

cl(A) ⊆ clδ(A) ⊆ clθ(A) (2)

By equations (1) and (2) we get that cl(A) = clδ(A) = clθ(A).

2. It is obvious from the fact that clθ(A) =
⋂
{F : A ⊆ int(F ) and F ∈ C(X)}.

Lemma 2.3 (cf. [3]). Let X be a topological space and A,B ⊆ X. If A is an a-open set and B
is an e∗-open set, then A ∩B is an e∗-open set in X.

Lemma 2.4 (cf. [13]). Let X and Y two topological spaces and A ⊆ X and B ⊆ Y . Then

clδ(A×B) = clδ(A)× clδ(B).

Definition 2.1. A function f : X → Y is said to be:

1. δ-continuous if f−1[V ] is δ-open in X for each δ-open set V of Y (cf. [11]).

2. β-continuous if for each x ∈ X and each open set V of Y containing f(x), there exists
U ∈ βO(X,x) such that f [U ] ⊆ V (cf. [1]).
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3. e∗-continuous if for each x ∈ X and each open set V of Y containing f(x), there exists
U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ⊆ V (cf. [5]).

4. Weakly b-continuous (briefly w.b.c.) if for each x ∈ X and each open set V of Y containing
f(x), there exists U ∈ BO(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ) (cf. [15]).

5. Weakly β-continuous (briefly w.β.c.) if for each x ∈ X and each open set V of Y containing
f(x), there exists U ∈ βO(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ) (cf. [14]).

6. Weakly e-continuous (briefly w.e.c.) if for each x ∈ X and each open set V of Y containing
f(x), there exists U ∈ eO(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ) (cf. [12]).

7. Weakly a-continuous (briefly w.a.c.) if for each x ∈ X and each open set V of Y containing
f(x), there exists U ∈ aO(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ) (cf. [3]).

8. Almost e∗-continuous (briefly a.e∗.c.) if for each x ∈ X and each open set V of Y containing
f(x), there exists U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ⊆ int(cl(V )) (cf. [3]).

9. Faintly e∗-continuous (briefly f.e∗.c.) if for each x ∈ X and each θ-open set V of Y
containing f(x), there exists U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ⊆ V (cf. [3]).

Lemma 2.5 (cf. [11]). Let f : X → Y be a function. Then the function is δ-continuous if and
only if f−1[clδ(A)] ⊆ clδ(f−1[A]) for each subset A of X.

3 Weakly e∗-continuous functions

Definition 3.1. Let X and Y be topological spaces. f : X → Y is a weakly e∗-continuous
(briefly w.e∗.c.) at x ∈ X if for each open set V containing f(x), there exists an e∗-open set U
in X containing x such that f [U ] ⊆ cl(V ) (cf. [3]). The function f is w.e∗.c. if and only if f is
w.e∗.c. for all x ∈ X.

Remark 3.1. From Definition 3.1 and Definition 2.1, we have the following diagram. The
converses of these implications are not true in general, as shown in the following examples. Also,
examples for the other implications are shown in the related papers.

weakly b-continuity −→ weakly β-continuity ←− β-continuity
↓ ↓

weakly e-continuity −→ weakly e∗-continuity ←− e∗-continuity
↗ ↓ ↖

almost e∗-continuity faintly e∗-continuity weakly a-continuity

Examples 3.1.

1. Let X = {a, b, c, d} and τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}. It is not difficult to see
e∗O(X) = 2X \ {{d}}. Define the function f : X → X by f = {(a, d), (b, b), (c, c), (d, a)}.
Then f is weakly e∗-continuous but it is not e∗-continuous.

2. Let X = {a, b, c, d} and τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}. It is not difficult to see
eO(X) = 2X \{{d}, {a, d}, {c, d}} and e∗O(X) = 2X \{{d}}. Define the function f : X → X
by f = {(a, b), (b, a), (c, c), (d, d)}. Then f is faintly e∗-continuous but it is not weakly e∗-
continuous.
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3. Let X = {a, b, c, d} and τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, b, d}}. It is not difficult
to see eO(X) = 2X \ {{d}, {a, d}, {c, d}} and e∗O(X) = 2X \ {{d}}. Define the function
f : X → X by f = {(a, d), (b, b), (c, c), (d, a)}. Then f is weakly e∗-continuous but it is not
weakly e-continuous.

4. Let X = {a, b, c, d} and τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {b, d}, {a, b, c}, {a, b, d}} . It is
not difficult to see βO(X) = 2X \ {{c}, {d}, {a, d}, {b, c}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}} and
e∗O(X) = 2X . Define the function f : X → X by f = {(a, d), (b, b), (c, c), (d, a)}. Then
f is weakly e∗-continuous but it is not weakly β-continuous.

Theorem 3.1. The following properties are equivalent for a function f : X → Y :

1. f is weakly e∗-continuous at x ∈ X.

2. For each neighbourhood V of f(x), x ∈ cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))).

3. For each neighbourhood V of f(x) and each neighbourhood U of x, there exists a nonempty
open set G ⊆ U such that G ⊆ clδ(f−1[cl(V )]).

4. For each neighbourhood V of f(x), there exists U ∈ SO(X,x) such that U ⊆ clδ(f−1[cl(V )]).

Proof.

1. ⇒ 2. Let V ∈ O(Y, f(x)). By item 1. we get that there exists U ∈ e∗O(X,x) such that
f [U ] ⊆ cl(V ). So, there exists U ∈ e∗O(X,x) such that U ⊆ f−1[cl(V )]. Then, there
exists U ∈ e∗O(X,x) such that U ⊆ cl(int(clδ(U))) ⊆ cl(int(clδ(f

−1[cl(V )]))). Therefore
x ∈ cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))).

2. ⇒ 3. Let V ∈ O(Y, f(x)), then x ∈ cl(int(clδ(f
−1[cl(V )]))), by item 2.. Now, let U ∈

O(X,x), then x ∈ U∩cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))). So, U∩cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))) 6= ∅ and, therefore,
cl
(
U ∩ int(clδ(f−1[cl(V )]))

)
6= ∅. This implies that U ∩ int(clδ(f−1[cl(V )])) 6= ∅. Define now

G := U ∩ int(clδ(f−1[cl(V )])), then G ∈ τ \ {∅}, G ⊆ U and

G ⊆ int(clδ(f−1[cl(V )])) ⊆ clδ(f−1[cl(V )]).

3. ⇒ 4. Let V ∈ O(Y, f(x)) and U ∈ O(X,x), then by item 3. we get there exists GU ∈ τ \ {∅}
such that GU ⊆ U and GU ⊆ clδ(f−1[cl(V )]). Define now G :=

⋃
{GU |U ∈ O(X,x)}, then G ∈ τ ,

x ∈ cl(G) and G ⊆ clδ(f
−1[cl(V )]). Also, defining U0 := G ∪ {x}, we get that G ⊆ U0 ⊆ cl(G)

and U0 ⊆ clδ(f−1[cl(V )]). Therefore U0 ∈ SO(X,x) and U0 ⊆ clδ(f−1[cl(V )]).

4. ⇒ 1. Let V ∈ O(Y, f(x)). By item 4. we get that x ∈ f−1[V ] and there exists G ∈ SO(X,x)

such that G ⊆ clδ(f−1[cl(V )]) and, therefore

x ∈ f−1[V ] ∩G ⊆ f−1[cl(V )] ∩ cl(int(G)) ⊆ f−1[cl(V )] ∩ cl(int(clδ(f−1[cl(V )])))

Now defining U := e∗-int(f−1[cl(V )]) = f−1[cl(V )]∩cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))), then U ∈ e∗O(X,x)
and f [U ] ⊆ cl(V ).

Theorem 3.2. The following properties are equivalent for a function f : X → Y :

1. f is weakly e∗-continuous.

2. e∗-cl(f−1[int(cl(B))]) ⊆ f−1[cl(B)] for every subset B of Y .
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3. e∗-cl(f−1[int(F )]) ⊆ f−1[F ] for every regular closed set F of Y .

4. f−1[B] ⊆ e∗-int(f−1[cl(B)]) for every regular open set B of Y .

5. e∗-cl(f−1[V ]) ⊆ f−1[cl(V )] for every open set V of Y .

6. f−1[int(F )] ⊆ e∗-int(f−1[F ]) for every closed set F of Y .

7. f−1[V ] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]) for every open set V of Y .

8. e∗-cl(f−1[int(F )]) ⊆ f−1[F ] for every closed set F of Y .

9. f−1[V ] ⊆ cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))) for every open set V of Y .

10. int(cl(intδ(f
−1[int(F )]))) ⊆ f−1[F ] for every closed set F of Y .

Proof.

1. ⇒ 2. Let B ⊆ Y and x /∈ f−1[cl(B)], then f(x) /∈ cl(B) and there exists V ∈ O(Y, f(x)) such
that V ∩B = ∅. So, there exists V ∈ O(Y, f(x)) such that cl(V ) ∩ int(cl(B)) = ∅. Also, by item
1., there exists U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ∩ int(cl(B)) ⊆ cl(V ) ∩ int(cl(B)). So, there exists
U ∈ e∗O(X,x) such that U ∩ f−1[int(cl(B))] = ∅ and, therefore x /∈ e∗-cl(f−1[int(cl(B))].

2. ⇒ 3. Let F ∈ RC(Y ), then F ∈ C(Y ) and therefore F = cl(F ). Now, by item 2., we get

e∗-cl(f−1[int(F )]) = e∗-cl(f−1[int(cl(F ))]) ⊆ f−1[cl(F )] = f−1[F ].

3. ⇒ 4. Straightforward.

4. ⇒ 5. Let V ∈ O(Y ), therefore Y \ cl(V ) ∈ RO(Y ). So, by item 4., we get

f−1[Y \ cl(V )] ⊆ e∗-int(f−1[cl(Y \ cl(V ))])

Then, X \ f−1[cl(V )] ⊆ X \ e∗-cl(f−1[int(cl(V ))]) and, therefore

e∗-cl(f−1[V ]) ⊆ e∗-cl(f−1[int(cl(V ))]) ⊆ f−1[cl(V )].

5. ⇒ 6. Straightforward.

6. ⇒ 7. Let V ∈ O(Y ), then cl(V ) ∈ C(Y ). So, by item 6., we get

f−1[V ] ⊆ f−1[int(cl(V ))] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]).

7. ⇒ 8. Straightforward.

8. ⇒ 9. Let V ∈ O(Y ), then Y \ V ∈ C(Y ). So, by item 8., we get that

e∗-cl(f−1[int(Y \ V )]) ⊆ f−1[Y \ V ]

Then, X \ e∗-int(f−1[cl(V )]) ⊆ X \ f−1[V ] and

f−1[V ] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]) = f−1[cl(V )] ∩ cl(int(clδ(f−1[cl(V )])))

Therefore, f−1[V ] ⊆ cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))).
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9. ⇒ 10. Straightforward.

10. ⇒ 1. Let x ∈ X and V ∈ O(Y, f(x)), then Y \V ∈ C(Y ) and x ∈ f−1[V ]. Now, by item 10.,
we get that int(cl(intδ(f

−1[int(Y \ V )]))) ⊆ f−1[Y \ V ]. So, f−1[V ] ⊆ cl(int(clδ(f
−1[cl(V )])))

and, therefore, x ∈ cl(int(clδ(f−1[cl(V )]))).

Theorem 3.3. The following properties are equivalent for a function f : X → Y :

1. f is weakly e∗-continuous.

2. e∗-cl(f−1[V ]) ⊆ f−1[cl(V )] for each V ∈ PO(Y ).

3. f−1[int(F )] ⊆ e∗-int(f−1[F ]) for each F ∈ PC(Y ).

4. f−1[V ] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]) for each V ∈ PO(Y ).

5. e∗-cl(f−1[int(F )]) ⊆ f−1[F ] for each F ∈ PC(Y ).

Proof.

1. ⇒ 2. Let V ∈ PO(Y ) and x /∈ f−1[cl(V )], then f(x) /∈ cl(V ) and there exists W ∈ O(Y, f(x))
such that V ∩W = ∅. So,

V ∩ cl(W ) ⊆ int(cl(V )) ∩ cl(W ) ⊆ cl[int(cl(V )) ∩W ] = cl[int(cl(V ) ∩W )]

⊆ cl(int(cl(V ∩W ))) ⊆ cl(V ∩W ) = ∅

By item 1., we get that there exists U ∈ e∗O(X,x) such that V ∩ f [U ] ⊆ V ∩ cl(W ). So, there
exists U ∈ e∗O(X,x) such that f−1[V ] ∩ U = ∅ and, therefore, x /∈ e∗-cl(f−1[V ]).

2. ⇒ 3. Straightforward.

3. ⇒ 4. Let V ∈ PO(Y ), then cl(V ) ∈ PC(Y ) and V ⊆ int(cl(V )). Now, by item 3.

f−1[V ] ⊆ f−1[int(cl(V ))] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]).

4. ⇒ 5. Straightforward.

5. ⇒ 1. This follows from item 6. of Theorem 3.2, since every closed set is preclosed.

Theorem 3.4. The following properties are equivalent for a function f : X → Y :

1. f is weakly e∗-continuous.

2. f [e∗-cl(A)] ⊆ clθ(f [A]) for each subset A of X.

3. e∗-cl(f−1[B]) ⊆ f−1[clθ(B)] for each subset B of Y .

4. e∗-cl(f−1[int(clθ(B))]) ⊆ f−1[clθ(B)] for each subset B of Y .

Proof.

1. ⇒ 2. Let A ⊆ X, x ∈ e∗-cl(A) and V ∈ O(Y, f(x)). By item 1., we get that there exists
U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ). So, U ∩ A 6= ∅ and ∅ 6= f [U ] ∩ f [A] ⊆ cl(V ) ∩ f [A].
Therefore, cl(V ) ∩ f [A] 6= ∅. Then we have f(x) ∈ clθ(f [A]).
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2. ⇒ 3. Let B ⊆ Y , so f−1[B] ⊆ X. By item 2., we get that

f [e∗-cl(f−1[B])] ⊆ clθ(f [f−1[B]]) ⊆ clθ(B)

Then, e∗-cl(f−1[B]) ⊆ f−1[clθ(B)].

3. ⇒ 4. Let B ⊆ Y , then int(clθ(B)) ⊆ Y . By item 3. we get that

e∗-cl(f−1[int(clθ(B))]) ⊆ f−1[clθ(int(clθ(B)))]

Lemma 2.2(1)
= f−1[cl(int(clθ(B)))]

Lemma 2.2(2)

⊆ f−1[clθ(B)].

4. ⇒ 1. It is obvious from item 7. from Theorem 3.2.

Corollary 3.1. Let f : X → Y be a function. If f is w.e∗.c., then f−1[V ] is e∗-closed in X for
every θ-closed set V of Y .

Proof. Let V ∈ θC(Y ), then clθ(V ) = V . Since f is w.e∗.c. and, taking into consideration the
item 3. from Theorem 3.4, we get that e∗-cl(f−1[V ]) ⊆ f−1[clθ(V )] = f−1[V ] and, therefore,
f−1[V ] ∈ e∗C(X).

Corollary 3.2. Let f : X → Y be a function. If f−1[clθ(B)] is e∗-closed in X for every subset
B of Y , then f is w.e∗.c.

Proof. Let B ⊆ Y , by hypothesis we get that f−1[clθ(B)] ∈ e∗C(X). So,

e∗-cl(f−1[B]) ⊆ e∗-cl(f−1[clθ(B)]) = f−1[clθ(B)]

Then f is w.e∗.c. by item 3. from Theorem 3.4.

Theorem 3.5. Let X and Y be two topological spaces, and f : X → Y a function. If the graph
function g : X → X × Y of f , defined by g(x) = (x, f(x)) for each x ∈ X, is w.e∗.c., then f is
w.e∗.c.

Proof. Let x ∈ X and V ∈ O(Y, f(x)), so X × V ∈ O(X × Y, g(x)). Since g is w.e∗.c., then
there exists U ∈ e∗O(X,x) such that g[U ] ⊆ cl(X × V ) = X × cl(V ) and, therefore, there exists
U ∈ e∗O(X,x) such that f [U ] ⊆ cl(V ).

Corollary 3.3. If in addition X is regular, then the converse of Theorem 3.5 is true.

Proof. Let x ∈ X and W ∈ O(X × Y, g(x)), then there exists U1 ∈ O(X) and V ∈ O(Y )
such that g(x) ∈ U1 × V ⊆ W . Since f is w.e∗.c., then there exists U2 ∈ e∗O(X,x) such that
f [U2] ⊆ cl(V ). By the other hand, X is regular and, therefore, O(X) = δO(X) ⊆ aO(X). Now,
taking into consideration the Lemma 2.3 and defining U := U1 ∩ U2 ∈ e∗O(X,x), we get that
g[U ] ⊆ cl(W ).
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4 Some fundamental properties

Lemma 4.1. If f : X → Y is w.e∗.c. and g : Y → Z is continuous, then the composition
g ◦ f : X → Z is w.e∗.c.

Proof. Let x ∈ X and W ∈ O(Z, g ◦ f(x)). Since g is continuous, then g−1[W ] ∈ O(Y, f(x)).
Now, since f is w.e∗.c., we get that there exists U ∈ e∗O(X,x) such that

(g ◦ f)[U ] ⊆ g[cl(g−1[W ])] ⊆ cl(W ).

Lemma 4.2. Let f : X → Y be an open δ-continuous surjection and g : Y → Z a function. If
g ◦ f : X → Z is w.e∗.c., then g is w.e∗.c.

Proof. Let V ∈ O(Z). Since g ◦ f is w.e∗.c., and taking into consideration the item 1. from
Theorem 3.2, we get that

(g ◦ f)−1[V ] ⊆ cl(int(clδ((g ◦ f)−1[cl(V )]))) = cl(int(clδ(f
−1[g−1[cl(V )]])))

Since f is δ-continuous, and taking account the Lemma 2.5, we obtain that

(g ◦ f)−1[V ] = f−1[g−1[V ]] ⊆ cl(int(f−1[clδ(g
−1[cl(V )])]))

Now, since f is surjection, we get that

g−1[V ] ⊆ f [cl(int(f−1[clδ(g
−1[cl(V )])]))]

Lemma 2.2(1)
= f [clδ(int(f

−1[clδ(g
−1[cl(V )])]))]

f is δ-con.

⊆ clδ(f [int(f−1[clδ(g
−1[cl(V )])])])

f is open

⊆ clδ(int(f [f−1[clδ(g
−1[cl(V )])]]))

f is surjection
= clδ(int(clδ(g

−1[cl(V )])))

Lemma 2.2(1)
= cl(int(clδ(g

−1[cl(V )]))).

Then g is w.e∗.c. by item 1. from Theorem 3.2.

Let {Xα : α ∈ I} and {Yα : α ∈ I} be any two families of topological spaces with the same
index set I. The product space of {Xα : α ∈ I} (resp. {Yα : α ∈ I}) is simply denoted by

∏
α∈I

Xα

(resp.
∏
α∈I

Yα). Let fα : Xα → Yα be a function for each α ∈ I. Let f :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα be the

product function defined as follows: f({xα}) = {fα(xα)} for each {xα} ∈
∏
α∈I

Xα. The natural

projection of
∏
α∈I

Xα (resp.
∏
α∈I

Yα) onto Xβ (resp. Yβ) is denoted by pβ :
∏
α∈I

Xα → Xβ (resp.

qβ :
∏
α∈I

Yα → Yβ).
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Lemma 4.3. Let Aα be a subset of Xα for each α ∈ I and A =
n∏
i=1

Aαi ×
n∏

α6=αi

Xα a nonempty

subset of
∏
α∈I

Xα, where n is a positive integer. Then A ∈ e∗O
( ∏
α∈I

Xα

)
if and only if Aαi

∈

e∗O(Xαi
) for each i = 1, 2, . . . , n.

Proof. Let α ∈ I and A =
n∏
i=1

Aαi
×

n∏
α6=αi

Xα, then

cl(int(clδ(A))) = cl

(
int

(
clδ

(
n∏
i=1

Aαi
×

n∏
α6=αi

Xα

)))

Lemma 2.4
= cl

(
int

[
clδ

(
n∏
i=1

Aαi

)
× clδ

(
n∏

α 6=αi

Xα

)])

= cl

(
int

[
n∏
i=1

clδ (Aαi
)×

n∏
α6=αi

Xα

])

= cl

[
int

(
n∏
i=1

clδ (Aαi)

)
× int

(
n∏

α6=αi

Xα

)]

= cl

[
n∏
i=1

int (clδ (Aαi
))×

n∏
α6=αi

Xα

]

= cl

(
n∏
i=1

int (clδ (Aαi))

)
× cl

(
n∏

α6=αi

Xα

)

=
n∏
i=1

cl (int (clδ (Aαi
)))×

n∏
α6=αi

Xα

Theorem 4.1. If fα : Xα → Yα is w.e∗.c. for each α ∈ I, then f :
∏
α∈I

Xα →
∏
α∈I

Yα is w.e∗.c.

Proof. Let x = {xα}α∈I ∈
∏
α∈I

Xα andW ∈ O(
∏
α∈I

Yα, f(x)), then there exists J = {α1, α2, . . . , αn} ⊆

I. Defining

Vα :=

{
Vαj ∈ O(Yαj ) , α ∈ J

Yα , α /∈ J
we get that

∏
α∈I

Vα ∈ O(
∏
α∈I

Yα, f(x)) and
∏
α∈I

Vα ⊆ W . Since, for all α ∈ I, fα is w.e∗.c., then

there exists Uα ∈ e∗O(Xα, xα) such that fα[Uα] ⊆ cl(Vα). Now, defining U :=
n∏
j=1

Uαj ×
∏
α/∈J

Xα

and taking into consideration the Lemma 4.3, we get that U ∈ e∗O(
∏
α∈I

Xα, x) and, therefore

f [U ] ⊆
n∏
j=1

fα
[
Uαj

]
×
∏
α/∈J

Yα ⊆
n∏
j=1

cl
(
Vαj

)
×
∏
α/∈J

Yα ⊆ cl(W ).
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Corollary 4.1. If in addition
∏
α∈I

Xα is regular, then the converse of Theorem 4.1 is true.

Proof. Let f be w.e∗.c. and β ∈ I. Since qβ is continuous, and taking into consideration the
Lemma 4.1, we get that qβ ◦ f is w.e∗.c. Besides, fβ ◦ pβ = qβ ◦ f and therefore

fβ ◦ pβ is w.e∗.c. (3)

By the other hand
∏
α∈I

Xα is regular, then

pβ is continuous⇔ pβ is δ-continuous (4)

So, by equations 3 and 4 and taking into consideration the Lemma 4.2, we get that fβ is w.e∗.c.

Theorem 4.2. If f : X → Y is w.e∗.c. and g : X → Y is w.a.c. and Y is Urysohn, then the set
A = {x ∈ X : f(x) = g(x)} is e∗-closed in X.

Proof. Let x /∈ A, then f(x) 6= g(x). As Y is Urysohn, then there exists V ∈ O (Y, f(x)) and
W ∈ O (Y, g(x)) such that cl(V )∩ cl(W ) = ∅. Since f is w.e∗.c. and g is w.a.c., then there exists
G ∈ e∗O (X,x) and H ∈ aO (X,x) such that f [G] ∩ g[H] ⊆ cl(V ) ∩ cl(W ) = ∅. Now, defining
U := G ∩ H and taking into consideration the Lemma 2.3, we get that U ∈ e∗O (X,x) and
f [U ] ∩ g[U ] ⊆ f [G] ∩ g[H] = ∅. So, U ∈ e∗O (X,x) and U ∩A = ∅. Therefore x /∈ e∗-cl(A).

Theorem 4.3. If f : X → Y is a w.e∗.c. surjection and X is e∗-connected, then Y is connected.

Proof. Suppose that Y is not connected, then there exists V,W ∈ τ \ {∅} such that V ∩W = ∅
and V ∪W = Y , therefore V,W ∈ CO(X)\{∅}. Since f is w.e∗.c., and taking into consideration
the item 7. from Theorem 3.2, we get that

f−1[V ] ⊆ e∗-int(f−1[cl(V )]) = e∗-int(f−1[V ])

f−1[W ] ⊆ e∗-int(f−1[cl(W )]) = e∗-int(f−1[W ])

Also, f−1[V ∩W ] = ∅ and f−1[V ∪W ] = X. But f is surjection and, therefore, we get that
f−1[V ], f−1[W ] ∈ e∗O(X) \ {∅} with

f−1
[
V ] ∩ f−1[W

]
= ∅ and f−1

[
V ] ∪ f−1[W

]
= X.

Corollary 4.2. If f : X → Y is an a.e∗.c. surjection and X is e∗-connected, then Y is connected.

Proof. It is obvious from the fact that almost e∗-continuity implies weakly e∗-continuity.
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[3] Ayhan, B. S. and Özkoç, M.; Almost e∗-continuous functions and their characterizations, J.
Nonlinear Sci. Appl. 9 (2016), 6408–6423.

[4] Ekici, E.; On a-open sets, A∗-sets and decompositions of continuity and super-continuity,
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Abstract

In this work, we develop Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction in uniform spaces.
The existence and uniqueness of best proximity points for these contractions are proved. The
main results, apart from the fact that they are new in literature, generalize several other
similar results in literature. An illustrative example is given to validate the applicability of
the results obtained.
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Resumen

En este trabajo se desarrolla la cuasi-contracción ćıclica p-proximal de Geraghty en espa-
cios uniformes, comprobándose la existencia y unicidad de los mejores puntos de proximidad
para estas contracciones. Los principales resultados, además del hecho de que son nuevos en
la literatura, generalizan varios otros resultados similares en la literatura. Se da un ejemplo
ilustrativo para validar la aplicabilidad de los resultados obtenidos.
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1 Introduction

Several problems can be modelled as equations of the form Tx = x, where T is a given self-
mapping defined on a subset of a metric space, a normed linear space or some suitable spaces.
However, if T is a non-self mapping from A to B, then the aforementioned equation does not
necessarily admit a solution. In this case, it is appropriate to find an approximate solution x
in A such that the error d(x, Tx) is minimum, where d is the distance function. In view of
the fact that d(x, Tx) is at least d(A,B), a best proximity point theorem guarantees the global
minimization of d(x, Tx) by the requirement that an approximate solution x satisfies the condition
d(x, Tx) = d(A,B). Such optimal approximate solutions are called best proximity points of the
mapping T . Interestingly, best proximity theorems also serve as a natural generalization of
fixed point theorems, for a best proximity point becomes a fixed point if the mapping under
consideration is a self mapping, see [18], [20, 21, 26].

In [11], Eldred and Veeramani extended the cyclic contractive condition to the case when
A ∩ B is empty and proved the existence of best proximity point. For other recent results on
cyclic contractive conditions, see [2], [17] and [22]. Basha in [4] established some necessary and
sufficient conditions for the existence of best proximity points for proximal contractions and
gave some best proximity and convergence results in metric spaces. Mongkolkeha et al. in [19]
generalized the results of Basha (cf. [4]) by introducing proximal cyclic contractions in metric
spaces and proved existence results for best proximity point of the contraction. Thereafter, Jleli
and Samet in [15] introduced the class of proximal quasi-contractive mappings and established
best proximity point results for such mappings.

Geraghty in [12] extended the famous Banach Contraction Principle (cf. [3]) by introducing
the generalized contraction mapping for self mapping using functions instead of constants. In
2012, Cabellero et al. in [7] generalized Geraghty (cf. [12]) by considering a non-self map and
provided sufficient conditions for the existence of a unique best proximity point for Geraghty
contractions. For other results on Geraghty contractions see [5, 7, 8, 9, 13, 18, 27].

Further improvement on Banach Contraction Principle include the use of uniform spaces
which generalizes the metric space (cf. [10, 14, 23, 24, 26]). Weil in [28] was the first to introduce
uniform spaces in terms of a family of pseudometrics and Bourbaki in [6] provided the definition
of uniform structure in terms of entourages. Aamri and El Moutawakil in [1] gave some results
on common fixed point of some contractive and expansive maps in uniform spaces and further
introduced the definition of A-distance and E-distance. Most results in uniform spaces are of self
mappings, however not many results of non-self mapping in uniform spaces exist in literature,
(cf. [23]). More recent in 2018, a modified class of Hardy-Rogers p-proximal cyclic contraction in
uniform spaces was introduced by Olisama et al. in [24] where the best proximity point results
for this type of contraction was established.

Inspired by these, we introduce a class of Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction in
uniform spaces and establish new best proximity point results for this type of contraction in
uniform spaces. An illustrative example is given to demonstrate the usefulness of the established
results.

2 Preliminaries

Here are some basic definitions and concepts relating to the main result of this paper.
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Definition 2.1. (cf. [6]) A uniform space (X,Γ) is a non-empty set equipped with a uniform
structure, which is a family Γ of subsets of Cartesian product X × X, satisfying the following
conditions:

(i) If U ∈ Γ, then U contains the diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ X}.

(ii) If U ∈ Γ, then U−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ U} is also in Γ.

(iii) If U, V ∈ Γ, then U ∩ V ∈ Γ.

(iv) If U ∈ Γ, and V ⊆ X ×X which contains U, then V ∈ Γ.

(v) If U ∈ Γ, then there exists V ∈ Γ such that whenever (x, y) and (y, z) are in V , then (x, z)
is in U .

Note that Γ is called the uniform structure or uniformity of X and its elements U and V are
called neighbourhoods. A uniform structure Γ defines a unique topology τ(Γ) on X for which
the neighbourhoods of x ∈ X are the sets V (x) = {y ∈ X : (x, y) ∈ V }, V ∈ Γ.

Definition 2.2. (cf. [1]) Let (X,Γ) be a uniform space. A function p : X ×X → <+ is said to
be an:

(a) A-distance if for any V ∈ Γ, there exists δ > 0 such that if p(z, x) ≤ δ and p(z, y) ≤ δ for
some z ∈ X, then (x, y) ∈ V .

(b) E-distance if p is an A-distance and p(x, y) ≤ p(x, z) + p(z, y), for x, y, z ∈ X.

Definition 2.3. (cf. [1]) Let (X,Γ) be a uniform space and p an A-distance on X.

(a) If V ∈ Γ, (x, y) ∈ V and (y, x) ∈ V, then x and y are said to be V -close, and a sequence
(xn)∞n=0 ∈ X is a Cauchy sequence for Γ if for any V ∈ Γ, there exists N ≥ 1 such that xn
and xm are V -close for n,m ≥ N .

(b) A sequence in X is p-Cauchy if it satisfies the usual metric condition.

(c) X is S-complete if for every p-Cauchy sequence (xn)∞n=0 ∈ X, there exists x ∈ X such
that lim

n→∞
p(xn, x) = 0. And X is p-Cauchy complete if for every p-Cauchy sequence

(xn)∞n=0 ∈ X, there exists x ∈ X such that lim
n→∞

xn = x with respect to τ(Γ).

(d) f : X ×X is p-continuous if lim
n→∞

p(xn, x) = 0 implies lim
n→∞

p(T (xn), T (x)) = 0.

(e) X is said to be p-bounded if δp(X) = sup{p(x, y) : x, y ∈ X} <∞.

Definition 2.4. (cf. [1]) A uniform space (X,Γ) is said to be Hausdorff if and only if the
intersection of all the V ∈ Γ reduces to the diagonal ∆ of X. In other words, (x, y) ∈ V for all
V ∈ Γ implies x = y.

Let A and B be non-empty subsets of a uniform space (X,Γ) such that p is an E-distance on
X.

(i) A0 = {x ∈ A : p(x, y) = p(A,B) for some y ∈ B}.

(ii) B0 = {y ∈ B : p(x, y) = p(A,B) for some x ∈ A}.
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(iii) Let T : A→ B, a point x ∈ A is called a best proximity point if p(x, Tx) = p(A,B) where
p(A,B) = inf{p(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

The following lemma and definition are useful in this work.

Lemma 2.1. (cf. [25]) Let (X,Γ) be a Hausdorff uniform space and p be an A-distance on
X. Let (xn)∞n=0, (yn)∞n=0 be arbitrary sequences in X and (αn)∞n=0, (βn)∞n=0 be sequences in <+

converging to 0. Then, for x, y, z ∈ X, the following holds:

(a) If p(xn, y) ≤ αn and p(xn, z) ≤ βn ∀n ∈ N, then y = z. In particular, if p(x, y) = 0 and
p(x, z) = 0, then y = z.

(b) If p(xn, yn) = p(A,B) and p(xn, zn) = p(A,B), then yn = zn, ∀n ∈ N (cf. [24]).

(c) If p(xn, yn) ≤ αn and p(xn, z) ≤ βn ∀n ∈ N, then, (yn)∞n=0 converges to z.

(d) If p(xn, xm) ≤ αn ∀m > n, then (xn)∞n=0 is a p-Cauchy sequence in (X,Γ).

Definition 2.5. (cf. [24]) Let A,B be two non-empty subsets of a S-complete Hausdorff uniform
space (X,Γ). Suppose S : A→ B is a non self-mapping and g : A→ A is an isometry, then S is
said to preserve the isometric distance with respect to g if

p(S(g(x)), S(g(y))) = p(S(x), S(y)) ∀x, y ∈ A. (1)

3 Main Results

First of all, we introduce the following new concepts.

Let F be the family of all functions β : [0,∞)→ [0, 1) which satisfy the condition

lim
n→∞

β(tn) = 1 =⇒ lim
n→∞

tn = c, c > 0.

Note that if c = 0 above, the equation reduces to the family of functions defined by Geraghty in
[12].

Definition 3.1. Let (A,B) be a pair of non-empty subsets of an S-complete Hausdorff uniform
space (X,Γ) such that p is an E-distance on X. A mapping T : A→ B is said to be a Geraghty
p-proximal quasi-contraction if there exists β ∈ F such that for all u, v, x, y ∈ A{

p(u, T (x)) = p(A,B)

p(v, T (y)) = p(A,B)
=⇒ p(u, v) ≤ β(MT (x, y))MT (x, y), (2)

where MT (x, y) = max{p(x, y); p(x, T (x)); p(y, T (y)); p(x, T (y)); p(y, T (x))}.

Definition 3.2. Let (A,B) be a pair of non-empty subset of an S-complete Hausdorff uniform
space (X,Γ) such that p is an E-distance on X. Suppose T : A → B and G : B → A are
mappings. The pair (T,G) is said to be a Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction if there
exists β ∈ F such that for all u, x ∈ A, and v, y ∈ B{

p(u, T (x)) = p(A,B)

p(v,G(y)) = p(A,B)
=⇒ p(u, v) ≤ β(MT (x, y))MT (x, y) + (1− β(MT (x, y)))p(A,B), (3)

where MT (x, y) = max{p(x, y); p(x, T (x)); p(y,G(y)); p(x, T (y)); p(y, T (x))}.
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Suppose (A,B) are a pair of non-empty subsets of a complete metric space i.e Γ = {(x, y) ∈
X2 : d(x, y) < ε}, β(MT (x, y)) = α, α ∈ [0, 1) and MT (x, y) = d(x, y), then (2) and (3) reduces to
the proximal contraction and proximal cyclic contraction maps defined in [4] and [19], respectively.

Moreover, it is easy to see that a self mapping that is a Geraghty proximal quasi-contraction
is a Geraghty quasi-contraction. But a non-self Geraghty p-proximal quasi-contraction is not
necessarily a Geraghty quasi-contraction map in general sense.

Now, we state and prove the main result.

Theorem 3.1. Let (X,Γ) be an Hausdorff uniform space and p an E-distance on X. Suppose
(A,B) is a pair of non-empty closed subset of the p-bounded and S-complete space (X,Γ) such
that A0, B0 6= ∅. Let T : A → B, G : B → A and h : A ∪ B → A ∪ B satisfy the following
conditions:

(i) T and G are Geraghty p-proximal quasi-contractions,

(ii) h is an isometry,

(iii) the pair (T,G) is a Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction,

(iv) T (A0) ⊆ B0, G(B0) ⊆ A0,

(v) A0 ⊆ h(A0) and B0 ⊆ h(B0).

Then there exist unique points x ∈ A and y ∈ B such that

p(h(x), T (x)) = p(h(y), G(y)) = p(x, y) = p(A,B).

Moreover, for any best proximity point x0 ∈ A0, the sequence (xn)∞n=0 defined by

p(h(xn+1), T (xn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element x ∈ A.
Similarly, for any best proximity point y0 ∈ B0, the sequence (yn)∞n=0 defined by

p(h(yn+1), G(yn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element y ∈ B.

Proof. Let x0 ∈ A0, since A0 6= ∅ and T (A0) ⊆ B0, there exists x1 ∈ A0 such that p(x1, T (x0)) =
p(A,B). Also, since T (x1) ∈ B0, there exists x2 ∈ A0 such that p(x2, T (x1)) = p(A,B). Now,
we obtain a sequence (xn)∞n=0 ⊂ A0 such that p(xn+1, T (xn)) = p(A,B) ∀n ∈ N . Since T is a
Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction, ∀n ∈ N we have

p(xn+1, T (xn)) = p(A,B),

p(xn, T (xn−1)) = p(A,B) (4)

and

p(xn+1, xn) ≤ β(MT (xn, xn−1))MT (xn, xn−1) + (1− β(MT (xn, xn−1))p(A,B),
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where

MT (xn, xn−1) = max{p(xn, xn−1); p(xn, T (xn)); p(xn−1, T (xn−1));

p(xn, T (xn−1)); p(xn−1, T (xn))}
≤ max{p(xn, xn−1); [p(xn, xn+1) + p(xn+1, T (xn))];

[p(xn−1, xn) + p(xn, T (xn−1))]; p(xn, T (xn−1));

[p(xn−1, xn) + p(xn, xn+1) + p(xn+1, T (xn))]}
= p(xn−1, xn) + p(xn, xn+1) + p(xn+1, T (xn))

= p(xn−1, xn) + p(xn, xn+1) + p(A,B).

Thus,

p(xn+1, xn) ≤ β(MT (xn, xn−1)) [p(xn−1, xn) + p(xn, xn+1) + p(A,B)]

+(1− β(MT (xn, xn−1))p(A,B).

Note that p(xn+1, xn) ≤ p(xn, xn−1) for all n ∈ N. Thus, the sequence (p(xn+1, xn))∞n=0 is
positive and decreasing. Since β ∈ F , by definition,

lim
n→∞

β(MT (xn, xn−1)) = 1 =⇒ lim
n→∞

MT (xn, xn−1) = c.

Consequently,

lim
n→∞

p(xn+1, xn) = p(A,B). (5)

Next, we show that (xn)∞n=0 is a p-Cauchy sequence in the S-complete space X. That is,

lim
n→∞

p(xn, xm) = 0, for any n,m ∈ N.

Suppose, on the contrary, that ε = lim
m,n→∞

p(xn, xm) > 0. Since p is an E-distance, we have

p(xn, xm) ≤ p(xn, xn+1) + p(xn+1, xm+1) + p(xm+1, xm)

≤ p(xn, xn+1) + β(MT (xn, xm)MT (xn, xm) + (1− β(MT (xn, xm)))p(A,B)

+p(xm+1, xm).

But,

MT (xn, xm) = max{p(xn, xm); p(xn, T (xn)); p(xm, T (xm)); p(xn, T (xm)); p(xm, T (xn))}.

Taking limits as m,n → ∞, lim
m,n→∞

p(xn, xm) = 0. This is a contradiction. Therefore, the

sequence (xn)∞n=0 is p-Cauchy in the S-complete space (X,Γ) whose limit is the unique best
proximity point of T . Hence, (xn)∞n=0 converges to some element x ∈ A.

Similarly, since G(B0) ⊆ (A0) and B0 ⊆ h(B0), there exists a sequence (yn)∞n=0 such that
it converges to some element y ∈ B. The pair (T,G) is a Geraghty p-proximal cyclic quasi-
contraction, h is an isometry, by Lemma 2.1(b) and so,

p(h(xn+1), T (xn)) = p(h(yn+1), G(yn)) = p(A,B).
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Now,

p(h(xn+1), h(yn+1)) = p(xn+1, yn+1)

≤ β(MT (xn, yn))MT (xn, yn) + (1− β(MT (xn, yn)))p(A,B), (6)

where,

MT (xn, yn) = max{p(xn, yn); p(xn, T (xn)); p(yn, G(yn)); p(xn, G(yn)); p(yn, T (xn))}.

Using Lemma 2.1(d) and taking limit as n→∞ in (4) yields:

p(x, y) = p(A,B). (7)

Thus, x ∈ A0 and y ∈ B0. Since T (A0) ⊆ B0 and G(B0) ⊆ A0, there exist h(x) ∈ A and h(y) ∈ B
such that

p(h(x), T (x)) = p(A,B) (8)

and
p(h(y), G(y)) = p(A,B).

Thus, from (5) and (6), we get

p(x, y) = p(h(x), T (x)) = p(h(y), G(y)) = p(A,B).

Next, we prove the uniqueness of x and y. Suppose that there exist x∗ ∈ A and y∗ ∈ B with
x 6= x∗ and y 6= y∗ such that

p(h(x∗), T (x∗)) = p(A,B), (9)

and
p(h(y∗), G(y∗)) = p(A,B). (10)

Since h is an isometry, and (T,G) is a Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction, using equa-
tions (6), (7) and Lemma 2.1(b) we have,

p(h(x), h(x∗)) = p(x, x∗) ≤ β(MT (x, x∗))MT (x, x∗) + (1− β(MT (x, x∗))p(A,B)

< MT (x, x∗) (11)

where

MT (x, x∗) = max{p(x, x∗); p(x,T (x)); p(x∗, T (x∗)); p(x, T (x∗)); p(x∗, T (x))

= max{p(x, x∗); p(A,B)}.

Inequality (11) either gives p(x, x∗) < p(x, x∗) or p(x, x∗) < p(A,B), both of which are
contradictions. Hence, p(x, x∗) = 0 and so x∗ = x. Similarly, we show that p(x∗, x) = 0. But p is
an E-distance, therefore

p(x∗, x∗) ≤ p(x∗, x) + p(x, x∗).

Thus, p(x∗, x∗) = 0 and so p(x, x∗) = p(x∗, x) = 0. By Lemma 2.1(a), we conclude that x∗ = x.
Similarly, y∗ = y and the proof is complete.

We are motivated by the example in [24] to support our obtained result in Theorem 3.1.
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Example 3.1. Consider the space X = R with Euclidean metric. Take the sets A = [−8,−2]
and B = [2, 8] ∪ {−12}. Note that A0 = −2, B0 = 2.

Now, let T : A→ B and G : B → A be defined by

T (x) =


24

x
if x < 0

−13

x
if x > 0

and G(y) = − 20
y , y 6= 0.

Suppose p is defined by:

p(x, y) =


∣∣∣y
2

∣∣∣ if x ≤ y

1 if x > y
(Note that p(A,B) = 1).

Then p is an E-distance.
Taking x1 = −9, x2 = −4, y1 = 2 and y2 = 20,

d(x1, T (x2)) = d(y1, G(y2)) = d(A,B) = 3.

We show that the pair (T,G) defined on a metric space, is not a Geraghty p-proximal cyclic
quasi-contraction. By using (3),

d(x1, y1) ≤ β(MT (x2, y2)MT (x2, y2) + (1− β(MT (x2, y2)))d(A,B),

d(−9, 2) ≤β(MT (x2, y2)) max{d(−4, 20); d(−4,−6); d(20,−1); d(−4,−1); d(20,−6)}
+ 3(1− β(MT (x2, y2))).

Taking β =
1

1 + t
, we get

11 >
26

27
+ 3

(
1− 26

27

)
,

a contradiction. Thus, (T,G) is not a Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction on a metric
space.

Now, we consider the case where (T,G) is defined on a uniform space. Clearly, (T,G) satisfies
the Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction, for all x ∈ A and y ∈ B, and −2 is the unique
best proximity point of T , while 2 is the unique best proximity point of G and p(A,B) = 1.

We now give the following corollaries to justify our case. Take β(t) = k, with k ∈ [0, 1), then
we have the following.

Corollary 3.1. Let (X,Γ) be an Hausdorff uniform space and p an E-distance on X. Suppose
(A,B) is a pair of non-empty closed subset of the p-bounded and S-complete space (X,Γ) such
that A0, B0 6= ∅. Let T : A → B, G : B → A and h : A ∪ B → A ∪ B satisfy the following
conditions:
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(i) T and G are p-proximal quasi-contractions.

(ii) h is an isometry.

(iii) The pair (T,G) is a p-proximal cyclic quasi-contraction.

(iv) T (A0) ⊆ B0, G(B0) ⊆ A0.

(v) A0 ⊆ h(A0) and B0 ⊆ h(B0).

Then there exist unique points x ∈ A and y ∈ B such that

p(h(x), T (x)) = p(h(y), G(y)) = p(x, y) = p(A,B).

Moreover, for any best proximity point x0 ∈ A0, the sequence (xn)∞n=0 defined by

p(h(xn+1), T (xn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element x.
Similarly, for any best proximity point y0 ∈ B0, the sequence (yn)∞n=0 defined by

p(h(yn+1), G(yn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element y.

If h becomes the identity mapping in Theorem 3.1 then we get the following.

Corollary 3.2. Let (X,Γ) be an Hausdorff uniform space and p an E-distance on X. Suppose
(A,B) is a pair of non-empty closed subset of the p-bounded and S-complete space (X,Γ) such
that A0, B0 6= ∅. Let T : A → B, G : B → A and h : A ∪ B → A ∪ B satisfy the following
conditions:

(i) T and G are Geraghty p-proximal quasi-contractions.

(ii) The pair (T,G) is a Geraghty p-proximal cyclic quasi-contraction.

(iii) T (A0) ⊆ B0, G(B0) ⊆ A0.

Then there exist unique points x ∈ A and y ∈ B such that

p(x, T (x)) = p(y,G(y)) = p(x, y) = p(A,B).

If MT (x, y) = p(x, y) in Theorem 3.1, we obtain the following.

Corollary 3.3. Let (X,Γ) be an Hausdorff uniform space and p an E-distance on X. Suppose
(A,B) is a pair of non-empty closed subset of the p-bounded and S-complete space (X,Γ) such
that A0, B0 6= ∅. Let T : A → B, G : B → A and h : A ∪ B → A ∪ B satisfy the following
conditions:

(i) T and G are Geraghty p-proximal contractions.

(ii) h is an isometry.

(iii) The pair (T,G) is a Geraghty p-proximal cyclic contraction.
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(iv) T (A0) ⊆ B0, G(B0) ⊆ A0.

(v) A0 ⊆ h(A0) and B0 ⊆ h(B0).

Then there exist unique points x ∈ A and y ∈ B such that

p(h(x), T (x)) = p(h(y), G(y)) = p(x, y) = p(A,B).

Moreover, for any best proximity point x0 ∈ A0, the sequence (xn)∞n=0 defined by

p(h(xn+1), T (xn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element x.
Similarly, for any best proximity point y0 ∈ B0, the sequence (yn)∞n=0 defined by

p(h(yn+1), G(yn)) = p(A,B), ∀n ≥ 0

converges to the element y.

Remark 3.1. Set Γ = {(x, y) ∈ X2 : d(x, y) < ε} and suppose MT (x, y) = p(x, y), then Theorem
3.1 reduces to the result in [19]. In addition to that, if β(t) = k, k ∈ [0, 1), then we obtain the
result in [4]. Finally, if β(t) = k, A = B, h is the identity mapping and Γ = {(x, y) ∈ X2 :
d(x, y) < ε}, then T has a unique fixed point and Theorem 3.1 reduces to the result in [9].
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[5] Bilgili, N.; Karaṕınar, E. and Sadarangani, K.. A generalization for the best proximity point
of Geraghty-contractions, J. Inequal. Appl., 2013:286, (2013).

[6] Bourbaki, N.. Topologie generale, Chapitre 1: Structures topologiques, Chapitre 2: Structures
uniformes. Quatrieme edition. Actualites Scientifiques et Industrielles, No. 1142. Hermann,
Paris, 1965.

[7] Caballero, J.; Harjani, J. and Sadarangani, K.. A best proximity point theorem for Geraghty-
contractions, Fixed Point Theory Appl., 2012:231, (2012).
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Abstract

In this paper we propose new fractional derivatives which, from the theoretical viewpoint,
improve the Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives. Furthermore, some useful
properties of the new fractional derivatives are presented.

Key words and phrases: Riemann-Liouville fractional derivative; Caputo fractional
derivative; Laplace transform.

Resumen

En este trabajo se proponen nuevas derivadas fraccionarias que, desde el punto de vista
teórico, mejoran las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo. Por otro lado,
se introducen algunas propiedades importantes de estas nuevas derivadas fraccionarias.

Palabras y frases clave: Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville; Derivada frac-
cionaria de Caputo; Transformada de Laplace.

1 Introduction

Fractional calculus (FC) is an extension of ordinary calculus with more than 300 years of his-
tory. The history of the Fractional Calculus goes back to seventeenth century, when in 1695 the
derivative of order α = 1

2 was described by Leibnitz in his letter to L’Hospital (cf. [2]). That
date is regarded as the exact birthday of the fractional calculus. Since then this branch has
been treated by eminent mathematicians, such as Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann,
Laurent, Weyl and Abel. Therefore many definitions of fractional derivative have been proposed
(cf. [1, 3, 7, 10, 11], [13]-[20] and [4, 5, 6, 8, 9, 12]), as follows (just to name a few):

Definition 1.1. The Grunwald and Letnikov fractional derivative is given by the formula

(Dαf)(x) = lim
n→0

(∇αhf)(x)

hα
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where

(∇αhf)(x) =

n∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(x− jh)

with n = [α], where [α] denotes the integer part of a real number α.

Definition 1.2. Suppose α, a, t ∈ R, with α > 0 and t > a. The Riemann-Liouville fractional
integral of order α > 0 is defined by

Iαatf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

where Γ is the gamma function, given by Γ(α) =

∫ ∞
0

e−ssα−1ds.

Definition 1.3. Suppose α, a, t ∈ R, with α > 0 and t > a. The Riemann-Liouville fractional
derivative of order α > 0 is defined by

RLDα
atf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−(1+α)f(s)ds (1)

where n = [α] + 1.

Definition 1.4. Suppose α, a, t ∈ R, with α > 0 and t > a. The Caputo fractional derivative of
order α > 0 is defined by

CDα
atf(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−(1+α)f (n)(s)ds (2)

where n = [α] + 1.

In the present work, we shall introduce new fractional derivatives to improve theoretically the
Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives. The outline of the paper is as follows: in
section 2, new definitions of fractional derivative are introduced. Section 3 presents properties of
new fractional derivatives. Finally, conclusions are summarized in section 4.

2 New fractional derivatives

Our new definitions are motivated by the following reasoning. Integrating (1) and (2) by parts
for n = 1, we have

RLDα
atf(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds

=
1

Γ(1− α)

[
0−αf(t)− α

t∫
a

(t− s)−(α+1)f(s)ds
]

(3)
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and

CDα
atf(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf (1)(s)ds

=
1

Γ(1− α)

[
0−αf(t)− (t− a)−αf(a)− α

t∫
a

(t− s)−(α+1)f(s)ds
]

(4)

respectively. Considering the first term in (3) and (4), we can see that both definitions loose
sense. To avoid this issue, we propose the following definitions:

Definition 2.1. Suppose α, a, t ∈ R, with α > 0 and t > a, then the new fractional derivative
(Asumu fractional derivative in Riemann-Liouville sense) is given as:

ARLDα
atf(t) :=


1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−(1−α)f(s)ds, n− 1 < α < n

dn

dtn
f(t), α = n

Definition 2.2. Suppose α, a, t ∈ R, with α > 0 and t > a, then the new fractional derivative
(Asumu fractional derivative in Caputo sense) is given as:

ACDα
atf(t) :=


1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−(1−α)f (n)(s)ds, n− 1 < α < n

dn

dtn
f(t), α = n

3 Basic properties of new fractional order derivatives

Before we establish the main properties of the new fractional derivatives, we present their Laplace
transform formulas in the following two theorems:

Theorem 3.1. Suppose that n − 1 < α < n and f such that f(0), f ′(0), · · · , f (n−1)(0) exist.
Then

L{ACDα
0tf(t)} =

Γ(n+ α)

sn+α · Γ(n− α)

{
snL{f(t)} −

n−1∑
i=0

sn−i−1f (i)(0)

}
(5)

Proof. From Definition 2.2 we have

L{ACDα
0tf(t)} =

1

Γ(n− α)
· L
{∫ t

a

(t− s)n−(1−α)f (n)(s)ds
}

=
1

Γ(n− α)
· L
{
tn−(1−α) ∗ f (n)(t)

}
=

1

Γ(n− α)
· L
{
tn−(1−α)

}
· L
{
f (n)(t)

}
=

Γ(n+ α)

sn+α · Γ(n− α)
·
{
sn · L

{
f
}
−
n−1∑
i=0

sn−1−i · f (i)(0)
}

as required.
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Theorem 3.2. Suppose that n− 1 < α < n. Then

L{ARLDα
0tf(t)} =

1

Γ(n− α)
·

{
Γ(n+ α)

sα
· L
{
f
}
−
n−1∑
i=0

sn−1−i

· d
i

dti

{∫ t

0

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

}
(0)

}
(6)

Proof. By Definition 2.1 we have that

L{ARLDα
0tf(t)} =

1

Γ(n− α)
· L
{
dn

dtn

∫ t

0

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

}

=
1

Γ(n− α)
·

{
sn · L

{∫ t

0

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

}

−
n−1∑
i=0

sn−1−i · d
i

dti

{∫ t

0

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

}
(0)

}

=
1

Γ(n− α)
·

{
snΓ(n+ α)

sn+α
· L
{
f
}
−
n−1∑
i=0

sn−1−i

· d
i

dti

{∫ t

0

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

}
(0)

}

This completes the proof

The following two theorems permit us to write the new fractional derivatives in other way:

Theorem 3.3. Let n ∈ N, a, α ∈ R such that n−1 < α < n and f(a), f ′(a), · · · , f (n−1)(a) exist.
Then

ACDα
atf(t) = − 1

Γ(n− α)

n−1∑
i=0

(α+ n− 1)!

(α+ n− 1− i)!
(t− a)n−1+α−if (n−1−i)(a)

+
1

Γ(n− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds (7)

Proof. We will use the principle of mathematical induction. Let P (n) be

P (n) ≡AC Dα
atf(t)

= − 1

Γ(n− α)

n−1∑
i=0

(α+ n− 1)!

(α+ n− 1− i)!
(t− a)n−1+α−if (n−1−i)(a)

+
1

Γ(n− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds
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For our base case, we need to show P (1) is true, meaning that

ACDα
atf(t) =

1

Γ(1− α)

[
−

1−1∑
i=0

(α+ 0)!

(α+ 0− i)!
(t− a)0+α−if (0−i)(a)

+

[ 1−1∏
i=0

(i+ α)

] ∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]
,

This is trivial, since

ACDα
atf(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)αf (1)(s)ds

=
1

Γ(1− α)

[
− (t− a)αf(a) + α

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]

=
1

Γ(1− α)

[
−

1−1∑
i=0

(α+ 0)!

(α+ 0− i)!
(t− a)0+α−if (0−i)(a)

+

[ 1−1∏
i=0

(i+ α)

] ∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]
,

For the inductive step, assume that for some n, P (n) holds, so

ACDα
atf(t) =

1

Γ(k − α)

∫ t

a

(t− s)k−(1−α)f (k)(s)ds

=
1

Γ(k − α)

[
−
k−1∑
i=0

(α+ k − 1)!

(α+ k − 1− i)!
(t− a)k−1+α−if (k−1−i)(a)

+

[ k−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]
(8)

We need to show that P (n+ 1) holds, meaning that

ACDα
atf(t) = − 1

Γ(n+ 1− α)

n∑
i=0

(α+ n)!

(α+ n− i)!
(t− a)n+α−if (n−i)(a)

+
1

Γ(n+ 1− α)
·
[ n∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds
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To see this, note that

ACDα
atf(t)

=
1

Γ(k + 1− α)

∫ t

a

(t− s)k+1−(1−α)f (k+1)(s)ds

=
1

Γ(k + 1− α)

[
− (t− a)k+αf (k)(a) + (k + α)

∫ t

a

(t− s)k+α−1f (k)(s)ds
]

=
1

Γ(k + 1− α)

{
− (t− a)k+αf (k)(a) + (k + α)

[
−
k−1∑
i=0

(α+ k − 1)!

(α+ k − 1− i)!
(t

− a)k−1+α−if (k−1−i)(a) +

[ k−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]}

=
1

Γ(k + 1− α)

[
− (t− a)k+αf (k)(a)−

k∑
i=1

(α+ k)!

(α+ k − i)!
(t

− a)k+α−if (k−i)(a) +

[ k∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]

=
1

Γ(k + 1− α)

[
−

k∑
i=0

(α+ k)!

(α+ k − i)!
(t− a)k+α−if (k−i)(a)

+

[ k∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

]
(9)

Thus P (n+ 1) holds when P (n) is true, so P (n) is true for all natural numbers n.

Theorem 3.4. Let n ∈ N, a, α ∈ R such that n− 1 < α < n. Then

ARLDα
atf(t) =

1

Γ(n− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds (10)

Proof. Let P (n) be

P (n) ≡ARL Dα
atf(t) =

1

Γ(n− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds.

We will show, by induction, that P (n) holds for all n ∈ N. We note that

ARLDα
atf(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)αf(s)ds

=
1

Γ(1− α)
· α
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(1− α)

[ 1−1∏
i=0

(i+ α)

] ∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds.
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Thus, P (1) is true. Asume that P (n) is true for some natural number n, i.e.,

ARLDα
atf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

=
1

Γ(n− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

We need to proof that P (n+ 1) is true whenever P (n) is true. We have

ARLDα
atf(t) =

1

Γ(n+ 1− α)

dn+1

dtn+1

∫ t

a

(t− s)n+1−(1−α)f(s)ds

=
1

Γ(n+ 1− α)

dn

dtn

[
d

dt

∫ t

a

(t− s)n+αf(s)ds

]
=

n+ α

Γ(n+ 1− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−(1−α)f(s)ds

=
n+ α

Γ(n+ 1− α)
·
[ n−1∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(n+ 1− α)
·
[ n∏
i=0

(i+ α)

]
·
∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds.

Thus, we get what we want. Hence, by the principle of mathematical induction, P (n) is true for
all natural numbers n.

The following theorem can therefore be established:

Theorem 3.5. Let n ∈ N, a, α ∈ R such that n−1 < α < n and f(a), f ′(a), · · · , f (n−1)(a) exist.
Then, the following relation is obtained

ARLDα
atf(t) =AC Dα

atf(t) +
1

Γ(n− α)

n−1∑
i=0

(α+ n− 1)!

(α+ n− 1− i)!
(t− a)n−1+α−if (n−1−i)(a). (11)

Proof. In terms of (7) and (10), then it follows (11).

The following two theorems characterize the well-posed of the new fractional derivatives:

Theorem 3.6. Let f such that Iαatf(t) exists, then the operator ARLDα
atf(t) is well-defined.

Proof. The proof follows from Theorem 3.4.

Theorem 3.7. Let f such that f(a), f ′(a), · · · , f (n−1)(a) and Iαatf(t) exist, then the operator
ACDα

atf(t) is well-defined.

Proof. The proof follows from Theorem 3.3.
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4 Conclusions

The aim of this paper was to suggest new fractional derivatives to improve theoretically the
Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives. In this sense, one of the derivative is based
upon the Riemann-Liouville viewpoint and the other one on the Caputo approach. Also we have
given some properties of the proposed new fractional derivatives.
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Resumen

El objetivo de este art́ıculo es presentar una demostración original del siguiente teorema:
Existe una extensión genérica del modelo de Solovay L(R) donde hay un orden lineal de
P (N)/fin que extiende al orden parcial (P (N)/fin),≤?). Los órdenes lineales de P (N)/fin
son importantes porque, entre otras razones, permiten construir conjuntos no medibles.
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Abstract

The objective of this article is to present an original proof of the following theorem: There
is a generic extension of the Solovay’s model L(R) where there is a linear order of P (N)/fin
that extends to the partial order (P (N)/fin),≤?). Linear orders of P (N)/fin are important
because, among other reasons, they allow constructing non-measurable sets.

Key words and phrases: linear order on P (N)/fin, partial order on P (N)/fin, Solo-
vay’s model.

1 Introducción

El objetivo de este art́ıculo es presentar una demostración original del siguiente teorema: Exis-
te una extensión genérica del modelo de Solovay L(R) donde hay un orden lineal de P (N)/fin
que extiende al orden parcial (P (N)/fin),≤?). Los órdenes lineales de P (N)/fin son importan-
tes porque, entre otras razones, permiten construir conjuntos no medibles (considerados como
subconjuntos del espacio de Cantor (2ℵ0 , t)), por ejemplo los “ultraflitters”(ver [1]) . En las
definiciones preliminares, la formulación y demostración del teorema, supondremos al lector fa-
miliarizado con la teoŕıa axiomática de conjuntos, espećıficamente con el método de forcing y con
la técnica de constructibilidad relativizada, según los textos [2,3]. Agradezco al profesor Carlos
Di Prisco por algunas sugerencias que me hizo a los fines de demostrar el teorema que se presenta
en este art́ıculo.
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2 Existe una extensión genérica del modelo de Solovay,
L(R)[G], donde hay un orden lineal de P (N)/fin que ex-
tiende al orden parcial (P (N)/fin,≤?)

Para construir al Modelo de Solovay L(R) necesitamos suponer que existen cardinales inaccesibles
y después utilizar dos métodos de construcción de modelos de la teoŕıa de conjuntos: Primero
“Forcing”(espećıficamente, el Colapso de Lévy), y luego “Constructibilidad relativizada”(también
se puede usar en este segundo caso la técnica de los modelos HOD(A), es decir, la clase de todos
los conjuntos hereditariamente definibles con ordinales, con elementos de A, y el propio A).
Veamos la construcción de L(R) en tres pasos:

(I) Las principales propiedades del Colapso de Lévy se presentan mediante el siguiente teorema
de forcing:

Teorema 2.1. Sea κ un cardinal regular y λ > κ un cardinal inaccesible. Entonces existe
un orden parcial (P,<) tal que:

(a) Cualquier α, κ ≤ α < λ, tiene cardinal κ en M [G].

(b) Cualquier cardinal ≤ κ y cualquier cardinal ≥ λ sigue siendo un cardinal en M [G],

En particular M [G] |= λ = κ+.

Una demostración de este teorema puede encontrarse en [2]. El orden parcial (P,<) utili-
zado, que se denota por Col(κ,< λ), es el siguiente:

P son todas las funciones cuyo dominio está contenido en λ× κ tal que:

(i) |dom(p)| < κ,

(ii) p(α, ξ) < α, para todo (α, ξ) ∈ dom(p).

El orden parcial de P es: p < q ↔ p ⊇ q.

(II) Constructibilidad relativizada L(A): Sea A un conjunto cualquiera. Definimos el modelo
L(A) por inducción transfinita sobre los ordinales de la siguiente manera (ver [2]):

(Definiciones previas: Un conjunto X es transitivo si y sólo si para todo z se tiene que
z ∈ X → z ⊆ X. Dado un conjunto B, la clausura transitiva de B es el menor conjunto
(respecto a ⊆) transitivo que contiene a B, y se denotará por Cl(B).)

L0(A) = Cl({A})
Lα+1(A) = {X ⊆ Lα(A) : X es definible con parámetros en la estructura (Lα(A),∈)}

Lλ(A) =
⋃
β∈λ

Lβ(A) , λ ĺımite

L(A) =
⋃

α∈Ord

Lα(A).

Es importante resaltar que la definición presentada de L(A) se puede formalizar en ZFC.
Se cumple que L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene a todos los ordinales y,
además, es el menor modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales y a A.
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(III) Sea M un modelo transitivo de ZFC (M puede ser V , L, o un conjunto numerable). Sean
λ un cardinal inaccesible en M y M [G] la extensión genérica que se obtiene aplicando el
Colapso de Lévy: Col(ℵ0, < λ). Sean R en M [G] y L(R) en M [G]. L(R) es el Modelo de
Solovay, y la manera como se construyó es una de las formas que se utiliza para hacerlo
(hay otras, por ejemplo usando HOD(A) en vez de L(A), como ya se dijo, ver [2]).

Se cumple que L(R) es un modelo de ZF (el Axioma de elección es falso en L(R)), más el
Principio de elecciones dependientes (DC), más todo conjunto de reales es medible Lebesgue
y tiene la propiedad de Baire, más todo subconjunto no numerable de reales contiene un
subconjunto perfecto. Ver [2] para las definiciones y la demostración de este teorema.

Veamos ahora el siguiente resultado sobre L(R) y (P (N)/fin,≤?). Donde P (N)/fin es el
conjunto cociente determinado por la relación de equivalencia en P (N) definida aśı: x ∼ y si y
sólo si x4 y es finito (es decir, x es equivalente a y si ellos son casi iguales). Y ≤? es el siguiente
orden parcial: [A] ≤? [B] si y sólo si A−B es finito (A ⊆? B).

Teorema 2.2. Existe una extensión genérica de L(R), L(R)[G], donde hay un orden lineal de
P (N)/fin que extiende a ≤?.

Demostración. Sea el orden parcial (P (N)/fin,≤?) definido en L(R). Sea el orden parcial (P,≤),
donde P es el conjunto de todos los órdenes lineales finitos que son una extensión de algún orden
parcial finito del orden parcial (P (N)/fin,≤?), es decir, cada elemento K ∈ P es un orden lineal
finito que es una extensión de un orden parcial finito K ′ =≤?� X, donde X es un subconjunto
finito de P (N)/fin (X es el universo de K ′). Vale la pena resaltar que el universo de cada orden
lineal finito que pertenece a P también es un suconjunto finito de P (N)/fin, donde

K1 ≤ K2 ⇐⇒ K1 ⊇ K2.

Sean G ⊆ P un P -genérico sobre L(R) y
⋃
G ∈ L(R)[G]. Se probará que el conjunto de pares⋃

G es un orden lineal de P (N)/fin que extiende a ≤?, es decir, se debe probar que
⋃
G tiene

las propiedades de reflexidad, antisimetŕıa, transitividad y tricotomı́a, y además que extiende a
≤?. (En algunos casos se usarán argumentos de densidad).

(I)
⋃
G cumple con la propiedad de reflexividad: En efecto ([A], [A]) ∈

⋃
G, para toda [A] ∈

P (N)/fin. Pues para cada [A] ∈ P (N)/fin el conjunto S[A],

S[A] = {U ∈ P : ([A], [A]) ∈ U},

pertenece a L(R) y es denso.

Prueba de la densidad: Sea K ∈ P , entonces existe un conjunto finito Z ⊆ P (N)/fin tal
que K es una extensión lineal de ≤?� Z. Hay que probar que existe un Q ≤ K tal que
Q ∈ S[A]. Si [A] ∈ Z, entonces ([A], [A]) ∈ ≤?� Z, porque ≤?� Z es un orden parcial, y por
lo tanto ([A], [A]) ∈ K, pues K es una extensión lineal de ≤?� Z. En este caso el Q buscado
es el mismo K. Si [A] 6∈ Z, entonces consideramos Z ′ = Z ∪{[A]} y W = ≤?� Z ′. Tomemos
K ∪W , el cual es un orden parcial finito con respecto a Z ′. Sea K ′ un orden lineal finito
que es una extensión de K ∪W . Se cumple que K ′ ∈ P , pues K ′ es un orden lineal que
extiende a W = ≤?� Z ′. Como W es un orden parcial, el par ([A], [A]) ∈ W . Por lo tanto
([A], [A]) ∈ K ′. Entonces, como por la construcción de K ′ se cumple que K ′ ⊇ K, es decir,
K ′ ≤ K, se conluye que el Q buscado es K ′. En consecuencia, S[A] es denso. Como S[A] es
denso y G es P -genérico sobre L(R), se infiere que S[A] ∩G 6= ∅, es decir, ([A], [A]) ∈

⋃
G.
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(II)
⋃
G cumple con la propiedad de antisimetŕıa: Sean ([A], [B]) ∈

⋃
G y ([B], [A]) ∈

⋃
G.

Entonces existeK1 ∈ G yK2 ∈ G tal que ([A], [B]) ∈ K1 y ([A], [B]) ∈ K2. En consecuencia,
como G es un filtro, existe un K3 ∈ G tal que K3 ≤ K1 y K3 ≤ K2, es decir, K3 ⊇ K1

y K3 ⊇ K2. Por lo tanto ([A], [B]) ∈ K3 y ([B], [A]) ∈ K3, y como K3 es antisimétrico se
concluye que [A] = [B].

(III)
⋃
G tiene la propiedad de transitividad: Sean ([A], [B]) ∈

⋃
G y ([B], [D]) ∈

⋃
G, entonces

existe K1 ∈ G y K2 ∈ G tal que ([A], [B]) ∈ K1 y ([B], [D]) ∈ K2. En consecuencia, como G
es un filtro, existe un K3 ∈ G tal que K3 ≤ K1 y K3 ≤ K2, es decir, K3 ⊇ K1 y K3 ⊇ K2.
Por lo tanto ([A], [B]) ∈ K3 y ([B], [D]) ∈ K3, y como K3 es transitivo (es un orden lineal)
se concluye que ([A], [D]) ∈ K3. Luego, ([A], [D]) ∈

⋃
G.

(IV)
⋃
G satisface la propiedad de tricotomı́a: Sean [A], [B] ∈ P (N)/fin tal que [A] 6= [B]. Se

debe probar que ([A], [B]) ∈
⋃
G o ([B], [A]) ∈

⋃
G. Sea T el siguiente conjunto,

T = {U ∈ P : ([A], [B]) ∈ U o ([B], [A]) ∈ U}.

Se cumple que, T ∈ L(R). Se probará que T es denso. Sea K ∈ P , entonces existe un
conjunto finito Z ⊆ P (N)/fin tal que K es una extensión lineal de ≤?� Z. Hay que probar
que existe un Q ≤ K tal que Q ∈ T . Si ([A], [B]) ∈ K o ([B], [A]) ∈ K, entonces el Q
buscado es el mismo K. Si ([A], [B]) 6∈ K y ([B], [A]) 6∈ K, entonces pueden ocurrir alguno
de los siguientes tres casos:

Caso 1: ([A] 6∈ Z y [B] ∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪ {[A]} y W = ≤?� Z ′. Sea K ∪W , el cual es un orden parcial finito
con respecto a Z ′. Sea K ′ un orden lineal finito que es una extensión de K∪W . K ′ ∈ P por
razones análogas a las expresadas en la prueba de la propiedad de reflexividad. Como K ′

es un orden lineal, se cumple que ([A], [B]) ∈ K ′ o ([B], [A]) ∈ K ′. En consecuencia K ′ ∈ T
y K ′ ⊇ K, es decir, K ′ es el Q buscado.

Caso 2: ([B] 6∈ Z y [A] ∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪ {[B]} y tomamos W = ≤?� Z ′. Luego aplicamos un razonamiento
análogo al Caso 1 para obtener el Q ∈ T y Q ≤ K buscado.

Caso 3: ([A] 6∈ Z y [B] 6∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪ {[A], [B]} y tomamos W = ≤?� Z ′. Después aplicamos un razona-
miento análogo al Caso 1 para obtener el Q ∈ T y Q ≤ K buscado. Por lo tanto T es denso
y, como G es P -genérico sobre L(R), se infiere que T ∩G 6= ∅. Es decir, ([A], [B]) ∈

⋃
G o

([B], [A]) ∈
⋃
G.

(IV) Veamos ahora que el orden lineal
⋃
G extiende al orden parcial ≤? de P (N)/fin: Sean

[A], [B] ∈ P (N)/fin tal que ([A], [B]) ∈ ≤?. Se debe probar que ([A], [B]) ∈
⋃
G. Sea S el

siguiente conjunto,

S = {U ∈ P : ([A], [B]) ∈ U}.

Se cumple que, S ∈ L(R). Se debe probar que S es denso. Sea K ∈ P , entonces existe un
conjunto finito Z ⊆ P (N)/fin tal que K es una extensión lineal de ≤?� Z. Hay que probar
que existe un Q ≤ K tal que Q ∈ T . Si ([A], [B]) ∈ K, entonces el Q buscado es el mismo
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K. Si ([A], [B]) 6∈ K, entonces como en la prueba de la propiedad de tricotomı́a pueden
ocurrir alguno de los siguientes tres casos:

Caso 1: ([A] 6∈ Z y [B] ∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪{[A]} y tomamos W = ≤?� Z ′. Se cumple que ([A], [B]) ∈W , pues
por hipótesis ([A], [B]) ∈ ≤?. Sea K ∪W , el cual es un orden parcial con respecto a Z ′. Sea
K ′ un orden lineal finito que es una extensión de K ∪W . K ′ ∈ P por razones análogas a
las expresadas en la prueba de la propiedad de reflexividad. Como K ′ es un orden lineal
que extiende a K ∪W se cumple que ([A], [B]) ∈ K ′. En consecuencia K ′ ∈ S y K ′ ⊇ K.
Es decir, K ′ es el Q buscado.

Caso 2: ([B] 6∈ Z y [A] ∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪ {[B]} y tomamos W = ≤?� Z ′. Luego aplicamos un razonamiento
análogo al Caso 1 para obtener el Q ∈ T y Q ≤ K buscado.

Caso 3: ([A] 6∈ Z y [B] 6∈ Z).
Consideramos Z ′ = Z ∪ {[A], [B]} y tomamos W = ≤?� Z ′. Después aplicamos un razona-
miento análogo al Caso 1 para obtener el Q ∈ T y Q ≤ K buscado. Por lo tanto S es denso
y, como G es P -genérico sobre L(R), se infiere que S ∩G 6= ∅, es decir, ([A], [B]) ∈

⋃
G.
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Abstract

In this article, a general study is made about the lungs, their characteristics, their main
function, detailing some aspects of the respiratory process; the main pulmonary diseases are
indicated and how to prevent them. A model is made by means of a system of differential
equations that simulates the blood oxygenation process, a qualitative study is made, and
conclusions are given regarding the functioning in a healthy person; in the critical case of a
zero and a negative eigenvalue, the system is reduced to the quasi-normal form to facilitate
qualitative study.

Key words and phrases: Lung, qualitative study, mathematical model, breathing.

Abstract

En este art́ıculo, se realiza un estudio general sobre los pulmones, sus caracteŕısticas,
su función principal, que detalla algunos aspectos del proceso respiratorio. Se indican las
principales enfermedades pulmonares y cómo prevenirlas. Se elabora un modelo mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales que simula el proceso de oxigenación de la sangre, se
realiza un estudio cualitativo y se dan conclusiones sobre el funcionamiento en una persona
sana; en el caso cŕıtico de un valor propio cero y uno negativo, el sistema se reduce a la
forma casi normal para facilitar el estudio cualitativo.

Palabras y frases clave: Pulmón, estudio cualitativo, modelo matemático, respiración.

1 Introduction

The lungs are spongy and elastic organs formed by millions of air-filled alveoli. It is approximately
25 cm long and 700 g in weight. The right lung is larger in width than the left, as it has three
lobes, one more than the left, but it is shorter in height, because on the right side the liver is
present, causing the diaphragm to be higher. In the left lung there is a cardiac notch.

The lungs are attached to the pericardium through pulmonary ligaments and to the tra-
chea and heart by structures called the hilum, comprising pulmonary vessels, lymphatic vessels,
bronchial vessels, main bronchi and nerves that arrive and leave the lungs. The lungs are covered
by a thin layer, the pleura that consists of a transparent and thin membrane. The inner pleura is
attached to the pulmonary surface, and the outer pleura is attached to the wall of the rib cage.
In the intermediate space of the pleura there is a small space, occupied by a lubricating liquid
secreted by the pleura, this liquid is what holds the two pleuras together, due to surface tension,
causing them to slide during breathing movements (cf. [6, 7]).

The base of each lung rests on the diaphragm, an organ that separates the chest from the
abdomen, present only in mammals, promoting, together with intercostal muscles, respiratory
movements. In the lungs, the bronchi ramify intensely, giving rise to increasingly thin tubes, the
bronchioles. The highly branched set of bronchioles is the bronchial tree or respiratory tree.

In pulmonary breathing, air enters and leaves the lungs due to contraction and relaxation of
the diaphragm. When the diaphragm contracts, it decreases the pressure in the lungs and the air
outside the body enters rich in oxygen; process called inspiration. When the diaphragm relaxes,
the pressure inside the lungs increases and the air that was inside now comes out with carbon
dioxide; process called expiration.

People can stop breathing but no one can stop breathing for more than a few minutes, because
the concentration of carbon dioxide in the blood gets so high that the body can no longer supply
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energy to the cells and the bulb, part of the nervous system that it forms the brain, sends
nerve impulses to the diaphragm and intercostal muscles, so that they contract and breathing is
resumed normally.

The person may suffer from different lung diseases such as, Bronchitis, Tuberculosis, Pul-
monary emphysema, Pneumonia, Asthma, Lung cancer, etc. When inflammation occurs in an
individual’s lungs, more specifically in the alveoli, we call it pneumonia, due to infection caused
by bacteria, viruses, fungi and other infectious agents. Pneumonia can cause death if left un-
treated; these diseases can damage the pulmonary alveoli, decreasing the lung’s ability to perform
its function (cf. [1, 2, 14,16]).

The main purpose of the lungs is to supply our blood with oxygen, which is transported to
the cells of the body. The other respiratory organs have the function of directing the air to the
lungs, it is in them that the conversion of venous blood, blood low in oxygen and rich in carbon
dioxide, into arterial blood, blood rich in oxygen occurs. When we breathe, we start a complex
path, the air enters through the nose, or through the mouth, goes to the trachea following small
tubes, the bronchi. From the bronchi, air is taken to other pulmonary regions; an involuntary
movement that is controlled by the brain controls the entry and exit of air from the lungs.

Respiratory movement is controlled by a nerve center located in the spinal cord; under nor-
mal conditions, this center produces an impulse every 5 seconds, stimulating the contraction of
the thoracic muscles and the diaphragm, where we inhale. However, when the blood becomes
more acid due to the increase in carbon dioxide, the medullary respiratory center induces the
acceleration of respiratory movements.

In the event of a decrease in the concentration of oxygen gas in the blood, the respiratory rate
is also increased; this reduction is detected by chemical receptors located on the walls of the aorta
and the carotid artery; however, when the air enters or leaves the organism through the mouth,
however, the moistening and heating of the air is incomplete without the filtration of particles of
dust, smoke, and even microscopic living beings, such as viruses and bacteria, capable of causing
damage to our health. Some impurities are filtered in different organs of the respiratory system,
but others are able to pass to the lungs, causing diseases.

Human beings have neurons in the bulb region that guarantee the regulation of breathing.
The bulb perceives changes in the pH of the surrounding tissue liquid and triggers responses that
guarantee changes in the respiratory rhythm. When carbon dioxide levels rise in the blood and
cerebrospinal fluid, a drop in pH occurs. This happens due to the fact that the carbon dioxide
present in these places can react with water and trigger the formation of carbonic acid.

The bulb then notices these changes, signals are sent to the intercostal muscles and diaphragm
to increase the intensity and rate of breathing. When the pH returns to normal, there is a
reduction in respiratory rate and intensity. It is worth noting that changes in the level of oxygen
in the blood trigger few effects on the bulb. However, when the levels are very low, the breathing
rate increases (cf. [3]).

Several works, books and articles related to processes in human life are known in which real
problems are simulated by means of differential equations and systems of equations with the aim
of being able to give conclusions about the processes, among others [5, 10, 12]. In cite 8 the
authors simulate the process of polymer formation in the blood using autonomous systems of
third and fourth order differential equations, giving conclusions about the formation of polymers
and domains.

In [10] different problems of real life are treated by means of equations and systems of differ-
ential equations, all of them only in the autonomous case; where examples are further developed,
and problems and exercises are placed so that they can be developed by the reader. The authors
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of [12] indicate a set of articles forming a collection of several problems that are modeled in dif-
ferent ways, but in general the qualitative and analytical theory of differential equations is used
in both autonomous and non-autonomous cases.

A compartment system essentially consists of a finite number of interconnected subsystems,
called compartments, which exchange between and with the environment, amount of concen-
tration of materials or substances, each compartment is defined by its physical properties; in
particular, the dynamics of a drug in the human body were treated; not all drugs have the same
route, but in the ingestible case in [8], sufficient conditions are given for their elimination; the
case of an inhalable drug is treated in [9] and injectable in [17], in all cases after the qualitative
study of the system used in the modeling the future situation of the process is predicted.

Insulin is a hormone produced by the pancreas; its function is to act in the reduction of
glycemia (blood glucose rate). It is responsible for the absorption of glucose by cells; when
insulin-glucose dynamics are not natural in the human body, diabetes can be produced, this
dynamics in both a normal and diabetic person is modeled in [4] and [13]. The case of tissue
replacement is simulated in [11], the case of diabetic foot is treated.

Studies carried out in [13] have allowed the development of a mathematical model for the
transmission of infectious diseases; this dynamic of contagion is modeled by means of sexual
activity and, here, the concept of individuals susceptible to contagion with the disease is used.

The authors in [15], developed a mathematical model on the transmission of blennorrhagia,
where they study exhaustively the behavior of the trajectories of the system that simulates the
process in a neighborhood of the equilibrium points, offering conclusions regarding the future of
the disease; giving a method for the identification of the coefficients, where there is a series of
data corresponding to a given population.

2 Model formulation

In order to simulate the process of blood oxygenation through the lungs, it is necessary to take into
account some basic principles regarding this process, firstly that the lungs do not provide more
oxygen than our body needs, so in their variation will increase proportionally to the concentration
of carbon dioxide and decrease proportionally to its own concentration; but in the variation of
carbon dioxide, it is added proportionally to its concentration and decreased proportionally to
the concentration of oxygen.

In order to formulate the model using a system of differentiable equations, the following
variables will be introduced:
x̃1 is the total concentration of oxygen in the lungs at the moment t.
x̃2 is is the total concentration of carbon dioxide in the lungs at the moment t.
In addition, x̄1 and x̄2 the optimal values of oxygen and carbon dioxide in the lungs respectively.

Here the variables will be introduced x1 and x2 defined as follows:
x1 = x̃1 − x̄1 and x2 = x̃2 − x̄2 so if x̄1 → 0 and x̄2 → 0 the following conditions would be met
x̃1 → x̄1 and x̃2 → x̄2, which would constitute the main objective of this work. So, the model
will be given by the following system of equations{

x′1 = −a1x1 + a2x2 +X1(x1, x2)

x′2 = −a3x1 + a4x2 +X2(x1, x2)
(1)

Where the series Xi(x1, x2), i = 1, 2 are disturbances of the system and have the following
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expressions:

Xi(x1, x2) =
∑
|p|≥2

X
(p)
i x

(p1)
1 x

(p2)
2 , |p| = p1 + p2, (i = 1, 2).

The characteristic equation of the matrix of the linear part of the system (1) has the following
form,

Det

(
−a1 − λ a2
−a3 a4 − λ

)
= 0

This expression is equivalent to,

λ2 + (a1 − a4)λ+ a2a3 − a1a4 = 0 (2)

In this case, applying the first approximation method, the following result is obtained.

Teorem 2.1. The null solution of the system (1) is asymptotically stable if and only if the
following conditions are met: a1 > a4 and a2a3 > a1a4, otherwise, it is unstable.

The proof is a direct consequence of the conditions of the Hurwitz theorem, because in this
case the main minors of the Hurwitz matrix are positive.

In this model it is absolutely possible the case where a2a3 = a1a4 and a1 > a4; this causes
the matrix of the linear part of the system (1) to have a zero eigenvalue and a negative one; this
constitutes a critical case, that is to say a case that cannot be solved by applying the method
of first approximation. In that case, by means of a non-degenerate transformation X = SY , the
system (1) can be transformed into the system,{

y′1 = Y1(y1, y2)

y′2 = λy2 + Y2(y1, y2)
(3)

Where λ = −(a1 + a2) < 0, as the system (3) constitutes a critical case, for which the first
approximation method cannot be applied, in this case the second Lyapunov method will be
applied once this system is reduced to the quasi-normal form.

Teorem 2.2. The exchange of variables{
y1 = z1 + h1(z1) + h0(z1, z2)

y2 = z2 + h2(z1)
(4)

transforms the system (3) into a quasi-normal form,{
z′1 = Z1(z1)

z′2 = λz2 + Z2(z1, z2)
(5)

Where h0(z1, z2) and Z2(z1, z2) cancel each other out z2 = 0.

Proof. Deriving the transformation (4) along the trajectories of the systems (3) and (5) the
system of equations is obtained,

p2λh
0(z1, z2) = Y1(z1, z2)− dh1

dz1
Z1(z1)− ∂h0

∂z1
Z1(z1)

∂h0

∂z2
Z2(z1, z2)

λh2(z1) + Z2(z1, z2) = Y2(z1, z2)− dh2
dz1

Z1(z1)
(6)
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To determine the series that intervene in the systems and the transformation, we will separate
the coefficients from the powers of degree p = (p1, p2) in the following two cases:
Case I) Making in the system (6) z2 = 0, is to say for the vector p = (p1, 0) results the system.

Z1(z1) = Y1(z1 + h1(z1), h2(z1))− dh1
dz1

Z1(z1)

λh2(z1) = Y2(z1 + h1(z1), h2(z1))− dh2
dz1

Z1(z1)
(7)

The system (7) allows determining the series coefficients, Z1(z1), h1(z1) and h2(z1), where for
being the resonant case h1(z1) = 0, and the remaining series are determined in a unique way.
Case II) For the case when z2 6= 0 of the system (6) it follows that,p2λh0 = Y1(z1, z2 + h2(z1))− ∂h0

∂z1
Z1(z1)− ∂h0

∂z2
Z2(z1, z2)

Y2(z1 + h1(z1), z2 + h2(z1)) = Z2(z1, z2)
(8)

Because the system series (5) are known expressions, the system (8) allows you to calculate the
series h0(z1, z2) and Z2(z1, z2). This proves the existence of variable exchange. In system (5) the
function Z1(z1) admits the following development in power series:

Z1(z1) = αzs1 + . . .

Where α is the first non-zero coefficient and s is the corresponding power.

Teorem 2.3. If α < 0 and s is odd, so the trajectories of the system (5) are asymptotically
stable, otherwise they are unstable.

Proof. Consider the Lyapunov function defined positive,

V (z1, z2) =
1

2
(z21 + z22)

The function V (z1, z2) is such that its derivative along the trajectories of the system (5) has the
following expression,

αzs+1
1 + λz22 +R(z1, z2)

It can be seen that the derivative V (z1, z2) is defined as negative, because with respect to z1 in
function R(z1, z2) you only have terms of a degree greater than s + 1, however with respect z2
the terms in this function are of a greater degree to the second. This coupled with that V (z1, z2)
is positive and guarantees the asymptotic stability of the null solution of the system (5).
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Resumen

Los ultrafiltros son objetos matemáticos muy importantes en la investigación matemáti-
ca [6, 22, 23]. Existen una gran variedad de teoremas clásicos en diversas ramas de la ma-
temática donde se aplican ultrafiltros en su demostración, y otros teoremas clásicos que
tratan directamente sobre ultrafiltros. El objetivo de este art́ıculo es contribuir (de una
manera divulgativa) con la investigación sobre ultrafiltros describiendo las demostraciones
de algunos de tales teoremas relacionados (de manera única o combinada) con topoloǵıa,
teoŕıa de la medida, álgebra, combinaria infinita, teoŕıa de conjuntos y lógica de primer or-
den, formulando además algunos problemas abiertos actuales de la teoŕıa de conjuntos que
se refieren a ultrafiltros no principales sobre N, al Modelo de Mathias y al Modelo de Solovay.

Palabras y frases clave: ultrafiltros, aplicaciones de ultrafiltros, ultrafiltros no princi-
pales sobre N.

Abstract

Ultrafilters are very important mathematical objects in mathematical research [6, 22, 23].
There are a wide variety of classical theorems in various branches of mathematics where ul-
trafilters are applied in their proof, and other classical theorems that deal directly with
ultrafilters. The objective of this article is to contribute (in a divulgative way) to ultrafilter
research by describing the demonstrations of some such theorems related (uniquely or in
combination) to topology, measurement theory, algebra, combinatorial infinite, set theory
and first-order logic, also formulating some updated open problems of set theory that refer
to non-main ultrafilters on N, the Mathias’s model and the Solovay’s model.

Key words and phrases: ultrafilters, ultrafilter applications, nonprincipal ultrafilter
on N.

1 Introducción

Los ultrafiltros son objetos matemáticos muy importantes en la investigación matemática [6, 22,
23]. Existen una gran variedad de teoremas clásicos en diversas ramas de la matemática donde se
aplican ultrafiltros en su demostración, y otros teoremas clásicos que tratan directamente sobre
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ultrafiltros. El objetivo de este art́ıculo es contribuir (de una manera divulgativa) con la investiga-
ción sobre ultrafiltros describiendo las demostraciones de algunos de tales teoremas relacionados
(de manera única o combinada) con topoloǵıa, teoŕıa de la medida, álgebra, combinaria infinita,
teoŕıa de conjuntos y lógica de primer orden, formulando además algunos problemas abiertos
actuales de la teoŕıa de conjuntos que se refieren a ultrafiltros no principales sobre N, al Modelo
de Mathias y al Modelo de Solovay.

Según [6, p. V] un ultrafiltro es una asignación de valor de verdad a la familia de subconjuntos
de un conjunto, y también es un método de convergencia infinita. De la primera manera de verlo
(lógica) surge su conección con la lógica binaria y con la teoŕıa de modelos, y de la segunda
manera de verlo surge su conección con la topoloǵıa y la teoŕıa de conjuntos. Ambas maneras de
considerarlo implican (por ejemplo) la propiedad de compacidad, en el primer caso la propiedad
de compacidad de la lógica de primer orden (Un conjunto de sentencias Σ tiene un modelo si, y
solo si, cada subconjunto finito de Σ tiene un modelo) usando ultraproductos y el Teorema de Loś
(ver [6, 5]), y en el segundo caso el Teorema de Tijonoj de la topoloǵıa (El producto de espacios
topológicos compactos es un espacio compacto con la topoloǵıa producto, ver [6, 21]).

La definición de “Filtro” se debe a H. Cartan (ver [22]). Cartan fue quien primero los es-
tudió hacia 1937-1940 (ver [3, 4]) y con tales entidades desarrolló completamente el tema de
la convergencia en Bourbaki (ver [2]). Más recientemente los ultrafiltros han sido estudiados
exhaustivamente por W. Confort y S. Negropontis (ver [6]), entre otros.

El orden expositivo del art́ıculo es el siguente: En la primera sección se expondrán los conceptos
de Filtros y Ultrafiltros, el Lema de Zorn y el Teorema del Ultrafiltro (siguiendo, entre otros,
los textos [10, 20, 19]. Es importante destacar que al final de esta primera sección también se
describirá una conexión de los ultrafiltros no principales y κ-completos con los cardinales grandes,
espećıficamente con los cardinales medibles. En la segunda sección (“Ultrafiltros y Topoloǵıa”) se
presentará una caracterización de la propiedad de compacidad de un espacio topológico cualquiera
usando ultrafiltros, siguiendo el texto [12]. En la tercera sección (“Ultrafiltros y Teoŕıa de la
medida”) se expondrá la demostración de un teorema que afirma que los ultrafiltros no principales
sobre N no son medibles (considerados como subconjuntos del espacio de Cantor (2ℵ0 , t)), tal
demostración se realizará siguiendo, entre otros, los textos [1, 11] y la página web [30]. En la
cuarta sección (“Ultrafiltros y Combinatoria infinita”) se realizará una demostración del Teorema
de Ramsey (infinito), siguiendo ideas del texto [5], tal demostración usa ultrafiltros no principales
sobre N (vale la pena resaltar que existen demostraciones del Teorema de Ramsey que no usan
ultrafiltros). En la quinta sección (“Ultrafiltros, Lógica, Álgebra y Topoloǵıa”) se presentará una
demostración de que el teorema de compacidad para un lenguaje L de primer orden es equivalente
a la compacidad del espacio de Stone correspondiente al álgebra de Lindenbaum de la lógica de
primer orden, siguiendo, entre otros, la web [31] y los textos [5, 19, 24, 26] (El universo del espacio
de Stone es un conjunto de ultrafiltros). En la sexta sección (“Ultrafiltros, Álgebra, Combinatoria
infinita y Lógica”) se expondrán las demostraciones de dos teoremas:

(1) El Teorema de Ramsey Finito, siguiendo las sugerencias del texto [21], tal teorema es un
corolario del Teorema de Ramsey infinito, y por lo tanto se usan ultrafiltros no principales
sobre N en su demostración (también se usa en su prueba el Teorema de Compacidad de la
Lógica de primer orden), y

(2) la equivalencia entre cuatro versiones débiles (estrictamente) del Axioma de elección: El
Teorema del Ideal Primo, el Teorema del Ultrafiltro, el Principio de Consistencia y el Teo-
rema de Compacidad de la lógica de primer orden. Y en la séptima y última sección se
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presentarán algunos problemas abiertos sobre los ultrafiltros no principales sobre N, el Mo-
delo de Mathias y el Modelo de Solovay (L(R)), dos modelos de ZF donde no vale el
Teorema del Ultrafiltro. Tales problemas abiertos se pueden encontrar de manera impĺıcita
en los art́ıculos [9, p. 468] y [8, p. 21] de Di Prisco y Henle.

Finalizo esta introducción agradeciendo al profesor Carlos Di Prisco por el apoyo que me ha
brindado en mi investigación sobre ultrafiltros, una parte de dicha investigación esta presentada
en este art́ıculo.

2 Filtros, Ultrafiltros, Lema de Zorn, Teorema del Ultra-
filtro

Definición 2.1. • Un filtro sobre un conjunto no vaćıo S es una colección F de subconjuntos
de S tal que:

(i) S ∈ F y ∅ 6∈ F .

(ii) Si X ∈ F y Y ∈ F , entonces X ∩ Y ∈ F .

(iii) Si X ∈ F y X ⊆ Y , entonces Y ∈ F .

• Sea F un filtro sobre un conjunto S. F es un ultrafiltro si para cualquier X ⊆ S se cumple
que:

X ∈ F ↔ S −X 6∈ F .

• Sea F un ultrafiltro sobre un conjunto S. F es no principal si, y solo si, ∀i ∈ S, {i} 6∈ F .

Ejemplos de filtros (ver [20, 5]):

(1) Filtro trivial: F = {S}.

(2) Para cada B ⊆ S, B 6= ∅, el filtro FB = {Z ⊆ S : B ⊆ Z} se llama filtro principal generado
por B. Para B = {a} ⊆ S, FB se escribe Fa, Fa = {Z ⊆ S : a ∈ Z}. Notar que Fa es un
ultrafiltro principal.

(3) Sea S un conjunto infinito, el filtro F = {X ∈ P (S) :| S − X |< ℵ0} se llama filtro de
Fréchet. Notar que el filtro de Fréchet no es principal.

Dado cualquier conjunto infinito S siempre se puede construir un filtro no principal sobre S,
que extiende al filtro de Fréchet sobre S usando la propiedad de intersección finita, tal como lo
afirma el teorema que viene a continuación (Teorema 2.2(3)). Ya se demostró anteriormente que
existen ultrafiltros principales, mediante un ejemplo, Fa. Pero, ¿Existen ultrafiltros no principa-
les?. La existencia de tales entidades matemáticas sólo se puede garantizar usando el Lema de
Zorn, no hay otra manera [20, p. 75]. A continuación se presentará (después del Teorema 2.2) el
Teorema del Ultrafiltro, el cual permitirá contar con tales entidades (ultrafiltros no princiales) las
cuales son fundamentales para la investigación matemática como se ejemplificará en este art́ıculo.
El teorema del Ultrafiltro se prueba a partir del Lema de Zorn, lema que se formulará también
en este trabajo.

Una familia G de conjuntos tiene la propiedad de intersección finita si para cualquier conjunto
finito H = {X1, . . . , Xn} ⊆ G se cumple que H1 ∩ . . . ∩Hn 6= ∅.
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Teorema 2.2. 1. Si ∆ es una familia de filtros sobre S, entonces
⋂

∆ es un filtro sobre S.

2. Si Ω es una ⊆-cadena de filtros sobre S (es decir, ∀X,Y ∈ Ω, X ⊆ Y o Y ⊆ X), entonces⋃
Ω es un filtro sobre S.

3. Si G ⊆ P (S) tiene la propiedad de intersección finita, entonces existe un filtro F tal F ⊇ G
(F = {X ⊆ S : ∃Z1, . . . , Zn ∈ G, Z1 ∩ . . . ∩ Zn ⊆ X}).

Una prueba de este resultado puede encontrarse (entre otros) en [20, p.74] y [5, p. 212].

Teorema 2.3 (Teorema del Ultrafiltro (Tarski, 1930)). Todo filtro se puede extender a un ultra-
filtro.

Como ya se dijo antes la demostración del Teorema del Ultrafiltro requiere del Lema de
Zorn, una versión de dicha prueba puede encontrarse (entre otros) en [20, p. 75] y [5, p. 214]. A
continuación se enuncia el Lema de Zorn después de presentar unas definiciones previas:

Definición 2.4. Sea A un conjunto y R una relación binaria en A (es decir, R ⊆ A×A)

1. R es reflexiva si, y solo si, ∀x ∈ A se tiene que (xRx).

2. R es simétrica si, y solo si, ∀x, y ∈ A se se cumple que xRy → yRx.

3. R es transitiva si, y solo si, ∀x, y, z ∈ A se cumple la siguiente implicación (xRy ∧ yRz)→
xRz.

4. R es antisimétrica si, y solo si, ∀x, y ∈ A se cumple que (xRy ∧ yRx)→ x = y.

5. R es una relación de equivalencia si R es una relación reflexiva, simétria y transitiva.

Definición 2.5. 1. Un orden parcial es un par (P,≤) donde P es un conjunto no vaćıo y “≤”
es una relación en P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

2. Dado un orden parcial (P,≤) se dice p < q ↔ (p ≤ q ∧ p 6= q).

3. Sean (P,R) un orden parcial y D ⊆ P . x ∈ P es un elemento minimal (máximal) de D si
x ∈ D y no existe ningún z ∈ D tal que z 6= x y zRx (xRz). x es una cota inferior (superior)
de D si ∀z ∈ D se tiene que xRz ∨ z = x (zRx∨ z = x). x es un ı́nfimo (supremo) de D si
x es cota inferior (superior) de D y, para todo z ∈ P , si z es una cota inferior (superior) de
D, entonces zRx ∨ z = x (xRz ∨ z = x). x es un menor (mayor) elemento de D si x ∈ D y
∀z ∈ D se tiene que xRz ∨ z = x (zRx ∨ z = x).

4. Sea (P,R) un orden parcial. (P,R) es un orden lineal (o total) si la relación R satisface la
propiedad de tricotomı́a: ∀x, y ∈ P se tiene que xRy ∨ yRx ∨ x = y.

5. Sea (P,R) un orden parcial. (P,R) es un buen orden si para todo X ⊆ P se cumple que:
Si X 6= ∅, entonces X tiene un menor elemento. (Notar que todo conjunto bien ordenado
es un conjunto linialmente ordenado). Un orden parcial o orden total o buen orden (P,≤)
a veces se denotará por P .

Teorema 2.6 (Lema de Zorn). Sea (K,S) un conjunto parcialmente ordenado tal que cada
X ⊆ K totalmente ordenado tiene una cota superior en K. Entonces K tiene un elemento
máximal.
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Es conocido que el Lema de Zorn es equivalente al Axioma de elección. Donde el Axioma de
elección es la siguiente sentencia: Todo conjunto tiene una función selectora. (Dado un conjunto
Z se dice que la función f es una función de elección - o una función selectora - para Z si
el Dom(f) = Z − {∅} y para todo W ∈ Dom(f), se tiene que f(W ) ∈ W ). Una prueba de
la equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [10, p. 83-85] y [13, p. 151-153]. También es
conocido que el Lema de Zorn es equivalente al Principio del Buen Orden (Todo conjunto se
puede bien ordenar). Una prueba de tal equivalencia puede encontrarse (entre otros) en [10, p.
82-85] y [13, p. 151-153, 196-197].

Volviendo a los filtros, otro ejemplo de filtro que no es ultrafiltro es el siguiente que se define
después de presentar algunos conceptos previos (ver [10, 19]. Dicho filtro será importante en este
art́ıculo pues nos permitirá conectar ultrafiltros con los cardinales grandes, espećıficamente con
los cardinales medibles:

Un número ordinal es un conjunto transitivo (x es transitivo si, y solo si, ∀z se cumple
z ∈ x → z ⊆ x) estrictamente bien ordenado por la relación de pertenencia (∈). Cada número
ordinal se puede considerar intuitivamente como el “tipo de orden” de un conjunto bien ordenado,
pues todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un único número ordinal. Un número ordinal
es ĺımite si no es sucesor de ningún otro ordinal. Un número cardinal es un número ordinal
que no es equipotente a ninguno de sus elementos. Los números cardinales se pueden considerar
intuitivamente como los números que miden la cantidad de elementos de un conjunto (finito o
infinito).

Sea α un ordinal ĺımite. Decimos que β < α es cofinal con α si existe una función creciente
f : β −→ α tal que para todo ξ < α, existe un δ < β tal f(δ) ≥ ξ (es decir, la imagen de f es
no acotada en α). Dado α, la cofinalidad de α, cof(α), es el menor ordinal cofinal con α. Con
respecto a la cofinalidad se cumple lo siguiente: cof(α) es el menor cardinal β tal que existe una
partición de α en β pedazos cada uno de los cuales tiene cardinalidad estrictamente menor que
α. Un cardinal infinito κ es regular si es igual a su cofinalidad. Decimos que es singular en caso
contrario (cof(α) < α). Un cardinal κ es un cardinal ĺımite fuerte si para todo cardinal θ < κ se
tiene que 2θ < κ. Un cardinal κ > ℵ0 es inaccesible si es regular y ĺımite fuerte (Notar que si se
quita la condición de que κ > ℵ0 se tiene que ℵ0 es un cardinal inaccesible).

Sea α un cadinal infinito. Un filtro D sobre I se llama α-completo si, y solo si,: X ⊆ D y
| X |< α implica

⋂
X ∈ D.

Sea κ > ω un cardinal regular. Se dice que un subconjunto C ⊆ κ es no acotado (en κ) si para
todo α < κ existe un β ∈ C tal que β ≥ α. Se dice que un subconjunto C ⊆ κ es cerrado si toda
sucesión 〈α0 < α1 < . . . < αξ < . . .〉 (ξ < δ) de elementos de C, si δ < κ, entonces el supremo
de la sucesión,

⋃
{αξ | ξ < δ}, también pertenece a C. Un subconjunto C ⊆ κ es cerrado y no

acotado (CNA) en κ si es a la vez cerrado y no acotado en κ. Un conjunto S ⊆ κ es estacionario
si S ∩ C 6= ∅ para todo CNA C ⊆ κ.

Consideremos el cardinal regular ℵ1. Dos ejemplos de conjuntos cerrados y no acotados en ℵ1
son: ℵ1 (trivialmente) y A = {α ∈ ℵ1 : α es ĺımite}. Y tres ejemplos de conjuntos estacionarios
(en ℵ1) es ℵ1 (trivialmente), todo conjunto C ⊆ ℵ1 que sea CNA, pues los conjuntos CNA forman
una familia cerrada bajo intersecciones finitas (ver [10]), y Eℵ1ω = {α < ℵ1 : cof(α) = ω} (ver
[20]).

Sea κ un cardinal regular no numerable. La colección de todos los subconjuntos cerrados y no
acotados de κ tiene la propiedad de intersección finita, y el filtro generado por dicha colección se
puede expresar de la siguiente forma:

{A ⊆ κ : A contiene un subconjunto cerrado no acotado de κ}.
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Tal filtro es no principal y es κ-completo. La demostración de que es κ-completo se encuentra en
[[20], p. 57]. Se cumple que dicho filtro no es un ultrafiltro, pues existe un subconjunto estacionario
de κ cuyo complemento es estacionario, una demostración de tal hecho puede encontrarse en [19, p.
59]. Pregunta: ¿cuándo aplicamos el Teorema del ultrafiltro a tal filtro y obtenemos un ultrafiltro
que lo contiene, tal ultrafiltro es también no principal y κ-completo?. Si volvemos al Teorema del
Ultrafiltro podemos ver que el mismo permite inferir que existen ultrafiltros no principales sobre
ω que son ω-completo (por ejemplo, el ultrafiltro que se obtiene a partir del filtro de Fréchet
sobre ω es no principal y ω-completo), al tratar de generalizar esta propiedad a cardinales no
numerables (que es el sentido de la pregunta anterior) llegamos al concepto de cardinal medible
(ver [10, p. 128]):

Un cardinal α > ℵ0 se dice que es medible si, y solo si, existe un ultrafiltro no principal
y α-completo sobre α (Notar que si se quita la condición de que κ > ℵ0 se tiene que
ℵ0 es un cardinal medible).

Se cumple que los cardinales medibles κ son cardinales inaccesibles, y además que existen
κ cardinales inaccesibles menores que κ. También se cumple que si existen cardinales medibles,
entonces el Axioma de constructibilidad (V = L) es falso. Una prueba de ambos resultados puede
encontrarse en [5], entre otros.

3 Ultrafiltros y Topoloǵıa

En esta sección presentaremos una caracterización de la propiedad de compacidad de un espacio
topológico cualquiera usando ultrafiltros.

Definición 3.1. 1. Un espacio topológico es un par (X, T ) donde X es un conjunto no vaćıo,
T ⊆ P(X ) y se cumple:

(i) X ∈ T , ∅ ∈ T
(ii) Si O1 ∈ T y O2 ∈ T , entonces, O1 ∩O2 ∈ T

(iii) Si Z = {Z ⊆ X : Z ∈ T }, entonces
⋃
Z∈Z

Z ∈ T .

Se dice que T es una topoloǵıa para X. Los elementos de T se llaman abiertos. Y ⊆ X
es cerrado si, y solo si, X − Y es abierto. Sea W ⊆ X. El interior de W, W ◦, es el mayor
subconjunto abierto de X que esta contenido en W . La clausura de W , W , es el menor
subconjunto cerrado de X que contiene a W . W es denso en X si W = X. X es separable
si tiene un subconjunto denso numerable.

2. Sea (X, T ) un espacio topológico. Sean V ⊆ X y x ∈ X. V es una vecindad de x si, y solo
si, existe un conjunto abierto G tal que G ⊆ V y x ∈ G.

3. Una familia de conjuntos R es un cubrimiento de un conjunto B si, y solo si, B ⊆
⋃
A∈R

A. La

familiaR es un cubrimiento abierto de B si, y solo si, los miembros deR son todos conjuntos
abiertos. Un subcubrimiento de R es una subfamilia de R que también es cubrimiento. Un
espacio topológico (X, T ) es compacto si, y solo si, todo cubrimiento abierto de X admite
un subcubrimiento finito.
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Definición 3.2. Un filtro F ⊆ P (X) converge si, y solo si, existe un x ∈ X tal que toda vecindad
de x, V (x), pertenece a F .

Teorema 3.3. Sea (X, T ) un espacio topológico. (X, T ) es compacto si, y solo si, cualquier
ultrafiltro sobre X converge.

Demostración. (ver [12])

(⇒): (Por reducción al absurdo). Supongamos que existe un ultrafiltro F ⊆ P (X) que no
converge. Entonces para todo x ∈ X existe una vecindad de x, V (x), tal que V (x) 6∈ F . Para
cada x ∈ X, sea V ′(x) ⊆ V (x) un abierto que contiene a x. Es claro que por ser F un filtro,
V ′(x) 6∈ F , para cada x ∈ X. Los abiertos V ′(x) constituyen un cubrimiento abierto de X, es

decir, X ⊆
⋃
x∈X

V ′(x). Por lo tanto, como (X, T ) es compacto, existe un subcubrimieto finito de

X, es decir, existen {V ′(x1), . . . , V ′(xn)} ⊆ {V ′(x) : x ∈ X} tal que X ⊆
n⋃
i=1

V ′(xi). Como F es

un ultrafiltro los complementos X−V ′(xi) ∈ F , para todo i = 1, ..., n. Dado que F es un filtro la
intersección finita de tales conjuntos pertenece al mismo, es decir, [X−V ′(x1)∩. . .∩X−V ′(xn)] ∈

F . Como X ⊆
n⋃
i=1

V ′(xi), se tiene que [X − V ′(x1)∩ . . .∩X − V ′(xn)] = ∅, y por lo tanto ∅ ∈ F ,

esto contradice que F es un filtro. En conclusión, cualquier ultrafiltro sobre X converge.

(⇐): (Por reducción al absurdo). Supongamos que X tiene un cubrimiento abierto, X ⊆⋃
i∈I

Ai, que no admite subcubrimiento finito. Entonces consideramos el conjunto F de todos los

complementos de uniones finitas de tales abiertos Ai, es decir,

F = {X − (A0 ∪ . . . ∪An) : {A0, . . . , An} ⊆ {Ai}i∈I}.

Como F tiene la propiedad de intersección finita, se tiene, por el ı́tem 3. del Teorema 2.2, que
existe un filtro sobre X generado por F , sea F dicho filtro. Luego, por el Teorema del Ultrafiltro
se tiene que existe un ultrafiltro sobre X que contiene a F , sea F∗ dicho ultrafiltro. Para cada

x ∈ X existe un abierto Ai tal que x ∈ Ai, pues X ⊆
⋃
i∈I

Ai. Por otro lado, se cumple (por

la definición de F ) que X − Ai ∈ F∗, para todo i ∈ I. Como F∗ es un ultrafiltro se tiene que
Ai 6∈ F∗, para todo i ∈ I. En consecuencia, para cada x ∈ X, F∗ no converge a x, es decir, F∗
no converge. Esto contradice la hipótesis, en conclusión (X, T ) es compacto.

4 Ultrafiltros y Teoŕıa de la medida

En esta sección presentaremos una demostración de que los ultrafiltros no principales sobre N no
son medibles, considerados como subconjuntos del espacio de Cantor. Donde el espacio (topológi-
co) de Cantor es el par (2ℵ0 , t) con t la topoloǵıa generada por los abiertos básicos de la forma:
Vs = {f ∈ 2ℵ0 : s(i) = f(i),∀i ∈ Dom(s)}, donde s es una sucesión finita de ceros y unos.

Para poder realizar nuestra demostración es necesario tener en cuenta que:

1. Se puede dotar al espacio de Cantor con una medida µ tal que µ(2ℵ0) =1, es decir, µ es
una medida de probabilidad, µ se llama la medida producto en 2N, (ver [11, p. 119-120]).
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2. Un conjunto X ⊆ 2N es final (también se denomina conjunto cola o conjunto cerrado bajo
conjuntos finitos) si para todo z ∈ X y w ∈ 2N se cumple que si {n ∈ N : z(n) 6= w(n)} es
finito, entonces w ∈ X.

Además es necesario el siguiente lema:

Lema 4.1. [Ley 0-1] Sea X ⊆ 2N un conjunto final µ-medible, entonces µ(X) = 0 o µ(X) = 1.

Teorema 4.2. Los ultrafiltros no principales sobre N no son medibles (considerados como sub-
conjuntos del espacio de Cantor (2ℵ0 , t)).

Demostración. Sea U un ultrafiltro no principal sobre N. U es un subconjunto de P (N) que
se puede ver como un subconjunto del espacio de Cantor 2ℵ0 identificando los subconjuntos
de N que lo conforman con sus funciones caracteŕısticas. Dotemos al espacio de Cantor con la
medida producto µ, eśta se puede definir en varias etapas de la siguiente manera: En los abiertos

básicos del espacio de Cantor se define µ(Vs) =
1

2Longitud(s)
, es decir, µ(Vs) está estrechamente

relacionado con la longitud de s. Ejemplos:

µ(V〈0〉) =
1

2
, µ(V〈1〉) =

1

2
, µ(V〈0,1〉) =

1

4
, µ(V〈1,0〉) =

1

4
, µ(V〈1,0,1〉) =

1

8
, µ(V〈0,0,0〉) =

1

8
, etc.

Esa medida se puede extender a todo conjunto abierto, pues todo conjunto abierto Z se puede
expresar como la unión de vecindades básicas disjuntas dos a dos, µ(Z) es la suma infinita de
la medida de las vecindades básicas. Luego, se extiende µ a P (2ℵ0) con una medida exterior

µ? : P (2ℵ0) −→ R+
, donde R+

= {x ∈ R : x ≥ 0} ∪ {+∞}, usando el método de Carathéodory:
Sea A ⊆ 2ℵ0 ,

µ?(A) = inf

{ ∞∑
n=1

µ(Vs
n) : (Vs

n)∞n=1, A ⊆
∞⋃
n=1

Vs
n

}
.

Después se define cuando un conjunto es µ?-medible: Un conjunto E ⊆ 2ℵ0 se dice µ?-medible si
y sólo si para todo A ⊆ 2ℵ0 se tiene que,

µ?(A) = µ?(A ∩ E) + µ?(A ∩ Ec).

Luego, se define la clase M⊆ P (2ℵ0) de la siguiente manera:

M = {E ⊆ 2ℵ0 : E es µ? -medible}.

Se cumple que M es una σ-álgebra sobre 2ℵ0 que contiene a la σ-álgebra de los borelianos
(B(2ℵ0)). También se cumple que µ? �M es una medida, por simplicidad se denotará a µ? �M
por µ. Aśı, estamos trabajando en el espacio de medida de probabilidad (2ℵ0 ,M, µ).

Aplicando la Ley 0-1 (Lema 4.2) procedemos de la siguiente manera: Supongamos que el
ultrafiltro U de nuestra hipótesis es medible. Como U es un ultrafiltro, entonces U es una partición
de 2ℵ0 , es decir, 2ℵ0 = U ∪ (2ℵ0 −U). Entonces por la aditividad de µ se tiene que: 1 = µ(2ℵ0) =
µ(U) + µ(2ℵ0 − U). En consecuencia, µ(U) = 1

2 , pues la operación de intercambiar ceros y unos
en una sucesión de ceros y unos (es decir, donde va 0 se coloca 1, y donde va 1 se coloca 0)
es un automorfismo de 2ℵ0 que preserva la medida (ver el caso de los abiertos básicos como un
ejemplo), y este automorfismo manda U en 2ℵ0 − U , por lo tanto µ(U) = µ(2ℵ0 − U). Por otro
lado, tenemos que por la Ley 0-1 se cumple que µ(U) = 0 o µ(U) = 1, pues U es un conjunto
final o invariante por cambios finitos (ya que U no tiene conjuntos finitos por ser ultrafiltro no
principal sobre N). En consecuencia, 0 = 1

2 o 1 = 1
2 , contradicción. Por lo tanto, U no puede ser

medible.
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Los detalles de la construcción de µ∗, y una prueba del Lema 4.1 (Ley 0-1), se pueden ver en
el texto [11, p. 115-120]. También vale la pena ver los detalles de la construcción de la medida de
Lebesgue en R, usando el método de Carathéodory, que se encuentra en el texto [1, p. 26-37].

5 Ultrafiltros y Combinatoria infinita

En esta sección presentamos una demostración del Teorema de Ramsey (infinito) usando ultra-
filtros no principales.

Sea n ∈ N, n ≥ 1. Definimos [N]n = {X ⊆ N : |X| = n}. Es decir, el conjunto [N]n es la
colección de todos los subconjuntos de N que tienen exactamente n elementos. Por otro lado,
simbolizaremos por ∧{yi}ni=1 al conjunto de elementos {y1, y2, ..., yn} tal que y1 < y2 < · · · < yn.

Teorema 5.1 (Teorema de Ramsey, versión 1). Sean n ∈ N, n ≥ 1, [N]n y {A0, A1} una partición
de [N]n en dos pedazos, es decir, [N]n = A0 ∪A1 y A0 ∩A1 = ∅. Entonces existe un subconjunto
infinito J ⊆ N tal que [J ]n ⊆ A0 o [J ]n ⊆ A1. (Se dice que el conjunto J es un homogéneo de la
partición {A0, A1}).

Demostración. (Ver [5]). Si n = 1, entonces el teorema se cumple trivialmente (es una versión
infinita del “Principio del Palomar” o “Principio del Casillero”).

Consideremos de ahora en adelante el orden usual de N, es decir, 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < . . . <
n < n+ 1 < . . .. Es claro que el conjunto [N]n es equipotente al conjunto de todas la n-secuencias
<-ordenadas de N. Usaremos esta equipotencia en esta demostración.

Supongamos que n > 1. Sea D un ultrafiltro no principal sobre N, entonces se cumple que
para cualquier m ∈ N, {i ∈ N : m < i} ∈ D.

Para cada r < n se definen dos subconjuntos An−r0 y An−r1 de [N]n−r por inducción sobre r
como sigue:

Paso base: r = 0, entonces An0 = A0 y An1 = A1.
Paso inductivo: Supóngase que se han definido An−r0 y An−r1 tal que [N]n−r ⊆ An−r0 ∪ An−r1 ,

entonces se definen A
n−(r+1)
0 y A

n−(r+1)
1 como sigue:

A
n−(r+1)
0 = {∧{yi}n−(r+1)

i=1 : {i ∈ N : yn−(r+1) < i y {y1, . . . , yn−(r+1), i} ∈ An−r0 } ∈ D},

A
n−(r+1)
1 = {∧{yi}n−(r+1)

i=1 : {i ∈ N : yn−(r+1) < i y {y1, . . . , yn−(r+1), i} ∈ An−r1 } ∈ D}.
(Observación sobre el paso inductivo: En la expresión anterior “n − (r + 1)” que se utiliza para
generar los conjuntos restantes (An−r0 y An−r1 para todo r < n distintos a An0 y a An1 ) se procede
a sustituir los valores desde r = 0 hasta r = n− 2, de esta manera se llega hasta [N]1 ⊆ A1

0 ∪A1
1,

lo buscado.)

Por las propiedades de D se cumple que [N]n−(r+1) ⊆ A
n−(r+1)
0 ∪ An−(r+1)

1 . En efecto, si se

tiene que [N]n−(r+1) 6⊆ A
n−(r+1)
0 ∪ An−(r+1)

1 , entonces existe ∧{yi}n−(r+1)
i=1 ∈ [N]n−(r+1) tal que

∧{yi}n−(r+1)
i=1 6∈ An−(r+1)

0 ∪An−(r+1)
1 . En consecuencia:

{i ∈ N : yn−(r+1) < i y {y1, . . . , yn−(r+1), i} ∈ An−r0 } 6∈ D,

{i ∈ N : yn−(r+1) < i y {y1, . . . , yn−(r+1), i} ∈ An−r1 } 6∈ D.
De modo que, por ser D un ultrafiltro, se tiene que el complemento de dichos conjuntos pertenece
a D, es decir,

S = {i ∈ N : (yn−(r+1) < i)→ [{y1, . . . , yn−(r+1), i} 6∈ An−r0 ]} ∈ D
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Q = {i ∈ N : (yn−(r+1) < i)→ [{y1, . . . , yn−(r+1), i} 6∈ An−r1 ]} ∈ D.
Entonces, por ser D un filtro, se tiene que:

S ∩Q ∈ D.

Luego, como D es un ultrafiltro no principal, D no tiene conjuntos finitos, aśı que S ∩ Q es
infinito. En consecuencia, existe un k ∈ N, k > yn−(r+1) tal que {y1, . . . , yn−(r+1), k} 6∈ An−r0 y

{y1, . . . , yn−(r+1), k} 6∈ An−r1 . Por lo tanto, [N]n−r 6⊆ An−r0 ∪ An−r1 . Esto contradice la hipótesis

inductiva. Se concluye entonces lo que se quiere: [N]n−(r+1) ⊆ An−(r+1)
0 ∪An−(r+1)

1 .
A partir del paso final del procedimiento inductivo anteriormente realizado tenemos el si-

guiente hecho N ⊆ A1
0 ∪A1

1. Como N ∈ D y D es cerrado hacia arriba se tiene que A1
0 ∪A1

1 ∈ D,
en consecuencia A1

0 ∈ D o A1
1 ∈ D, porque D es un ultrafiltro. El hecho de que A1

0 ∈ D o
A1

1 ∈ D también se puede demostrar por reducción al absurdo usando ideas parecidas a las que

se utilizaron anteriormente para probar que [N]n−(r+1) ⊆ An−(r+1)
0 ∪An−(r+1)

1 .
El argumento que se realizará en lo sucesivo se divide en dos casos simétricos dependiendo de

si A1
0 ∈ D o A1

1 ∈ D.

Caso 1: (A1
0 ∈ D). Se define de manera inductiva una sucesión infinita

j0 < j1 < j2 < j3 < j4 < . . . < jm < jm+1 < . . .

de elementos de N como sigue:
Paso base: Sea j0 ∈ A1

0 el primer elemento de A1
0.

Paso inductivo: Sea m ∈ N y supongamos que j0 < . . . < jm han sido definidos de tal forma
que se cumple la siguiente propiedad:

∀ r, 1 ≤ r ≤ n, y ∀ ∧{yi}ri=1 ⊂ {j0, . . . , jm}, se tiene que ∧{yi}ri=1 ∈ Ar0 (1)

Entonces se define jm+1 de la siguiente manera:
Por la propiedad (1) y por la definición de los subconjuntos An−r0 y An−r1 de [N]n−r, dado

∧{yi}ri=1 ⊂ {j0, . . . , jm} con r < n, el conjunto

Xy1...yr = {i ∈ N : yr < i y {y1, . . . , yr, i} ∈ Ar+1
0 } ∈ D.

Dado que existen a lo más un número finito de conjuntos de la forma ∧{yi}ri=1 con longitud a
lo sumo r = n−1 cuyos elementos son del conjunto {j0, . . . , jm}, pues para cada r < n la cantidad
de conjuntos ∧{yi}ri=1 de logintud r es exactamente el número combinatorio o coeficiente binomial

C(m,r) =
m!

r!.(m− r)!
, se concluye que el número de conjuntos Xy1...yr es finito, y por lo tanto

su intersección Y está en D. Como D es un ultrafiltro no principal, Y es infinito, y nosotros
podemos fijar un elemento jm+1 ∈ Y tal que jm+1 > jm (tomamos el menor elemento de Y ). Es
claro, por la definición de jm+1, que se cumple la propiedad (1) si se reemplaza m por m+ 1.

Procediendo de la manera anterior se puede apreciar que el conjunto infinito

J = {j0, j1, j2, j3, j4, . . . , jm, jm+1, . . .}

puede ser construido. Por la propiedad (1), para cualquier conjunto ∧{yi}ni=1 ⊂ J se cumple que
∧{yi}ni=1 ∈ An0 = A0, es decir, [J ]n ⊆ A0.

Caso 2: (A1
1 ∈ D). Se procede de manera análoga al Caso 1, y se demuestra que [J ]n ⊆ A1.
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Corolario 5.2 (Teorema de Ramsey, versión 2). Sean n ∈ N, n ≥ 1 y [N]n. Y sea {Ai}ki=1,
k ∈ N, k > 2, una partición de [N]n, es decir, [N]n = A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak, y los Ai son
disjuntos dos a dos. Entonces existe un subconjunto infinito J ⊆ N y existe un d ∈ N, 0 ≤ d ≤ k,
tal que [J ]n ⊆ Ad.

Demostración. Se demuestra aplicando reiteradamente el Teorema de Ramsey (versión 1) y apli-
cando reiteradamente la propiedad asociativa (de conjuntos) entre los elementos de la partición,
siempre particionándolo en dos pedazos para poder aplicar el Teorema de Ramsey (versión 1).
El conjunto homogéneo J se consigue en un número finito de pasos porque el número de pedazos
de la partición es finito.

6 Ultrafiltros, Lógica, Álgebra y Topoloǵıa

En esta sección presentamos una demostración de que el Teorema de Compacidad para un len-
guaje L de primer orden es equivalente a la compacidad del espacio de Stone correspondiente al
álgebra de Lindenbaum de L.

Teorema 6.1. El teorema de compacidad para un lenguaje L de primer orden es equivalente a
la compacidad del espacio de Stone correspondiente al álgebra de Lindenbaum de L.

Demostración. Sea L un lenguaje de primer orden y sea K el conjunto de todas las sentencias
de L. Nosotros consideramos la relación de equivalencia ` σ ↔ ρ sobre K. El conjunto cociente
B de todas las clases de equivalencia {[σ] : σ ∈ K}, con las siguientes operaciones:

[σ] + [ρ] = [σ ∨ ρ], [σ] . [ρ] = [σ ∧ ρ],

[σ]′ = [¬σ], 0 = [σ ∧ ¬σ],

1 = [σ ∨ ¬σ].

es un álgebra booleana llamada álgebra de Lindenbaum y la denotaremos por BL (ver la definición
de álgebra booleana en la sección 7.2 de este art́ıculo, ver [31]).

El espacio topológico de Stone (X, T ) correspondiente a BL se define como sigue:

X ={TF : TF es una teoŕıa completa y consistente en el lenguajeL
correspondiente al ultrafiltro F sobre BL},

donde un conjunto de sentencias R del lenguaje L es una teoŕıa completa si R es cerrada bajo
la relación de deducibilidad (si R ` σ, entonces σ ∈ R. Esta propiedad significa que R es una
teoŕıa) y para cada sentencia ρ de L se cumple que: ρ ∈ R o ¬ρ ∈ R (esta propiedad significa
que es R es completa). R es consistente si de R no se deduce una contradición: ρ ∧ ¬ρ. Es claro
que el Teorema del Ideal Primo implica que X es distinto de vaćıo, pues dado F un ultrafiltro
sobre BL (por ejemplo el dual de un ideal primo sobre BL cuya existencia esta garantizada el
Teorema del Ideal Primo) el conjunto de sentencias TF = {σ : [σ] ∈ F} es una teoŕıa completa y
consistente (por lo tanto TF es una teoŕıa maximal consistente). En efecto, para cada sentencia ρ
de L se cumple que 1 = [ρ ∨ ¬ρ] ∈ F , entonces [ρ] + [¬ρ] ∈ F , y por lo tanto [ρ] ∈ F o [¬ρ] ∈ F .
De modo que ρ ∈ TF o ¬ρ ∈ TF . TF es cerrada bajo la relación de deducibilidad: Si TF ` ρ,
entonces existen φ1, . . . , φn ∈ TF tal que ρ se deduce de ellas, es decir, ` (φ1 ∧ . . . ∧ φn) → ρ.
En consecuencia, [φ1]. . . . .[φn] ≤ [ρ]. Y como F es un filtro cerrado hacia arriba se concluye que
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ρ ∈ T , pues [φ1]. . . . .[φn] ∈ F . También se cumple que TF es consistente, pues si ρ ∧ ¬ρ ∈ TF ,
entonces 0 = [ρ ∧ ¬ρ] ∈ F . Contradicción. Por lo tanto, TF es consistente. El procedimiento
inverso también se cumple, es decir, si Q es una teoŕıa completa y consistente de L, entonces el
conjunto F = {[φ] : φ ∈ Q} es un ultrafiltro sobre BL.
T ⊆ P (X) es la topoloǵıa generada por los siguientes abiertos básicos:

U(φ) = {TF ∈ X : φ ∈ TF},

para cada sentencia φ del lenguaje L. Denotaremos al espacio de Stone por S(BL). Notar que
todos los abiertos básicos son también conjuntos cerrados pues U(σ) es el complemento de U(¬σ),
y viceversa.

Probemos que el Teorema de Compacidad de L implica la compacidad de S(BL). Sea {U(φi) :

i ∈ I} un cubrimiento abierto de S(BL), es decir, S(BL) =
⋃
i∈I

U(φi). Esto significa que para

cualquier teoŕıa TF ∈ S(BL) existe i ∈ I tal que φi ∈ TF . Se afirma que tal cubrimiento admite
un subcubrimento finito. En efecto: Si no admite un subcubrimiento finito, entonces el conjunto
{¬φi : i ∈ I} es finitamente consistente (cada subconjunto finito de dicho conjunto es consistente),
porque dado un subconjunto finito {¬φi1, . . . ,¬φin} ⊆ {¬φi : i ∈ I} existe (por la hipótesis de
absurdo) una teoŕıa TF ∈ S(BL) tal TF 6∈ U(φi1)∪ . . .∪U(φin). Luego, {¬φi1, . . . ,¬φin} ⊆ TF y
como TF es consistente, se tiene que {¬φi1, . . . ,¬φin} es consistente. De modo que {¬φi : i ∈ I} es
finitamente consistente (y por el Teorema de completitud de Gödel dicho conjunto es finitamente
satisfacible, es decir, cada subconjunto finito del mismo tiene un modelo). En consecuencia, por el
Teorema de Compacidad el conjunto {¬φi : i ∈ I} tiene un modelo, y por lo tanto es consistente.
Aśı que por el Lema de Lindenbaum (o por el Lema de Zorn) el conjunto {¬φi : i ∈ I} se puede
extender a un conjunto maximal consistente Σ, el cual es una teoŕıa completa y consistente que
se corresponde con un ultrafiltro sobre BL, y en consecuencia, Σ ∈ S(BL), pero no existe un i ∈ I
tal que Σ ∈ U(φi). Contradicción. Por lo tanto, el cubrimiento abierto {U(φi) : i ∈ I} de S(BL)
admite un subcubrimento finito.

Ahora probaremos que la propiedad de compacidad de S(BL) implica el Teorema de Compa-
cidad de L: (Probaremos el Teorema de Compacidad de L usando la ley lógica de contraposición).

Sea {φi : i ∈ I} un conjunto inconsistente de sentencias de L, entonces el conjunto {U(¬φi) :
i ∈ I} forma un cubrimiento abierto de S(BL), pues para cada teoŕıa TF ∈ S(BL) se cumple
que {φi : i ∈ I} 6⊆ TF , ya que TF es consistente. Por hipótesis este cubrimiento abierto admite
un subcubrimiento finito: {U(¬φi1), . . . , U(¬φin)}. Por lo tanto, el conjunto {φi1, . . . , φin} es
inconsistente. En efecto: Si {φi1, . . . , φin} es consistente, entonces usando el Lema de Lindenbaum
(o el Lema de Zorn) se puede extender dicho conjunto a un conjunto maximal consistente E, el
cual es una teoŕıa completa y consistente que se corresponde con un ultrafiltro sobre BL, es decir,
se cumple que E ∈ S(BL). Pero E 6∈ U(¬φi1) ∪ . . . ∪ U(¬φin)}. Contradicción.

7 Ultrafiltros, Álgebra, Combinatoria infinita y Lógica

En esta sección presentamos dos demostraciones:

(a) Teorema de Ramsey Finito.

(b) Equivalencia del Teorema del Ultrafiltro, el Teorema del Ideal Primo, el Principio de Con-
sistencia y el Teorema de Compacidad de la lógica de primer orden. (A veces nos referiremos
a la lógica de primer orden utilizando la siguiente expresión: Lωω).

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2 (2020), pp. 54–77



66 Franklin Galindo

7.1 Ultrafiltros, combinatoria y Lógica de primer orden

Demostraremos en esta subsección el Teorema de Ramsey Finito. Para enunciar dicho teorema
es conveniente introducir la siguiente notación:

Dado n ∈ N, y dados cardinales α, β, γ, la notación

α→ (β)nγ

significa que para cualquier partición en γ partes del conjunto de subconjuntos de n elementos
de un conjunto A de cadinalidad α, existe un subconjunto J ⊆ A, de cardinalidad β, cuyos
subconjuntos de n elementos estan todos en la misma parte. Equivalentemente, para toda F :
[α]n −→ γ existe J ⊆ α, |J | = β, y existe δ ∈ γ tal que F ′′[J ]n = {δ}. Tal conjunto J se dice que
es un homogéneo para F . Con esta notación el Teorema de Ramsey (versión 1) se puede formular
aśı:

ℵ0 → (ℵ0)n2 , (n ∈ N− {0}).

Y el Teorema de Ramsey (versión 2) se puede formular aśı:

ℵ0 → (ℵ0)nk , (n ∈ N− {0}, k ∈ N− {0, 1}).

Ahora vamos a enunciar y demostrar el Teorema de Ramsey Finito:

Teorema 7.1.1 (Teorema de Ramsey Finito). Dados números naturales positivos k, r y m existe
un entero positivo n tal que

n→ (m)rk.

Demostración. Usaremos reducción al absurdo y el Teorema de Compacidad de Lωω. (ver [21])
Considere el Cálculo de primer orden que tiene k-predicados r-ários Pi (i = 1, . . . , k), y una

cantidad infinita de constantes {cp : p ∈ N}. Y considere la sentencia ϕ que afirma que los Pi
constituyen una partición de r-tuplas, y que ningún m forma un conjunto homogéneo de dicha
partición. Además de eso, agréguele a dicha sentencia ϕ la siguiente cantidad infinita de sentencias
cp 6= cq (p 6= q). Es decir, estamos considerando el siguiente conjunto Σ de sentencias del Cálculo
de primer orden referido:

Σ = {ϕ} ∪ {cp 6= cq : p, q ∈ N ∧ p 6= q}.

¿Y quién es ϕ?, ϕ es la conjunción de las siguientes sentencias:

∀x1 . . . xk {[xi 6= xj(i 6= j)]→ [P1(x1 . . . xk) ∨ . . . ∨ Pk(x1 . . . xk)]}.

∀x1 . . . xk {[xi 6= xj(i 6= j)]→ [P1(x1 . . . xk)→ ¬P2(x1 . . . xk) ∧ . . . ∧ ¬Pk(x1 . . . xk)]}.

Una sentencia de la forma anterior para el resto de los Pi, 2 ≤ i < k, por ejemplo para Pk es
la siguiente (estas sentencias garantizan que los Pi sean una partición):

∀x1 . . . xk {[xi 6= xj(i 6= j)]→ [Pk(x1 . . . xk)→ ¬P1(x1 . . . xk) ∧ . . . ∧ ¬P(k−1)(x1 . . . xk)]}.

¬∃x1 . . . xm{[xi 6= xj(i 6= j)]→ {[P1(...) ∧ . . . ∧ P1(...)] ∨ . . . ∨ [Pk(...) ∧ . . . ∧ Pk(...)]}},

donde las conjunciones [Pi(...) ∧ . . . ∧ Pi(...)] son para todos los subconjuntos de cardinalidad r
de los m elementos x1, . . . , xm, tal cantidad de subconjuntos (finita) es exactamente el número
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combinatorio C(m,r). Esta sentencia afirma que la partición no tiene homogéneo de cardinalidad
m.

Ahora bien, si el Teorema de Ramsey Finito es falso, es decir, si dados k, r,m ∈ N, se cumple
que para todo n ≥ r existe una F : [n]r −→ k que es una partición de [n]r en k elementos para la
que no hay conjunto homogéneo de m elementos, entonces cualquier número finito de sentencias
de Σ tiene un modelo de la forma A = 〈n,AA

1 , . . . , A
A
k , cp

A
1 , . . . cp

A
t 〉, para n suficientemente

grande (se construye con la F adecuada). Y por el teorema de compacidad para Lωω se concluye
que Σ tiene un modelo. Esto define una partición de [{cp : p ∈ N}]r que no tiene homogéneo de
tamaño m, lo cual contradice el Teorema de Ramsey (versión 2). Por lo tanto, el Teorema de
Ramsey Finito se cumple.

7.2 Ultrafiltros, Álgebra, Combinatoria infinita y Lógica de primer or-
den

Demostraremos en esta subsección que el Teorema del Ultrafiltro, el Teorema del Ideal Primo,
el Principio de Consistencia y el Teorema de Compacidad de Lωω son equivalentes. Todos estos
principios, cuya equivalencia se probará, son versiones débiles (estrictas) del Axioma de elección.
En efecto, Harpen y Levy demostraron en 1967 que en el Modelo Básico de Cohen vale el Teorema
del Ultrafiltro y no vale el Axioma de elección (ver [16]). A continuación se presentan una serie
de definiciones previas para proceder a formular los principios mencionados.

Definción 7.2.1. Un álgebra booleana es un conjunto B con al menos dos elementos, 0 y 1 (cero
y uno), dotado de dos operaciones binarias (suma) “+” y (producto) “ �”, con una operación
unaria (complemento) “ ′”, las cuales satisfacen las siguientes propiedades (axiomas):

a+ b = b+ a ; a � b = b � a Leyes conmutativas

(a+ b) + c = a+ (b+ c) ; (a � b) � c = a � (b � c) Leyes asociativas

a � (b+ c) = (a � b) + (a � c) ; a+ (b � c) = (a+ b) � (a+ c) Leyes distributivas

a+ a = a ; a � a = a Leyes de idempotencia

a � (a+ b) = a ; a+ (a � b) = a Leyes de absorción

a+ 1 = 1 ; a � 1 = a

a+ 0 = a ; a � 0 = 0

}
Leyes de identidad

(elementos neutros y dominación)

a+ (a′) = 1 ; a � (a′) = 0

(a′)′ = a

}
Leyes de complemento

(a+ b)′ = a′ � b′ ; (a � b)′ = a′ + b′ Leyes de De Morgan

Denotaremos a tal álgebra booleana aśı : B = 〈B,+, �,′ , 0, 1〉.
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Por simplicidad consideraremos que B = B, a menos que el contexto requiera distinguirlos.
El orden parcial de B se define aśı, p ≤ q ↔ p � q′ = 0. Si a, b ∈ B, entonces: a+ b es el supremo
de a y b, a � b es el ı́nfimo de a y b, a′ es el único c ∈ B tal que a + c = 1 y a � c = 0. También:
a ≤ b ↔ a+ b = b ↔ a � b = a. Dos elementos a, b de B son incompatibles si, y solo si, a � b = 0.
a − b = a � b′. D ⊆ B es denso en B si D ⊆ B − {0} y D es denso en B − {0}, es decir, si
∀ b ∈ B − {0} ∃ d ∈ D (d ≤ b). B es completa si el supremo de S (

∑
S) y el ı́nfimo de S (

∏
S)

existen en B, para cualquier S ⊆ B. Sea κ un cardinal regular no numerable. B es κ-completa si∑
X y

∏
X existen en B, para todo subconjunto X de B tal que |X| < κ. Si B es ℵ1-completa

se dice que B es σ-completa. Un átomo del álgebra boolena B es un a ∈ B tal que a 6= 0 y no hay
ningún elemento x ∈ B que esté entre 0 y a, es decir, 0 ≤ x ≤ a con x 6= 0 y x 6= a. Se dice que
B es atómica si para cada z ∈ B, z 6= 0, existe un átomo w ∈ B tal que w ≤ z.

El álgebra de conjuntos 〈F ,∪,∩, c, ∅, S〉 es un álgebra booleana. También ocurre la dirección
inversa, es decir, que toda álgebra booleana es un álgebra de conjuntos, en rigor, se cumple
el Teorema de Representación de Stone (1936) (ver [29]): “Toda álgebra booleana es isomorfa
a un álgebra de conjuntos”. Una prueba de este resultado puede encontrarse en [20, p. 81],
[14], entre otros. Un caso bastante usado de álgebra de conjuntos es cuando F = P (S), es
decir, 〈P (S),∪,∩, c, ∅, S〉. Sea S un conjunto con al menos dos elementos, entonces el álgebra
booleana 〈P (S),∪,∩, c, ∅, S〉 es atómica. Los átomos son precisamente todos los subcojuntos
unitarios {x} de S. Vale la pena resaltar que dos ejemplos de álgebra booleana de conjuntos muy
usados en matemáticas son la “σ-álgebra de los conjuntos medibles Lebesgue” y la “σ-álgebra
de los conjuntos borelianos de un espacio topológico”, la definición de ambas σ-álgebras puede
encontrarse (entre otros) en los textos [1, 11, 20, 27].

Sea B un álgebra booleana.

• Un ideal sobre B es un subconjunto I ⊆ B tal que:

(a) 0 ∈ I , 1 6∈ I
(b) Si x ∈ I y z ∈ I, entonces x+ z ∈ I
(c) Si x, z ∈ B , x ∈ I y z ≤ x, entonces z ∈ I.

• Un ideal I sobre B es primo si: ∀ b ∈ B → (b ∈ I ∨ b′ ∈ I).

Ejemplos de ideales son (ver [20, 28]):

(1) Sea 〈F ,∪,∩, c, ∅, S〉 un álgebra de conjuntos sobre S. Sea K ∈ F tal que K 6= S. Si definimos
IK = {X ∈ F : X ⊆ K}, entonces IK es un ideal sobre F , el ideal generado por K.

(2) Sea B = 〈B,+, �,′ , 0, 1〉 un álgebra booleana:

• {0} es un ideal sobre B.

• Sea b ∈ B, b 6= 1. Si definimos Ib = {x ∈ B : x ≤ b}, entonces Ib es un ideal sobre B,
el ideal generado por b.

(3) Los conjuntos borelianos de medida de Lebesgue cero son un ideal sobre la σ-algebra boo-
leana de los borelianos del conjunto de los números reales (B(R)).

(4) Sea (Y, T ) un espacio topológico. Un conjunto X ⊆ Y es nunca denso si (X)◦ = ∅. Un
conjunto E se dice que es magro si E es una unión numerable de conjuntos nunca densos.
El conjunto de los conjuntos borelianos magro forman un ideal sobre B(R).
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Teorema 7.2.2 (Teorema del Ideal Primo (Stone, 1936)). Toda álgebra boleana tiene un ideal
primo.

La demostración del Teorema del Ideal Primo (TIP) se realiza usando el Lema de Zorn.
Otra formulación equivalente del Teorema del Ideal Primo es la siguiente (ver [21]): En cualquier
álgebra booleana, cualquier ideal puede ser extendido a un ideal primo.

La siguiente noción de “filtro” que se formulará a continuación, usando álgebras boolenas,
generaliza el concepto de “filtro” ofrecido anteriormente en la sección 2, en dicha sección también
se puede haber definido la noción de “ideal” en términos de conjuntos como se hizo con los
“filtros” ver [19, 20], entre otros.

Sea B un álgebra booleana.

(1) Un filtro sobre B es un subconjunto F ⊆ B tal que,

(a) 1 ∈ F , 0 6∈ F
(b) Si x ∈ F y z ∈ F , entonces x.z ∈ F
(c) Si x, z ∈ B , x ∈ F y x ≤ z, entonces z ∈ F .

(2) Sea F un filtro sobre B. F es un ultrafiltro si ∀x ∈ B se tiene que x ∈ F ∨ −x ∈ F .

Ejemplos de filtros son (ver [10, 26, 28]):

(1) Sea el álgebra de conjuntos sobre N, 〈P (N),∪,∩, c, ∅,N〉. EL conjunto F = {X ∈ P (N) :
N−X es finito} es un filtro sobre F , el Filtro de Fréchet que se mencionó anteriormente en
la sección 2.

(2) Sea 〈F ,∪,∩, c, ∅, S〉 un álgebra de conjuntos sobre S. Sea K ∈ F tal que K 6= ∅. Se define
IK = {D ∈ F : K ⊆ D}. IK es un filtro sobre F , el filtro generado por K que mencionó
anteriormente en este art́ıculo en la sección 2.

Sea B un álgebra booleana. Sea I un ideal sobre B, y definamos el filtro dual de I por
FDI = {b′ ∈ B : b ∈ I}. Sea F un filtro sobre B, y definamos el ideal dual de F por IDF = {b′ ∈
B : b ∈ F}. Existe un función inyectiva entre el conjunto de los ideales de B y el conjunto de los
filros de B. Rećıprocamente: Existe una función inyectiva entre el conjunto de los filros de B y el
conjunto de los ideales de B (ver [28]).

Teorema 7.2.3 (Teorema del Ultrafiltro (Tarski, 1930)). Todo filtro en un álgebra booleana se
puede extender a un ultrafiltro.

Al igual que el TIP el Teorema del Ultrafiltro (TUF) se puede demostrar usando el Lema de
Zorn (tal como se dijo en la sección 2).

Como se ha dicho anteriormente en este art́ıculo, los ultrafiltros son fundamentales para la
investigación matemática, en las secciones anteriores se han presentado algunos ejemplos. Otra
aplicación de los ultrafiltros que se puede mencionar antes de continuar, es la que tiene que ver
con el método de construcción de modelos llamado “ultraproductos” el cual tiene mucha utilidad
en investigaciones matemáticas contemporáneas: En la Teoŕıa de Conjuntos (por ejemplo en
la investigación sobre cardinales grandes), en la Teoŕıa de Modelos (por ejemplo en la prueba
del Teorema de Compacidad usando el Teorema de Loś), en el Análisis no estándar (usando
directamente el Teorema de Loś y el filtro de Fréchet, o usando el Teorema de Compacidad
directamente), etc. (ver [7, 5, 24, 26]).
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Veamos la siguiente definición para luego formular el Principio de Consistencia, según [21]:
Sea S un conjunto y M un conjunto de funciones definidas sobre subconjuntos finitos de S

y valores en {0, 1}. Se dice que M es un desorden binario sobre S si M satisface las siguientes
propiedades:

(i) Para cada subconjunto finito P ⊆ S existe una t ∈M tal que Dom(t) = P .

(ii) Para cada t ∈ M y para cada subconjunto finito P ⊆ S, se cumple que la restricción
t � P ∈M .

Sea f : S −→ 2, entonces f es consistente con un desorden binario M si para cualquier
subconjunto finito P ⊆ S se cumple que la restricción f � P ∈M .

Teorema 7.2.4 (Principio de Consistencia). Para cualquier desorden binario M sobre S existe
una función f : S −→ 2 la cual es consitente con M .

Más adelante ofreceremos una demostración del Principio de Consistencia que usa el TUF.
Ahora formularemos el Teorema de Compacidad para Lωω.

Teorema 7.2.5 (Teorema de Compacidad). Sea L un lenguaje de primer orden de cuaquier
cardinalidad, no necesariamente numerable. Sea Σ un conjunto de senencias de L. Si cualquier
subconjunto finito de Σ tiene un modelo, entonces Σ tiene un modelo.

Existen varias maneras de probar el Teorema de Compacidad, como un corolario del Teorema
de Completitud de Gödel, de manera directa usando ultraproductos (los cuales usan a su vez
ultrafiltros), etc. (ver [5, 24]). Más adelante presentaremos una prueba del mismo usando el
Principio de Consistencia.

Ahora probaremos el siguiente teorema:

Teorema 7.2.6. La siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Teorema del Ideal Primo

2. Teorema del Ultrafiltro

3. Principio de Consistencia

4. Teorema de Compacidad

Demostración. (ver [21])
(1) ⇒ (2): La prueba es directa usando la dualidad que existe entre ideales y filtros.

(2) ⇒ (3): Sea M un desorden binario sobre S. Debemos encontrar una función f : S −→ 2
que sea consistente con M . Sea I el conjunto de todos los subconjuntos finitos P de S. Para cada
P ∈ I sea MP el conjunto finito de todas la t ∈ M tal que Dom(t) = P . Notar que si P tiene n
elementos, entonces MP tiene a lo sumo 2n elementos.

Sea Z el conjunto de todas las funciones z tal que:

(a) Dom(z) ⊆ I,

(b) z(P ) ∈MP , para cada P ∈ Dom(z),

(c) Para cada P,Q ∈ Dom(z), las funciones t1 = z(P ) y t2 = z(Q) son compatibles.

Divulgaciones Matemáticas Vol. 21, No. 1-2 (2020), pp. 54–77
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Un ejemplo de una función z0 ∈ Z se define a continuación usando las propiedades de M :
Sean E,H,D ∈ I, entonces E ∪H ∪D ∈ I. En consecuencia, por las propiedad (i) de M , existe
g ∈ M tal que Dom(g) = E ∪H ∪D, es decir, g ∈ ME∪H∪D. También, por la propiedad (ii) de
M , se cumple que g1 = g � E ∈M , g2 = g � H ∈M y g3 = g � D ∈M . Se cumple que g1 ∈ME ,
g2 ∈ MH y g3 ∈ MD, también ocurre que (por construcción) g1, g2 y g3 son compatibles dos a
dos. Dom(z0) = {E,H,D}, z0(E) = g1, z0(H) = g2, z0(D) = g3. Aśı, z0 ∈ Z.

Para cada P ∈ I, sea
XP = {z ∈ Z : P ∈ Dom(z)}.

Formamos el conjunto F = {XP : P ∈ I}. Se cumple que F tiene la propiedad de intersección
finita (por las propiedades de M). En efecto, sea XP1 , . . . , XPn ∈ F , es claro que P1 ∪ . . . ∪ Pn
es un conjunto finito (porque todos los Pi son finitos) y que por lo tanto P (P1 ∪ . . . ∪ Pn) ⊆ I.
Entonces existe una función h ∈ M tal que Dom(h) = P1 ∪ . . . ∪ Pn. Para cada subconjunto
X ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn se cumple que h(X) = h � X ∈ M . h(X) ∈ MX . Como la cantidad de
subconjuntos X es finita la cantidad de h(X) es finita. Y como las h(X) provienen de h ellas
son compatibles dos a dos. Ahora se define la función z1 : P (P1 ∪ . . . ∪ Pn) −→ 2 como sigue:
z1(X) = h(X), para todo X ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn. Se cumple que z1 ∈ Z y z1 ∈ XP1 ∩ . . . ∩XPn . Aśı
que XP1 ∩ . . . ∩XPn 6= ∅. Es decir, F tiene la propiedad de intersección finita.

Sea F ∗ el filtro sobre Z generado por F (según el Teorema 2.2(3)). Por el TUF sea F ∗∗ el
untrafiltro sobre Z que extiene a F ∗.

Para cualquier P ∈ I el conjunto XP es la siguiente unión disjunta:

XP = Xt1 ∪ . . . ∪Xtm ,

donde
{t1, . . . , tm} = MP y Xt = {z ∈ Z : z(P ) = t}.

En consecuencia, como F ∗∗ es un ultrafiltro y para cada P ∈ I

XP = Xt1 ∪ . . . ∪Xtm ∈ F ∗∗,

se cumple que existe un único t = t(P ) ∈MP tal que Xt ∈ F ∗∗.
Sea f =

⋃
{tP : P ⊂ S finito}. Se cumple que f : S −→ 2, pues las funciones tP son

compatibles dos a dos. (Dados tP y tQ se tiene que XtP ∩XtQ ∈ F ∗∗. Entonces, como F ∗∗ es un
filtro, existe una función z ∈ Z tal que z ∈ XtP ∩XtQ . En consecuencia, por la propiedad (c) de
Z, se infiere que tP y tQ son compatibles). Por la definición de f se infiere que f es consistente
con M .

(3) ⇒ (4): Sea Σ un conjunto de sentencias de un lenguaje L, y supongamos que cada sub-
conjunto finito de Σ tiene un modelo. Demostremos que Σ tiene un modelo.

Sea S el conjunto de todas las sentencias del lenguaje L. Definimos un desorden binario M
sobre S de la siguiente manera:

t ∈M ↔{t función con dominio finito ∧ Dom(t) ⊆ S ∧ rango(t) ⊆ 2

∧ ∃A[A es un modelo de Σ ∩Dom(t) ∧ ∀θ ∈ Dom(t) (t(θ) = 1↔ A |= θ)]}.

Como por hipótesis cada subconjunto finito de Σ tiene un modelo, entonces se cumple que
M es un desorden binario sobre S. En consecuencia, por el Principio de Consistencia, existe una
función f : S −→ 2 la cual es consistente con M . Sea

Σ∗ = {θ ∈ S : f(θ) = 1}.
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Por la definición de M y por las propiedades de f , se infiere que Σ ⊆ Σ∗ y Σ∗ es una teoŕıa
consistente y completa (por lo tanto es maximal consistente). Entonces, aplicamos la técnica de
construcción de modelos a partir de constantes de Henkin para construir un modelo de Σ∗ (ver [5]),
es decir, usando la propiedad de consistencia de Σ∗ se puede extender dicho conjunto a un conjunto
Σ∗∗ que es maximal consistente y que tiene a un conjunto de testigos C (Σ∗∗ ` ∃xφ(x)→ φ(c),
para toda sentencia ∃xφ(x) ∈ S), donde C es un conjunto de nuevas constantes que no estan en
L tal que |C| = |S|, y con el conjunto de constantes C se construye un modelo para para Σ∗∗,
sea B dicho modelo, en consecuencia, como Σ ⊆ Σ∗ ⊆ Σ∗∗, se concluye que B � L es un modelo
para Σ.

(4)⇒ (1): Sea B un álgebra booleana. Sea L un lenguaje para B que tiene una constante para
cada elemento del universo de B (por simplicidad, identificamos cada u ∈ B con su correspondiente
constante). También el lenguaje L tiene un śımbolo de predicado monádico I y un śımbolo de
predicado relacional binario para la relación de orden del álgebra booleana ≤. Sea Σ el siguiente
conjunto de sentencias (que afirman que la interpretación de I es un ideal primo sobre B):

I(0) ¬I(1),

I(u) ∨ ¬I(u′) (para todou ∈ B),

I(u1) ∧ . . . ∧ I(uk)→ I(u1 + . . .+ uk) (para todou1 . . . uk ∈ B),

(I(u) ∧ v ≤ u)→ I(v), (para todou, v ∈ B).

(Vale la pena resaltar que también se pueden haber agregado al conjunto de sentencias que se
listaron anteriormente todos los axiomas de álgebra booleana y una caracterización completa de
B usando a L (ver [26, p. 121-122]), pero por simplicidad esto no se hace, es suficiente con lo que
realizamos).

Se cumple que cada subconjunto finito de Σ tiene un modelo, porque cada subconjunto fi-
nito de B genera una subálgebra booleana finita de B y toda álgebra booleana finita tiene un
ideal primo. Entonces por Teorema de Compacidad se tiene que Σ tiene un modelo. Usando la
interpretación de I en tal modelo se define un ideal primo sobre B.

Observación: Vale resaltar que el TUF es equivalente al Teorema de Representación de Stone
formulado en la subsección 7.2 de este art́ıculo, entre otras proposiciones (ver [21]). También
con el TUF se puede demostrar el Teorema de Hahn-Banach (THB) del Análisis Funcional y tal
implicación es estricta, es decir, el THB no implica el TUF (ver [21]). El TUF también implica
que existe un conjunto de reales que no es medible Lebesgue (ver [17]). De igual forma el TUF
implica al Teorema de Completitud para la lógica de primer orden (ver [26]). Para conocer otras
consecuencias y proposiciones equivalentes del TUF ver [21] y [18], entre otros.

8 Algunos problemas abiertos en la Teoŕıa de conjuntos
relacionados con ultrafiltros no principales sobre N

8.1 El modelo simétrico de Mathias y la proposición “Existen ultrafil-
tros no principales sobre N”

Definción 8.1.1 (Orden parcial homogéneo universal). Sea (P,<) un orden pacial numerable.
(P,<) es universal si cualquier orden parcial finito (E,≺) puede ser sumergido en (P,<). (P,<)
es homogéneo si para cualesquiera subconjuntos finitos E1 y E2 de P , se cumple que si existe
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un isomorfismo i entre (E1, <) y (E2, <), entonces tal isomorfismo puede ser extendido a un
automorfismo sobre (P,<).

A continuación se presenta una definición (en ZFC) del Modelo Simétrico de Mathias (M3)
que realiza Jech en [21, p. 113-114], ejercicio 8. La versión original de este modelo se encuentra
en [25]. Jech usa el orden parcial de Cohen (P,<) que agrega un cantidad numerable de reales
genéricos a un modelo transitivo base M de ZFC, es decir,

P = {p : p es una función finita ∧Dom(p) ⊆ ω × ω ∧ rang(p) ⊆ {0, 1}},

p < q ↔ p ⊇ q.

Consideremos el conjunto de los nombres canónicos {x1, . . . , xn, . . .} de los reales genéricos
{x1, . . . , xn, . . .} agregados a M , es decir, {x1, . . . , xn, . . .} ⊆ M [G] −M . Dotamos a ω con un
orden parcial homogeno universal � (tal orden existe por el Lema 7.6 de [21, p. 102], y es único
salvo isomorfismo, problema 7, [21, p. 113]). Sea G el grupo de automorfismos de (P,<) inducidos
por �-automorfismos del conjunto {x1, . . . , xn, . . .}. Sea F el filtro normal generado por fix(e),
e finito (si e ⊆ ω, entonces fix(e) = {π ∈ F : π(n) = n, ∀n ∈ e}). Sea M3 el modelo simétrico
dado por G y F , es decir, M3 = {iG(x) : x ∈ HS}, donde HS es la clase de los P -nombres
hereditariamente simétricos. Se cumple que M $ M3 $ M [G]. M3 es un modelo transtivo
de ZF . También en M3 es verdad OP (Principio del Orden: Todo conjunto se puede ordenar
linealmente), pero es falso OEP (Principio de Extensión del Orden: Cualquier orden parcial de
un conjunto P puede ser extendido a un orden lineal de P ) pues el orden parcial � del conjunto
{x1, . . . , xn, . . .} no puede ser extendido a un orden lineal. Por lo tanto en M3 es falso el TUF,
pues TUF → OEP → OP. En resumen, estos resultados indican que:

(a) OP 6→ TUF (a pesar de que TUF → OP),

(b) OP 6→ OEP (a pesar de que OEP → OP). Ver [17, 18, 21] para ampliar en las definiciones
y demostraciones de estos resultados.

La siguiente pregunta se puede encontrar de manera impĺıcita en los art́ıculos [9, p. 468] y [8,
p. 21] de Di Prisco y Henle:

Pregunta 8.1.2. ¿En M3 existen ultrafiltros no principales sobre N?.

Esta pregunta es pertinente pues en M3 no vale el TUF. Además de eso, responderla permitiŕıa
resolver la siguiente interrogante planteada en [9, p. 468] y [8, p. 21], la cuál formularemos luego
de presentar la siguiente definición:

Definición 8.1.1. Un flitro (flitter) sobre N es un conjunto F ⊆ P (N) con la siguiente propiedad:
Si A ∈ F y B ∈ F , entonces A∩B o Ac∩Bc es infinito. Más concisamente: Si A,B ∈ F , entonces
A4 B es co-infinito. F es un ultraflitro (ultraflitter) sobre N si para todo X ⊆ N se tiene que
X ∈ F o Xc ∈ F .

Se puede demostrar, por un razonamiento análogo al usado en este art́ıculo para el caso de
los ultrafiltros no principales sobre N, que los ultraflitros sobre N no son medibles, considerados
como subconjuntos del espacio de Cantor.

Es claro que todo ultrafiltro no principal sobre N es un ultraflitro sobre N, pero no se sabe si
la dirección inversa vale, se sospecha que no, es decir, se tiene la conjetura de que la proposición
“Existen ultraflitros sobre N” es más débil que la proposición “Existen ultrafiltros no princiaples
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sobre N”, (ver [9, p. 468] y [8, p. 21]). Y por un trabajo no publicado de Carlos Di Prisco,
Nathan Bowler, Christian Delhommé, Marianne Morillon y Adrian Mathias titulado “Flutters
an Chameleons”, se tiene la demostración de que OP implica que “Existen ultraflitros sobre N”, de
modo que en el Modelo de MathiasM3 existen ultraflitros. Entonces si la respuesta a la Pregunta
8.1.2 es NO, quedaŕıa probado que “Existen ultraflitros sobre N” 6→ “Existen ultraflitros no
principales sobre N”. En conclusión, quedaŕıa demostrado que la proposición “Existen ultrafiltros
no principales sobre N” es más fuerte estrictamente que la proposición “Existen ultraflitros sobre
N”, lo que se conjetura en [9, p. 468] y [8, p. 21].

8.2 El Modelo de Solovay y la proposición “Existen ultrafiltros no prin-
cipales sobre N”

Para construir al Modelo de Solovay (L(R)) necesitamos dos métodos de construcción de modelos
de la teoŕıa de conjuntos:

(I) El siguiente teorema nos ofrece un método (“el Colapso de Lévy”) para colapsar cardinales
usando la técnica de forcing:

Teorema 8.2.1. Sea κ un cardinal regular y λ > κ un cardinal inaccesible. Entonces existe
un orden parcial (P,<) tal que:

(a) Cualquier α, κ ≤ α < λ, tiene cardinal κ en M[G], y

(b) Cualquier cardinal ≤ κ y cualquier cardinal ≥ λ sigue siendo un cardinal en M[G],

En particular M [G] |= λ = κ+.

Una demostración de este teorema puede encontrarse en [20]. El orden parcial (P,<) utili-
zado, que se denota por Col(κ,< λ), es el siguiente: P son todas las funciones cuyo dominio
está contenido en λ× κ tal que

(i) |Dom(p)| < κ,

(ii) p(α, ξ) < α, para todo (α, ξ) ∈ Dom(p).

El orden parcial de P es: p < q ↔ p ⊇ q.

(II) Constructibilidad relativizada L(A): Sea A un conjunto cualquiera, éste se dice transitivo
si, y solo si, ∀z se cumple que (z ∈ X → z ⊆ A). Además, se define la clausura transitiva
de A como el menor conjunto (respecto a ⊆) transitivo y que contiene a A. Se denotará por
Cl(A). Ahora, definimos el modelo L(A) por inducción transfinita sobre los ordinales de la
siguiente manera (ver [20]):

L0(A) = Cl({A})

Lα+1(A) = {X ⊆ Lα(A) : X es definible con parámetros en la estructura (Lα(A),∈)}

Lλ(A) =
⋃
β∈λ

Lβ(A) , λ ĺımite

L(A) =
⋃

α∈Ord

Lα(A).
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Es importante destacar que el modelo L(A) definido anteriormente se puede definir dentro
de ZFC. Se cumple que L(A) es un modelo transitivo de ZF que contiene a todos los
ordinales. L(A) es el menor modelo transitivo de ZF que contiene a los ordinales y a A.

(Nota: Este segundo método de construcción de modelos se puede haber sustituido por otro
método, HOD(A), la clase de todos los conjuntos hereditariamente definibles con ordinales
con parámetros de A, y el propio A. Ver [20] o [19], entre otros.)

(III) Sea M un modelo transitivo de ZFC (M puede ser V , L, o un conjunto numerable). Sea
λ un cardinal inaccesible en M . Sea M [G] la extensión genérica que se obtiene aplicado el
Colapso de Lévy: Col(ℵ0, < λ). Sea R en M [G], y sea L(R) en M [G]. L(R) es el Modelo de
Solovay, y la manera como se construyó es una de las formas que se utiliza para hacerlo.

Se cumple que L(R) es un modelo de ZF (el Axioma de elección es falso en L(R)), y además
se cumple en éste:

• El Principio de elecciones dependientes (DC).

• Todo conjunto de reales es medible Lebesgue y tiene la propiedad de Baire.

• Todo subconjunto no numerable de reales contiene un subconjunto perfecto.

Ver [20] o [19], entre otros, para las definiciones y la demostración de este teorema.

Como el TUF implica que existe un subconjunto de reales que no es medible Lebesgue, se
infiere que en L(R) es falso el TUF. Lo mismo ocurre con el principio “Existe un ultrafiltro
no principal sobre N”, ya que éste implica que existe un subconjunto de reales que no
es medible Lebesgue (ver [6, p. 161-162]), entonces se concluye que en L(R) no existen
ultrafiltros no principales sobre N.

Veamos ahora las siguientes preguntas sobre L(R) y
P (N)

fin
. Donde

P (N)

fin
es el conjunto co-

ciente determinado por la relación de equivalencia en P (N) definida aśı: x ∼ y si, y solo si, x4 y
es finito (es decir, x es equivalente a y si ellos son casi iguales). Tales preguntas están relacionadas
con la proposición “Existen ultrafiltros no principales sobre N” (y con la subsección anterior), y
las mismas se pueden encontrar de manera impĺıcita en los art́ıculos [9, p. 468] y [8, p. 21] de Di
Prisco y Henle:

Pregunta 8.2.2.

(1) ¿Existe una extensión genérica de L(R), L(R)[G], que contenga un orden lineal de
P (N)

fin
?

(2) ¿Y en tal extensión, L(R)[G], existen ultrafiltros no principales sobre N?.

Las preguntas tienen pertinencia pues en L(R) no existen ultrafiltros no principales sobre N
y no se sabe si en la extensión L(R)[G] se agregó alguno (si se logra demostrar que existe tal

extensión). Además, si en L(R)[G] existe un orden lineal de
P (N)

fin
, y con dicho orden lineal se

puede construir un ultraflitro sobre N (este es uno de los resultados demostrados en el trabajo no
publicado -mencionado anteriormente- de Carlos Di Prisco, Nathan Bowler, Christian Delhommé,
Marianne Morillon y Adrian Mathias titulado “Flutters an Chameleons”), entonces si la respuesta
a la segunda pregunta de 8.2.2 es NO, se estaŕıa demostrando, como en el caso del Modelo de
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Mathias anterior que la proposición “Existen ultrafiltros no principales sobre N” es más fuerte
estrictamente que la proposición “Existen ultraflitros sobre N”, lo que se conjetura en [9, p. 468]
y [8, p. 21]. El Modelo de Mathias (M3) y la posible extensión del modelo de Solovay L(R)[G]
son dos maneras naturales de tratar de responder tal interrogante abierta sobre ultraflitros sobre
N y ultrafiltros no principales sobre N.
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[1] Betz, C., Introducción a la teoŕıa de la medida e integración. Univesidad Central de Vene-
zuela. 1992.

[2] Bourbaki, N., Topologie générale, Actualités Sci. Ind. 858 (1940), 916 (1942), 1029 (1947),
1045 (1948), 1084 (1949), Paris.
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Problemas y Soluciones

Problems and Solutions

Editor: José Heber Nieto (jhnieto@gmail.com)
Departamento de Matemática, Facultad Experimental de Ciencias

Universidad del Zulia, Maracaibo. Venezuela.

Los problemas apropiados para esta sección son aquellos que puedan ser abordados por un
estudiante de matemática no graduado sin conocimientos especializados. Problemas abiertos
conocidos no son aceptables. Se pre�eren problemas originales e interesantes. Las soluciones
y los problemas propuestos deben dirigirse al editor por correo electrónico, en español o
inglés, a la dirección arriba indicada (preferiblemente como un archivo fuente en LATEX). Las
propuestas deben acompañarse de la solución, o al menos de información su�ciente que haga
razonable pensar que una solución puede ser hallada.

Appropriate problems for this section are those which may be tackled by undergradu-
ate math students without specialized knowledge. Known open problems are not suitable.
Original and interesting problems are preferred. Problem proposals and solutions should
be e-mailed to the editor, in Spanish or English, to the address given above (preferably as
a LATEX source �le). Proposals should be accompanied by a solution or, at least, enough
information on why a solution is likely.

1 Problemas propuestos

El problema propuesto a continuación se planteó en la EGMO (European Girls Mathematical
Olympiad) 2020, competencia que este año se realizó de manera virtual.

147. Los enteros positivos a0, a1, a2,. . . , a3030 satisfacen 2an+2 = an+1+4an para n = 0, 1, 2, . . . , 3028.
Pruebe que al menos uno de los números a0, a1, a2,. . . , a3030 es divisible entre 22020.

2 Soluciones

Recordamos que no se han recibido soluciones a los problemas 24�25, 27�28, 44, 54, 59, 69, 79,
84�91, 94�100, 108�113, 116, 118�123, 126, 128�129, 133�143 y 145�146. Invitamos a los lectores
a enviarnos sus soluciones para esos problemas.

51. [9(2) (2001) p. 209.] Sea α > 0 un número real y consideremos x1 < x2 < · · · las soluciones
reales de la ecuación x sen(xα) = log(x). Hallar los valores de α para los cuales

∑∞
n=1

1
xn

converge.

Solución del editor: Sea f(x) = x sen(xα) − log(x). Sea yk = ((2k + 1)π2 )
1/α. Como para

k = 0, 1, 2 . . . se tiene que sen((2k+1)π2 ) = 1 si k es par y −1 si k es impar, es fácil ver que
y0 < x1 < y1 < x2 < y2 < x3 < · · · Por lo tanto

∑∞
n=1

1
xn

converge si y sólo si

∞∑
n=1

1

yn
=

(
2

π

)1/α ∞∑
n=1

(
1

2k + 1

)1/α

converge, y ésto ocurre si y sólo si 1/α > 1, es decir si α < 1.
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82. [12(1) (2004) p. 96.] Sea ABC un triángulo. Sean E y F puntos en los segmentos BC y
CA respectivamente, tales que CE

CB + CF
CA = 1 y ∠CEF = ∠CAB. Sean M el punto medio

del segmento EF y G el punto de corte de la recta CM con el segmento AB. Demostrar
que el triángulo FEG es semejante al triángulo ABC.

Solución del editor: Sea E′ el corte de la paralela a CA por E con el lado AB. Sea E′′ el
corte de la paralela a CB por E′ con el lado CA.

Tenemos entonces:
CE′′

CA
=
BE′

BA
=
BE

BC
=

(
1− CE

CB

)
=
CF

CA
,

de donde se deduce que F = E′′. Por lo tanto CEE′F es un paralelogramo (ya que EE′ ‖
CF y E′F ‖ CE). Como las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio,
entonces CE′ pasa por M , de donde G = E′. Entonces CEGF es un paralelogramo y por
lo tanto 4FEG ∼ 4EFC. Por otro lado, ∠ECF = ∠ACB y ∠CEF = ∠CAB, de donde
4EFC ∼ 4ABC. Tenemos entonces que 4FEC ∼ 4EFC ∼ 4ABC.

83. [12(1) (2004) p. 96.] Se tiene un tablero cuadriculado de 10× 10 casillas. La mitad de sus
casillas se pintan de blanco, y la otra mitad de negro. Un lado común a dos casillas en el
tablero se llama lado frontera si estas dos casillas tienen colores diferentes. Determinar el
mínimo y el máximo número de lados frontera que puede haber en el tablero. Justi�car las
respuestas.

Solución del editor: El máximo es 180 y se obtiene cuando el tablero se colorea como un
tablero de damas. En efecto, los segmentos que pueden ser frontera son los interiores (los
que no pertenecen al borde del tablero) y todos ellos son frontera cuando se colorea el
tablero como un damero.

El mínimo es 10, y se obtiene cuando todas las casillas a un lado de una mediana (una de
las dos líneas que unen puntos medios de lados opuestos) se pintan de un color y las que
están del otro lado se pintan del otro color. Para probar que efectivamente 10 es el mínimo
observemos que el número de segmentos frontera verticales entre dos columnas adyacentes
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no puede ser inferior a la diferencia (en valor absoluto) entre los números de casillas negras
en cada columna. Por lo tanto, si se modi�ca cada columna poniendo todas las casillas
blancas encima de las negras, el número de segmentos frontera no crece. Repitiendo este
proceso para las �las, se obtiene una coloración con menor o igual número de segmentos
frontera y en la cual si una casilla es negra también lo son todas las que se encuentran
debajo o a la izquierda de ella. Si en esta coloración hay una �la completamente blanca
y otra completamente negra (o una columna completamente blanca y otra completamente
negra) es claro que debe haber al menos 10 segmentos frontera. De lo contrario se presentará
una de las dos siguientes con�guraciones:

En cada una de ellas el número de segmentos frontera es x+ y, y en ambos casos se tiene

x+ y ≥ 2
√
xy ≥ 2

√
50 > 14.
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