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Resumen

En el presente trabajo se realiza un estudio cualitativo de un modelo matemético para
la eliminacién de una droga del cuerpo humano, particularmente el caso en que la matriz
fundamental del sistema tiene un valor propio nulo y otro par de valores propios imaginarios
puros, a través de ejemplos se verifican los resultados obtenidos. Adicionalmente se realiza
un estudio preliminar del metabolismo de un firmaco en el organismo hasta su eliminacién,
el efecto que provoca y su incidencia en Cuba.
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Abstract

In the present paper, a qualitative study of a mathematical model for the elimination of
a drug from the human body is carried out, particularly the case in which the fundamental
matrix of the system has a null eigenvalue and another pair of pure imaginary eigenvalues,
through examples the results obtained are verified. Additionally, a preliminary study of the
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metabolism of a drug in the body until its elimination, the effect it causes and its incidence
in Cuba is carried out.

Key words and phrases: Mathematical model, qualitative analysis.

1 Introduccion

En el eterno quehacer del hombre por tratar de describir los diversos fenémenos que ocurren el la
vida cotidiana, procesos de diversa indole como la dindmica poblacional, los eventos meteorolégi-
cos, los fenédmenos electromagnéticos, las reacciones e interacciones quimicas, el crecimiento de
tumores, el comportamiento de farmacos, drogas entre otros, son objeto de estudio de muiltiples
ramas del conocimiento humano y frecuentemente modelados matematicamente en términos de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales.

Un modelo matemético nos da la posibilidad de estudiar integralmente el proceso, predecir
su desarrollo, hacer estimaciones cuantitativas de los cambios que ocurren en él con el trans-
curso del tiempo; pero nunca serd idéntico al objeto real, no transmite todas sus propiedades
y peculiaridades. Para hacer posible la descripciéon matematica de un fenémeno real cualquiera,
inevitablemente tendra que ser simplificado, idealizarlo, resaltando y tomando en cuenta sélo los
factores mas importantes que actian sobre éste y despreciando a los menos considerables. Sur-
giendo asi el problema sobre si se han elegido correctamente o no las hipétesis de simplificacién.

Es posible que los factores no considerados influyan fuertemente en el fenémeno estudiado, e
intercambien sus caracteristicas cuantitativas y cualitativas. En ultima instancia esta cuestion se
transforma en la préctica, viendo si corresponden o no las conclusiones obtenidas con los datos
del problema real, pero de todas formas en muchos casos se pueden senalar las condiciones bajo
las cuales ciertas simplificaciones no son posibles.

Muchos problemas de la Medicina y la biologia son modelados matemaéticamente mediante
ecuaciones diferenciales y determinar asi su comportamiento en el tiempo. Un ejemplo de esto se
encuentra recogidos en los trabajos [4], donde se presentan un conjunto de modelos mateméticos
que frecuentemente han sido objeto de estudio en la medicina y biologia. En [10] se presenta un
modelo bicompartimental intrabasal y extrabasal donde se realiza una simulacién numérica para
realizar una interpretacién de los resultados obtenidos.

Entre los modelos farmacocinéticos mas estudiados desde el punto de vista matematico estan
los de difusién de una droga a través de la sangre arterial, tejido y sangre venosa, estudiado
en [9], donde la solucién se realiza mediante transformada de Laplace y simulacién numérica,
asi como [6], donde los autores estudian mediante dos compartimientos el efecto de dos drogas en
el tratamiento del cancer, donde también realizan un tratamiento numérico al modelo propuesto.

Algunos trabajos precedentes realizan un estudio matematico del metabolismo de una droga
usando diversas vias de administracién, como [11], donde se realiza estudio de un caso particular
de una droga administrada por via intravenosa y se estudia usando formas normales el caso en que
la matriz fundamental del sistema tiene un valor propio nulo y un par negativos. En [?] se presenta
un modelo compartimental para la eliminacién de una droga en el organismo suministrada por
via oral y su estudio usando formas normales de forma general.

Otras modelos mateméticos para el comportamiento de una droga son estudiados en [1, 3, 2],
en cuyos trabajos se presentan de forma general modelos para el comportamiento de una droga
suministrada por via oral, olfativa y por via intravenosa, en todos los casos se realizan de forma
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general estudios cualitativos mediante formas normales. Una coleccién de modelos semejantes
pueden ser consultados en [14].

Segun la OMS La droga se define como: “Toda sustancia que, introducida en un organismo
vivo, es capaz de modificar una o mas funciones de este”. Es Toda sustancia quimica de origen
natural o sintético que al introducirse por cualquier via (oral-nasal-intramuscular-intravenosa)
ejerce un efecto sobre el sistema nervioso central (SNC), compuesto por el cerebro y la médula
espinal, de los organismos vivos [5]. Estas sustancias son capaces de inhibir el dolor, modificar el
estado animico o alterar las percepciones.

La produccién, consumo, comercializaciéon y trafico ilicito de drogas, constituyen una pro-
blematica de relevancia social desde que el ser humano descubrié que el consumo de algunas
sustancias (drogas) modificaba su estado de conciencia. La drogadiccién es una enfermedad que
consiste en la dependencia de sustancias que afectan el sistema nervioso central y las funciones
cerebrales, produciendo alteraciones en el comportamiento, la percepcién, el juicio y las emo-
ciones. Los efectos de las drogas son diversos, dependiendo del tipo de droga y la cantidad o
frecuencia con la que se consume. Pueden producir alucinaciones, intensificar o entorpecer los
sentidos, provocar sensaciones de euforia o desesperacion. Algunas drogas pueden incluso llevar a
la locura o la muerte [8]. El consumo de drogas, tanto legales como ilegales, est4 muy presente
en nuestra sociedad, y se ha convertido en un severo problema de salud publica en el mundo,
que estd generando consecuencias negativas no sélo en el d&mbito individual de quien la consume,
sino también a nivel familiar y de la sociedad en su conjunto.

1.1 Problematica a nivel mundial

Segun el Informe Mundial sobre las Drogas 2017 de la UNODC, la legalizacién del cannabis en
algunas partes del mundo parece haber acelerado el consumo diario y las consecuencias relacio-
nadas para la salud, conjuntamente al aumento sin precedentes de la fabricaciéon de cocaina, la
expansién de las drogas sintéticas a nuevos mercados y las continuas deficiencias en la disponibi-
lidad de tratamientos contra las drogas. Alrededor de 284 millones de personas de entre 15 y 64
anos consumieron drogas en todo el mundo en 2020, lo que supone un aumento del 26 % respecto
a la década anterior.

Las personas jovenes estan consumiendo maéas drogas y los niveles de consumo actuales en
muchos paises son mas altos que los de la generaciéon anterior. En Africa y América Latina, las
personas menores de 35 anos representan la mayoria de quienes reciben tratamiento por trastornos
relacionados con el consumo de drogas.

Se estima que, a nivel global, 11.2 millones de personas se inyectan drogas. Alrededor de la
mitad vive con hepatitis C; 1.4 millones con VIH y 1.2 millones, con ambos.

La legalizacién del cannabis en Norteamérica parece haber aumentado su consumo diario,
especialmente el de productos cannabicos potentes y sobre todo entre las personas adultas jéve-
nes. También se han reportado aumentos relacionados en personas con trastornos psiquidtricos,
suicidios y hospitalizaciones. La legalizacién ha incrementado los ingresos fiscales y, en general,
ha reducido las tasas de detencién por posesiéon de cannabis.

La produccién de cocaina alcanzé un méximo histérico en 2020, con un crecimiento del 11 %
respecto a 2019, alcanzando las 1.982 toneladas. Las incautaciones de cocaina también aumenta-
ron, a pesar de la pandemia de COVID-19, a un récord de 1.424 toneladas en 2020. Casi el 90 %
de la cocaina incautada a nivel mundial en 2021 fue traficada en contenedores y/o por mar. Los
datos sugieren que el trafico de cocaina se estd expandiendo a otras regiones fuera de los princi-
pales mercados de América del Norte y Europa, con niveles crecientes de trafico hacia Africa y
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Asia.

El tréfico de metanfetamina contintia expandiéndose geograficamente; 117 paises informaron
sobre incautaciones de metanfetamina entre 2016 y 2020, frente a 84 que lo hicieron entre 2006
y 2010. Por su parte, las cantidades de metanfetamina incautadas se quintuplicaron entre 2010 y
2020.

La produccién de opio en todo el mundo crecié un 7% entre 2020 y 2021, alcanzando las 7.930
toneladas, debido principalmente a un aumento de la produccién en Afganistan. Sin embargo,
la superficie global de cultivo de amapola se redujo un 16 %, con 246.800 hectdreas cultivadas
durante el mismo periodo.

En Estados Unidos y Canadd, las muertes por sobredosis, provocadas principalmente por la
epidemia del uso no médico del fentanilo, siguen batiendo récords. Las estimaciones preliminares
en Estados Unidos apuntan a mas de 107.000 muertes por sobredosis en 2021, frente a unas 92.000
en 2020.

1.2 Situacién en Cuba

Cuba no estd ajena a la amenaza de la droga y sus impactos. Las instituciones y programas con
que cuenta el Estado cubano para la protecciéon a la familia, la ninez y la juventud, asi como
a la seguridad social, el acceso universal y gratuito a la salud, educacién, cultura y recreacion,
dan garantia al despliegue sostenible de la politica antidroga estructurada y multifactorial con
participacion activa de las organizaciones sociales y de masas, lo cual constituye su principal
fortaleza. En Cuba la produccién, venta, demanda, trafico, distribucién y tenencia ilicita de
drogas, estupefacientes o sustancias psicotrépicas son delitos severamente penados por la ley [7].

2 Presentacion del modelo matematico

Estudiemos el caso de una droga ingerida para evaluar su eliminaciéon a través de los comparti-
mientos presentados en el diagrama siguiente, donde vamos a suponer que Sc es la concentracién
de la droga en el Sistema circulatorio, Or es la concentracion de la droga en el Organo y Me es
la concentracién de la droga en el Metabolito respectivamente.

a
ill alZ _
. - I

Sistema Ay Oraano

Circulatorio | 9
Qi3 az
Kk, CEN a,
]|
Metabolito
v
k3

Figura 1: Diagrama compartimental del metabolismo de la droga
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En virtud de este diagrama se formula el siguiente modelo de ecuaciones diferenciales ordina-
rias

dsS,
dt = _(a‘12 —an + kl)Sc + a2107‘ +az1 M, + SC(Scy Om Me)
0, 2.1
dt = a12Sc - (a21 + a23)0r + aza M, + OR(SCa OT7 Me) ( . )
dM,
Y a13Sc + a230, — (as1 + ass + k3) M. + Mg(S., O,, M.)
donde
Sc(Se, O, M) = 3 SP () S0 OP2 MP2, Ip| = p1 + p2 + ps
[p|>2
OR(Se, Oy, M) = 3 O (t)SPrOP2 MP2, Ip| = p1 +p2 + p3
[p|>2
Mp(Se,0p, Mo) = ) M (t)SEOP2 MPe, lp| = p1+p2+ps
[p|>2

Consideremos S., O, y M, los valores admisibles de la droga en los compartimentos I, II y
III respectivamente y Sp, O, vy M, las concentraciones totales de la toxina en el correspondiente
compartimiento, de modo que las variables S, = S.—5S., O, = 0, —O, y M, = M, Me y cuando
S, — 0,0, = 0y M, — 0 se cumplen las siguientes condiciones S. — S., O, — O, y M, — M. lo
cual constituye el objetivo principal de este trabajo. La cantidad de droga que se encuentra en los
compartimientos cumple el principio de conservaciéon de masas, o sea N = S.(t) + O,.(t) + M.(t).

Donde a;; > 0 representa la concentracién de droga que se traslada desde el compartimiento
1 al compartimiento j
a1 > 0 representa la concentraciéon de droga que comienza a circular en el sistema, a;; = 0
cuando no se consume y aq; > 0 si todavia sigue consumiendo la droga.

Las series Sc¢/(Se, Op, M), Or(Se, Oy, M.) vy Mg(Sc, O, M,) son perturbaciones externas,
como por ejemplo si el que consume droga es alcohdlico, si por el contrario es un atleta saludable
que realiza ejercicios fisicos y comienza a tomar drogas etc., desde el punto de vista matematico
son infinitesimales de orden superior.

Por otra parte, k1 > 0 representa la concentracion de droga que es eliminada desde el Sistema
circulatorio. ks > 0 representa la concentracién de droga que es eliminada desde el Metabolito.
Ademas, —a;;x; representa el paso del elemento x; desde el compartimento ¢ y con signo positivo
la llegada al compartimento j. Con el objetivo de reducir el niimero de pardametros introducimos
el siguiente cambio de variables:

21 =208, 2=0,, 23=M., a=ai2—ai, b=asn +ax c=a3 +ass,

vamos a considerar que la perturbacién ocurre en la ecuacién del érgano, o sea S¢(Se, O, M) = 0,
Or(Se, 0., M,.) = 20,3 y M.(S.,O,, M.) = 0, de modo que el sistema con las nuevas variables
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se transforma en:

d’JJl

o —(a+ k1)z1 + a1z2 + azi1x3

dxr

d7t2 = a12%1 — bl’g + a32T3 + ag.’t% (22)
d.f[:g

T 1321 + ag3x2 — (¢ + k3)xs

3 Analisis cualitativo

Analicemos el comportamiento de las trayectorias del sistema (2.2) en una vecindad de la posicién
de equilibrio (0,0,0), para lo cual se emplea el método de primera aproximacién. La matriz de la
parte lineal del sistema tiene la forma:

—(a+k1) axn asi
A = a2 7b aso
a3 ass —(c+ks)

donde el polinomio de Hurwitz asociado a la matriz A tiene la expresion:
AB —+ nl/\2 —+ 77,2)\ —+ ns,
donde

ny=(a+b+c+ ki +ks)
ng = a(b+c+ks) +b(c+ ki + ks) + ki(c+ k3) — a12a21 — a13a31 — az3as2

ns3 = (a+ k1) (b(c+ k3) — aszasze) — a1 (ag1b + az1as2) — a12 (ag1 (¢ + k3) + azsasi)

por tanto el comportamiento de las trayectorias alrededor de la posicién de equilibrio estd sujeto
al siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si se cumplen las condiciones siguientes:

e aot+b+c+ ki + ks> arr.

o a(b+c+ks)+blc+ ki + k3) + ki(c+ k3) > arpa91 + arzas; + assass.

o (a+ k1) (b(c+ ks) — azzazz) > a1z (az1b + az1asz) + a1z (a1 (¢ + k3) + azzas:).
entonces, el sistema es asintdticamente estable.

Demostracion. De cumplirse estas condiciones todos los menores principales de la matriz de
Hurwitz,

ny 1 0
Hi=|n3 ny m
0 0 ns

seran mayores que cero, por lo tanto esta es una condicién necesaria y suficiente para que las
raices del polinomio caracteristico asociado a la matriz A tengan parte real negativa, de este
modo, el sistema es asintéticamente estable, en caso contrario es inestable. O]
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Nota 3.1. Es claro que la condicién a12 + b+ ¢+ k1 + k3 > aq1 se refiere a que si en el sistema
la concentracion de droga que se encuentra en los compartimientos y la concentraciéon de droga
que se elimina es menor que la concentraciéon de entrada a;; habra control en el sistema, en caso
contrario, si ocurre que a1z + b+ ¢+ k1 + k3 < a11 la concentracién de entrada es superior a la
que se encuentra en los compartimientos y la que se puede eliminar, de modo que estamos en
presencia de una sobredosis y el sistema es inestable, en este caso las consecuencias para la salud
son nefastas y de ocurrir esto el paciente puede morir.

3.1 Caso en que aparecen dos valores propios imaginarios puros y uno
nulo

En [12] se estudia el caso en que se presenta un valor propio nulo, uno negativo y otro par con parte
real negativa para lo cual fue necesario reducir el sistema en la forma cuasi-normal combinada,
en este caso vamos a estudiar el caso en que aparecen dos valores complejos conjugados con parte
imaginaria nulo y otro valor propio nulo, supongamos que en el sistema (2.2) se cumplen las
siguientes condiciones:

a=—ki, a12=0, b=—(c+ks), a3 =c—ks, as =asz1, asz =—az, az = —(c+ks3),

supongamos ademés que aiszas; < 2ks(c+ k3), en cuyo caso se tiene el siguiente sistema

dxl

g T Gs1T2 — amiy

dx

d—;: (c+ k3)xa — (¢ + k3)xs + aoay (3.1)
d.’IJg

= 18T + (¢ — k3)xg — (c + k3)xs,

la matriz de la parte lineal del sistema tiene la forma:

0 asi —asy
As3=1 0 c+ks —(c+ks)
ai13 C*kg 7(C+]€3)

y los valores propios son: Ay = 0, Ao = \/oi y A3 = —+/0i, donde 0 = 2kz(c + k3) — aizas;.
Mediante el cambio de variables £=S3y se reduce el sistema al sistema equivalente

dy:
—_— Y
dt l(ylay%y3)
dys )
= o + Yo (y1,92,¥3) (3.2)
dy3 .
E = —0Yy3 + )/S(ylayQay3)
donde:
2]63 iyz Ys
Y; 5 ) = ta ) Yt )
11, 42,95) = o am <\/5+Z(C+k3)“/1 c+ ks +ivo
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Yol )=y 4+ (c+ k3) i (c+ks) )
2\Y1,Y2,Y3) = Y1 c+k3—iﬁy2 c+k3+i\/5y3

Y3(y1,y2,43) = y1 +y2 + us

2ks3 azy asy
a1s o —(c+ks) io+c+ks
53: 1 C+k3 C+/€3
—i/o+c+ks io+c+ks
1 1 1

Teorema 3.2. El cambio de variables:

Y1 = 21 + ha(z1) + ha(21, 22, 23)
Y2 = 22 + ha(z1) (3.3)
y3 = 23 + ha(21)

transforma el sistema (3.2) al sistema:

le

=7
a A=)
d
% = 0izy + Za(21, 22, 23) (3.4)
ng .
T —0iz3 + Z3(21, 22, 23)

donde z3 = Zo, Za(z1,22,23), Z3(21,22,23) y h1(21, 22, 23) se anulan para zo = z3 = 0.

Demostracion. Derivando (3.3) a lo largo de las trayectorias de los sistemas (3.2) y (3.4) se
obtiene el sistema:

Y1(21 + hy + hy, 20 + ha, 23 + h3) = Z1(21) + @Zl(zl) + %Zl(zl) + %aizﬁ—
’ ’ dz 021 0z
Ohy s Ohy Ohy
—|—a—2 2(21, 22, 23) — P 30’1234- 82323(21’22723)
, - dhs
oihg + Ya(z1 + by + by, 22 + ha, 23 + hs) = Za(z21, 22, 23) + TZlZ1(Z1)
_ ) dhs
—oihs + Y3(z1 + h1 + hi, 20 + ho, 23 + h3) = Z3(21, 22, 23) + d—ZlZl(zl)
(3.5)

7 7 P1 P2 ,P3 8h (p) Pl P2 1 _ps 7

como hq(z1,29,23) = pz>:2h 211252 25, entonces a—zg = pazo pz;Zh 252728 = paha,
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oh _
similarmente a—lz;), = pshi, sustituyendo estas expresiones en (3.5) se obtiene:
z

3
- 8711 6/3,1
Yi(z1 4 hy + hy, 20 + ho, 23 + hg) — 5 Z1(z1) — 8722(21,22,23)_
oh dh h
,ai,z;ZS(ZlaZQ,ZB) - dizizﬂzﬁ = Z1(=1) + oip2 — p3)lu
i dhs :
Ya(z1 + hi + ha, 22 + ha, 23 + hs) — d21Z1(Z1) = Za(z1, 22, 23) — \/oihs
dhs

Y3(z1 + h + hi, 22 + ha, 23 + hs) —

] Z1(z1) = Z3(21, 22, 23) + \/0ihs3
21

cuando z3 = z3 = 0, se calculan las series Z1(z1), h1(21), ha(21) ¥ hs(z1) por medio del sistema
siguiente

dh
Yi(z1 + h1, ha, hg) — T;Z1(21) =Zi(=1)
dho )
Yo(21 + hi, he, hg) — 521(21) = —\/oihy
1
dhs )
Y3(z1 + hi, ho, hg) — delZ1(21) = \/oihs,
donde:
a13a31Q 3a2;a2, 02
Zia) = —— g -
iy (¢4 k3 — iy/a) (02 + 2k (iv/0))
ha(z1) = 203,/7i “
+3ia13a31a§ (C + kg — Z\/E) (0'2 + 2]{}3 (Z\/E))Z5 n
204,/ L
iy (¢ + ks + i/0) (02 + 2ks (—iv/0))
hg(Zl) = — Zl

203\/ci
+3ia13a31a§ (C + k’3 + Z\/E) (—0'2 + 2]€3 (’L\/E))Z5 i
20%\/a CA

en cambio cuando z2 # 0,y 23 # 0 respectivamente se calculan las series Zs (21, 29, 23), Z3(21, 22, 23)
y hi(z1, 22, 23) por medio del sistema

_ oh oh Oh -
Yi(z1 + hi, 22, 23) — 87521(21) - 6722122(21722723) - 372223(21,22723) = oi(p2 — p3)hy
Yo (21 + hy, 22, 23) = Za(21, 22, 23)
}/3(21 + h1722723) = 23(21722723)7

donde:
— 6ai3a31 (C + k‘3) 2
o%(c+ks)+ o3

B1(21,227Z3) = 212923 + ...
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Jiao (c+ k) ? (0% + 2kz /o)
o2\/o(c+k3) + o3i

30[2 (C —+ kg) 2 (—0'2 —+ 2k3\/E’L)
o3+ o02\/o(c+ ks)i

como la transformacién es distinguida, todos los términos resonantes son arbitrarios y en este

caso se toma hj(z1) = 0, para el caso no resonante hj(z;1) se obtiene de forma tnica, por lo tanto
el sistema (3.4) tiene la expresion:

22(212223) = — 212223 + ...

Z3(z1, 22, 23) = 212923 + . . .

2 2 9
dzl_ a13a3109 _3al3a31a2

3 5
dt - 2 1 ot 1
dzog 3iag (¢ + k3) 2 (02 + 2k3ﬁi) N
dt = 0122 0_2\/5(0 T k‘g) T 0_32_ 212223 .
dzs _ e 3o (C+kﬁ3)2 (—0’2 +2k‘3\/5i) n
dt = —O01z3 o3 T 0'2\/5(6 T kg)l 212223 N
lo que prueba la existencia del cambio de variables. O]
Teorema 3.3. La transformacion de coordenadas:
Z1 = U1
29 = ug + ho(ug, uz) (3.6)
z3 = u3 + ha(ug, usz)
reduce el sistema (3.4) a la Forma Normal Combinada:
uy = Ui (u1)
uh = otug + ug Py (ugus) (3.7)
U/3 = —Ji’LLg + 'LL3P3(’LL2U3).

Demostracion. Derivando (3.6) a lo largo de las trayectorias de los sistemas (3.4) y (3.7) se
obtiene el sistema:

Z1(u1) = Ur (1)
. Ohs Oho Ohy
O'Zhg + ZQ(Ul,UQ + h27U3 + h3) = U2P2(U2u3) + %O'ZUQ + %UQPQ(UQU?,) — %UZ’U{J;F
2 2 3
Oh
+6TZU3P3(U2U3)
) Ohs Ohs Ohs
—oihg + Z3(u1, u2 + ha,uz + hs) = ugPs(ugus) + a—wmuQ + a—uzung(ugug) — a—ugazug—i—
oh
+67uzU3P3(UQU3).
(3.8)
: (), p2, P2 Ohay (p), p2—1, p3
Para las series ha(ug,us) = Z hy 'us?us?, por tanto a—uzug = Palio Z hs 'us®  "us® = paha,
[p|>2 |p|>2
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39
o Ohs Ohs Ohs .
similarmente ——us = p3ho, —us = pohs y ——us = p3hs, por tanto sustituyendo estas expre-
8’&3 (9’[1,2 6u3
siones en el sistema (3.8) se obtiene:
Zl(ul) = Ul(ul)
. Ohy
(pg —pP3 — 1)0”Lh2 + UgPQ(’U,QUg) = ZQ(Ul,UQ + h27U3 + hg) — %UZUQPE(UQU?))—
Ohs
_a—ugugP3(uQu3) (39)
. hs .
(p2 — p3 + 1)oihs + ugP3(ugus) = Zs(u1,us + ho,us + h3) — aTLQUZWPz(UQU?))—
oh
_(r“)iuzugng(UQuz’))'

Cuando ps —p3 —1 =0y pa —p3s + 1 = 0 se calculan los coeficientes de las series Pa(ugus) y
P3 (UQU3),

— a1303102 3a2.a2, a2
Ul(ul): 5 U%— 13 431 2’Ufi’+...
g g
3 3
uQPQ(u2u3) _ 6042]{3 (C + ]{53) u%u?) B 3042 (C + k’3) iu%u;), +o.
20 ((c+ k3) 2+ o) 2o ((c+ k3)2+ o)
6ok (¢ + k3) 3 ag (¢ + ks)®
'LL3P3(U2’LL3) = U2u§ +

T et R +0)" " T B e (et k)T F o) AT

en el caso contrario se calculan los coeficientes de las series ho(usz,us) y hs(us,us), donde:
31.012 (C + kg) 3 (70,13&31 + 2]433 (C + kg + Z\/E)) 2
hQ(Ug,Ug):— - 3 UgU3 + . . .
2\/3 (2/€3 (C + ]fg) — (113G31) (C + kg + ’L\/E)

i (¢4 k) ® (—aisasy + 2ks (¢ + ks 4+ i1/0)) N
2\/5(21433 (c+k3)fa13a31)(c+k3+i\/5)2 278

h3(U2,U3) =

lo que prueba la existencia del cambio de variables. De este modo el sistema (3.7) tiene la forma:

2 2 2
, 1303102 4 3ai3a5,05
uy = — u; — 1

o2 ] o ui + ...
3aoks (C + kg) 3 3an (C + kg) 3
— 2us — iu2
3anks (c + k3)3 3 +k3)3
= —oiug + —o2kale TR o Boa(cth)

iugu3 + .. ..
o((c+k3)2+0) 2y/o((c+k3)2+0)
Teorema 3.4. Si se cumplen las condiciones siguientes:
® (2113031 < 0

3anks (¢ + k3)3
[ ]
o((c+k3)2+0)

<0,
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entonces las trayectorias del sistema (3.10) son asintdticamente estables, en caso contrario son
inestables.

Demostracion. Sea la funcién de Liapunov:

2
u
1
VS(u17u27u3) = + ugug,

2
derivando respecto a t se obtiene:
d‘/é a13a3102 4 6042]473 (C + k’3) 3 2 9
— = 1 R: , Ua, .
dt o2 1 + o((c+ks)2+ U)d2u3 R (w1, u2, 13)

La expresién Rgs(u1,us,u3) contiene potencias de grado superior a tres, por tanto, usando el

dV:
principio de primera aproximacién podemos concluir que d—; < 0 si se cumplen simultaneamente
3anks (c+ k3) 3

o((c+k3)2+0)
asintoticamente estable. O

las condiciones asaqzas; < 0y

< 0, de este modo la posicién de equilibrio es

Supongamos ahora que se cumplen las condiciones del Teorema 3.4

Ejemplo 3.1. Sean ¢ = —0,3, a13 = 0,1, ag; = 0,1, k3 = 0,1 y as = —0,1, de esta forma el
sistema resultante es:

W1 12, — 01
T T2 —U,1T3
M 02wy + 0,225 — 0,103
dt = —U,272 423 — U, 1To
s ) 1z1 — 0425 + 0,2
E = U, 171 — U,aT2 + ,4X3,
los wvalores propios de la matriz fundamental son Ay = 0, Ao = 0,022¢ y A3 = —0,022¢, en este

caso el comportamiento grdfico muestra estabilidad.

X
04}
03 /\/\/\/\/\/\/\
0.2}
0.1}
- - - — - - - —
50 100 150 200 50 100 150 200
Figura 2: Gréfico de las trayectorias x1(t) en el Figura 3: Grafico de las trayectorias de z2(t)
Ejemplo 3.1 en el Ejemplo 3.1
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X3
0.35
0.30
0.25]
0.20
0.15
0.10]
0.05

50 100 150 200

Figura 4: Gréafico de las trayectorias x3(t) en el Ejemplo 3.1

X3
0.35

0.30]

0.25]

0.20]

0.15

0.10]

0.05]

X:
005 010 015 020 025 030
Figura 6: Gréafico de las trayectorias z2 vs x3(t)

Figura 5: Gréfico de las trayectorias de z2(t) vs vs 21 en el Ejemplo 3.1

x3 en el Ejemplo 3.1

Supongamos ahora que no se cumplen las condiciones del teorema (3.4)

Ejemplo 3.2. Sean c = 0,3, a13 = 0,1, az; = 0,1, ks = —0,1 y ay = 0,1, de esta forma el sistema
resultante es:

M s — 0,1

a0 T2 )13

dIQ

— = 0,279 — 0,223 + 0,123
dt

dl’g

T =0,1z1 + 0,425 — 0,223,

los wvalores propios de la matriz fundamental son A\ = 0, Ay = 0,02236¢ y A3 = —0,022367, en
este caso el comportamiento grdfico muestra estabilidad.
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X
0.5
0.4
0.3

0.2
0.1

50 100 150 200

Figura 8: Gréafico de las trayectorias de x2(t)

Figura 7: Gréfico de las trayectorias z1(t) en el
en el Ejemplo 3.2

Ejemplo 3.2

Figura 11: Gréafico de las trayectorias xs vs
x3(t) vs z1 en el Ejemplo 3.2

Figura 10: Gréfico de las trayectorias de z2(t) vs

x3 en el Ejemplo 3.2

Nota 3.2. Si no se cumplen las condiciones el teorema (3.4), se deben tomar las medidas pro-
fildcticas necesarias para modificar el cuadro clinico y evitar un desenlace fatal como consecuencia

de una concentracién excesiva de la droga.
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