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Resumen

Dado un grafo ¥ de orden t, simple, finito, y no vacio. Se llamara sobreposiciéon de ¥ al
grafo completo K; definido por ¥ U ¥, donde ¥ denota el complemento de W. Asf, dados
dos grafos G y H, simples, conexos, finitos, no vacios, y dos colores distintos. El nimero de
Ramsey R(G, H), se define como el menor entero positivo ¢, tal que existe algin grafo ¥
que contiene una copia monocromaética G de G, o ¥ contiene una copia monocromética H '
de H, y K; es una superposicién de VU, es decir, ¥ es un subgrafo de K;. De forma similar,
dados tres grafos G, Hy, y H2, simples, conexos, finitos, no vacios, y tres colores distintos
{0,1,2}, se define como el nimero Ramsey R(G, H1, H2) al menor entero positivo ¢ tal que
existe una terna de grafos (¥, W1, ¥5) que satisfagan lo siguiente: (1) ¥ = ¥; U ¥o; (2) El
grafo completo K es la superposicién de ¥; (3) |V(Ky)| = V()| = |[V(¥1)| = |V (¥2)[; (4)
E(¥:1) N E(¥s) = 0; y (5) El grafo ¥ contiene una copia monocromética G' de G, o de ¥
puede extraerse una copia monocromatica H 1 de Hi, o de U3 puede extraerse una copia mo-
nocromatica H; de Hs. En este trabajo se muestra que, para n > 4, dados los grafos K,, un
grafo completo, W, un grafo rueda, y D4 un grafo diamante. Si ¢t = méx{|K,|, |Whx/|, |D4|},
entonces R(Ky,, Wy, Ds) =t +2, parat € Z\ {1,2,3,4}.
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Palabras y frases clave: Numeros Ramsey, coloracién de grafos, nimeros combinato-
rios, unién de grafos, sobreposicién de grafos.

Abstract

Given a graph U of order ¢, simple, finite, and non-empty. An superposition of ¥ will
be called the complete graph K; defined by ¥ U ¥, where ¥ denotes the complement of
V. So, given two graphs G and H, simple, connected, finite, non-empty, and two differ-
ent colors. The Ramsey number R(G, H), is defined as the smallest positive integer ¢ such
that there exists some graph ¥ that contains a monochrome copy G’ of G, or ¥ contains
a monochrome copy H' of H, and K; is a superposition of ¥, that is, ¥ is a subgraph
of K;. Similarly, given three graphs G, Hi, and Hs, simple, connected, finite non-empty,
and three distinct colors {0, 1,2}, is defined as the Ramsey number R(G, H1, Hz) to the
smallest positive integer ¢ such that there exists a triplet of graphs (¥, Uy, U5) that satisfy
the following: (1) ¥ = ¥; U ¥y; (2) The complete graph K, is the superposition of ¥;
IV (K| = V(0)] = [V(¥1)] = [V(¥2)|; (4) E(1) 1 E(¥2) = 0; and (5) The graph W
contains a monochrome copy G’ of G, or from ¥; can be made a monochrome copy Hj of
Hi, or from ¥y a monochrome copy Hj of Hy can be extracted. In this work it is shown
that, for n > 4, given the graphs K,, a complete graph, W,, a roll graph, and D4 a diamond
graph. If t = méx{|K,|,|Wax|, |Da|}, then R(K,, Wy, Ds) =t +2, for t € Z* \ {1,2,3,4}.

Key words and phrases: Ramsey numbers, graph coloring, combinatorial numbers,
graph union, graph superposition.

1 Introduccion

El origen de la teoria de grafos se remonta al siglo XVIII, en el ano 1736, con el problema de los
puentes de Konigsberg, el cual consistia en encontrar un camino que recorriera los siete puentes
del rio Pregel. La solucién a dicho planteamiento fue considerada como el primer resultado de la
teoria de grafos y el primer resultado topoldgico en la geometria. Se define el grafo G como un
par de conjuntos (V, E), denotado por G = (V, E), donde V es un conjunto no vacio de elementos
llamados vértices o nodos y F es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V, llamados
lados o aristas; si G no posee lazos ni lados miltiples es un grafo simple. El orden de G, denotado
por |V, es el ntimero de vértices de G. En 1933, Erdos y Szekeres en [7], inician el estudio de la
teoria Ramsey, llamada asi en honor a Frank P. Ramsey. Tiempo después descubrieron la conexién
con los trabajos que Ramsey consiguié en su corta vida. En 1947, P. Erdés en [6], afirma que el
propio Ramsey habia observado que

k(k—1)
2

Rk, k) <27 =7, (1.1)

que luego mejord obteniendo:
R(k, k) < Kl (1.2)

aunque él mismo aventuraba que esta cota podria reducirse. En 1972, Chvétal y Harary en [5],
dan en forma general una cota inferior para los nimeros Ramsey:

R(G,H) 2 (e(G) = 1)(x(H) = 1) + 1, (1.3)
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14 José Figueroa - Tobias Rosas - Henry Ramirez - Armando Anselmi

donde ¢(G) es el orden de la componente mds larga de G, y x(H) es el ntimero cromético del
grafo H. En 1984, Burr y P. Erdos en [2], dan una cota inferior mds general que la de Chvétal y
Harary:

R(G,H)> (n—1)(x(H)—1)+o(H), (1.4)

donde G es un grafo conexo de orden n y o(H) el excedente cromético del grafo H. El grafo G es
bueno con respecto a H, denotado por H-bueno, si es validad la desigualdad (1.4) de lo contrario
G no contendria componentes H-buena. En 1994, Radziszowski y Xia en [9], dieron un método
sencillo y unificado para mostrar resultados del nimero de Ramsey R(Cj5,G), donde G es un
camino, ciclo o una rueda. En 1995, Zhou en [12], prueba que R(C,,, W,,) =2m + 1, para n > 3
impar y m > 5n — 7. En 2001, Surahmat y Baskoro demostraron en [10] que, para cada n > 3, se
tiene que R(P,,Wy) =2n—1y R(P,,Ws) = 3n — 2. En 2002, Baskoro et al [1], y en 2005, Chen
et al en [4], probaron que R(P,, Ws) = 2n — 1, para todo n > 6 y R(P,, W7) = 3n — 2, para todo
n > 7, respectivamente. En 2018, Villaroel et al en [11], estudiaron un método algoritmico para
el cdlculo del nimero baricéntrico de Ramsey para el grafo estrella. En 2019, Figueroa et al [8],
estudiaron los nimeros de Ramsey con componente h-buena y secuencias simétricas.

Dado un grafo ¥ de orden ¢, simple, finito, y no vacio. Se llamard sobreposicién de ¥ al grafo
completo K, definido por ¥ U ¥, donde ¥ denota el complemento de ¥. El niimero de Ramsey
R(G, H), se define como el menor entero positivo ¢, tal que existe algtin grafo ¥ de orden ¢, que
contiene una copia monocromaética G de G, o ¥ contiene una copia monocromética H "de H y
K es una superposicién de W. Nétese que en esta definicion de niimero Ramsey se utilizan dos
grafos y dos colores. El objetivo de este trabajo es determinar un método, que permita hallar el
menor grafo completo Kr(x, w,,p,) = YU ¥ UW¥s, con U = ¥, U Uy, que coloreado con tres
colores diferentes, cumpla una de las siguientes afirmaciones:

. . YO /
e U contiene una copia monocroméatica G de K.
. 7. ’
e U, contenga una copia monocromatica H; de W,.
. . !
e Uy contenga una copia monocromdtica H, de Dy.

En el ejemplo que se presentard n es el orden inicial del grafo dado, y ¢ = max{|k,|,|Wx|, |D4|}.
El procedimiento fundamental es: primero incrementar el nimero de vértices ¢ en una unidad
(t = t+ 1) formando el grafo completo K; ;. Luego, si

|E(Ki1)| < [E(Kn)| + [E(Wn)| + [E(D4)],
en cuyo caso
[EW)| < [E(KW)|, BT < |[EW)|, v [E(W2)| <[E(D4)].

Se incrementa nuevamente el numero de vértices de t + 1 a ¢t + 2, formando el grafo completo
Ko y obteniendo que

[E(W)| > [E(KL)|, 6 [E(W)| 2 [E(Wa)| 6 |E(Ws)| 2 [E(D4)|.

2 —t
2

t
proviene del niimero combinatorio <2> que representa el niimero de aristas del grafo K;. Con

Para el célculo del nimero de aritas del grafo Ky o se utiliza el polinomio P(t) = que
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Los niimeros Ramsey para tres grafos y tres colores 15

dicho polinomio se definen |E(K;y2)| = P(t + 2). Para determinar el nimero de secuencias s;
P(t+2
con las que se colorea el grafo K;ys se define el polinomio Q(t) = (t+2)

2

t > 5. Con esto se define una aplicacién Y : E(K;y2) — (si)?:(?, que colorea los lados de
Kiyo = WU U U Yy, con cada s;, para cada t > 5, tal que satisfacen las definiciones 2.1 y
2.2 de la Seccién 2 de este manuscrito, es decir, garantiza la existencia de una funcién biyectiva
¢ que preserva las adyacencias entre grafos. Dicho con otras palabras, ¥ contiene una copia
monocromdtica G’ de K, o ¥; contiene una copia Hi de W,, o ¥, contiene una copia Hé de
Dy. En la Seccién 2 se dan algunas definiciones y enunciados que sustentdn este trabajo, en la
Seccién 3 se da un ejemplo y un cuadro de valores de donde se ilustra el resultado y finalmente
en la Seccion 4 se da el resultado y se demuestra.

)7 todo esto para

2 Preliminares

Definicién 2.1. Sean G y H dos grafos distintos del vacio y se consideran dos colores diferentes.
Se dice que el par (G, H) es isomorfo al par (G,, H/), si G' es bueno con respecto a H, si existe
un grafo ¥ tal que G ¥ o H <T. Ademas, satisfacen la existencia de una funcién biyectiva
¢ que preserva las adyacencias entre los vértices de los grafos, es decir,

D) ¢:V(G) = V(G)uw; € B(G) & o(u)elv)) € B(G) o
i) ¢ V(Hl) — V(H);upvp € E(Hl) < o(uk)p(vp) € E(H)

Definicién 2.2. Sea ¥ un grafo de orden ¢, simple, finito, y no vacio. Se llamara sobreposicion
de U al grafo completo K; definido por ¥ U ¥, donde ¥ denota el complemento de .

Proposicion 2.1. Dado el grafo completo K;, con t € N, se tiene que

[ttt
|E<Kt>—cz—<2>— _

Definicién 2.3. Dado el grafo completo Ky, con t € N, se definira

t(t—1)
2

P(t) = [E(K)| =
al polinomio que determina el nimero de aristas del grafo completo Kj.
Corolario 2.1. Dados los grafos completos Kyy1 y Kiyo, cont € N, se tiene que:

(t+1)(t) _ t*+t (t+2)(t+1)  *+3t+2

P(t+1)= P(t+2)=
(t+1) 5 5 y (t+2) 5 5
Definicién 2.4. Sean {0, 1,2} tres colores dados y s = (x1,...,2,) la sucesién, con z; € {0, 1,2},
construida de la siguiente forma:

1. La sucesién s es monocromatica. Fijado x1, se tiene que x; = x;_1 parai =2,...,7.

2. La sucesion s es bicromatica. Hay un indice k, con 1 < k < r, tal que zx_1 < xp y

Ty = = Tk-1 y L= "=2Tr
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16 José Figueroa - Tobias Rosas - Henry Ramirez - Armando Anselmi

3. La sucesién s es tricromética. Hay dos indices k y ¢, con k,qg < r y k < g, tales que
T < Tqg < Tpy

xlz.":xk‘ 1’k+1:...:xq qurl:...:xr

Proposicién 2.2. Sean {0, 1,2} tres colores dados y r la longitud de la sucesion s = (x1,..., %)
construida como en la Definicion 2.4, entonces el numero de suceciones posibles formadas por los
tres colores estd dado por el numero combinatorio

(r+2> _(r4+2)(r+1)
2 ) 2 '
Demostracion. Claramente se tiene una sola secuencia s tal que x; = 0 para todo ¢ =1,...,r.
Ahora se procedera a fijar el mayor nimero de entradas de s con el color 0 y se determinara la
cantidad de sucesiones que se puedan formar con los colores {0, 1,2}. Siz; =0parai=1,...,7—1
se obtienen 2 sucesiones ya que z,, = 1 0 x,, = 2. Sise hace x; = 0 parai = 1,...,r—2 se obtienen
3 sucesiones ya que las iltimas dos coordenas podrian ser (1, 1), o (1,2) o (2,2). Nétese que bastan
tres cambios para llegar de (1,1) hasta (2,2), es decir, el nimero de coordenadas no fijadas més
una unidad.

Razonando de forma similar se tendria que para r — k coordenadas fijadas, y por tanto k no
fijadas el nimero se sucesiones tricromaéticas que se pueden obtener son k + 1. Teniendo asi el
siguiente cuadro

Coord. Fijas rir—1r—=2|-- | r—Fk|- - 3 2 1
Coord. No Fijas || 0 1 2 k e lr=3 | r=2|r—-1
# Sucesiones 1 2 3 e k1 P =2 r=1 r

De manera que se tiene, fijando el color 0, un total de

r—1 r
) .or(r+1)
E 1) = E —
. (i+1) ' i 5
1=0 =1
Por 1ltimo, nétese que faltan la sucesiones s tal que x; = 1 para todo i =1,...,7 y la sucesiones

bicromaticas con los colores 1 y 2, las cuales suman r 4 1, pues es r el niimero de cambios que se
deben realizar para llegar de

(1,...,1) — (2,...,2)
N— " hasta e —

r—veces T—veces

Por tanto, se tiene un total de

r(r+1)
2

Yrbl=(r+1) (g+1) _ (r+2)2(7“+1) _ (7"—|—2)2(!:!—|—1)7’! _ (r—;—2>

O

Corolario 2.2. Sean el grafo completo Kyyo, con t € N, y {0,1,2} tres colores. Entonces el
numero de sucesiones s, definidas como en la Proposicion 2.2, para colorear los lados de Ko

estd dada por el nimero
P(t+2)+2
an = (")),
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Los niimeros Ramsey para tres grafos y tres colores 17

Demostracion. Basta hacer r = P(t + 2) y, aplicando el Corolario 2.1 y la Proposicién 2.2, se
obtiene el resultado deseado. O

Definicién 2.5. Sean G, H; y Hs tres grafos, simples, conexos, finitos, no vacfos y {0, 1,2} tres
colores diferentes. El nimero de Ramsey denotado por R(G, Hy, H3), es el menor entero positivo
t, tal que existe una terna de grafos (¥, ¥, Us) que satisface:

1. U =T, UT,.
2. El grafo completo K; es la superposicién de W.
3. V(K| = V(W) = [V(¥)] = [V(¥2)].

4. E(U,) N E(Ty) = 0.

Ut

. El grafo ¥ contiene una copia monocromdtica G’ de G o de ¥; puede extraerse una copia
s ! . s . ’
monocromatica H; de H; o de ¥, puede extraerse una copia monocromatica H, de Hy.

Definicién 2.6. Sean G, H; y Ho tres grafos distintos de vacios. Se dice que la triada (G, Hy, H3)
es isomorfa a la triada (G, Hy, Hy), si G es bueno con respecto a Hy, o a Ha, es decir, existe una
triada (¥, Uy, Usy) tal que

G <AV, H, <V, y H,<U,.

Ademas, existe una funcién biyectiva ¢ que preserva las adyacencias entre los vértices de los
grafos, es decir,

i) 0:V(G) = V(G);uw; € B(G) & o(ua)p(vy) = wazy € E(G) o
i) ¢: V(H) = V(H1);ucva € B(Hy) € o(uc)p(va) = yeza € E(Hr) o
i) 5 V(H) = V(Ha)i uevs € B(H)  (uc)o(vr) = vz € E(Hy).

Definicién 2.7. Sean G, H; y Hs tres grafos simples, conexos, finitos y no vacios. Sean

P(t+2):<t;2> . Q(t):<P(t2+2))

Se dice que Kr(q,u,,H,), contiene componentes h-buena, si al colorear los lados de
KR(G,Hl,Hg) =v U \:[11 U \:[12

con cada secuencia s;, definidas como en la Definicién 2.4 para todo i = 1,---,Q(t), donde
|E(Kg(G,H,,H,))| = P(t +2) es el tamafio de cada secuencia para ¢t > 5, existe una coloracién
. . . / .
con s; donde ¥ contiene una copia monocromatica G de G con el primer color, o de ¥; puede
. Yo !
extraerse una copia monocromatica H; de H; con el segundo color, o de Uy puede extraerse una
. Yo /
copia monocroméatica H, de Hy con el tercer color.
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3 Ejemplo ilustrativo

Ejemplo 3.1. Sea n = 4 y tomense los grafos G = K4 el completo, Hi = Wy la rueda, y
Hy = K4 — 1 el diamante. Considérese t = mdz{|G|, |H1|,|Hz2|} = max{4,5,4} = 5. Luego, se
aumenta el valor de t en una unidad (t — t+ 1), para formar el grafo completo Kg. Usando el
Corolario 2.1 se tiene que el numero de lados

5245

IB(Ke)| = P(5+1) =

15.

Pero es imposible extraer de K¢ una copia monocromdtica de G con el primer color, o una copia
monocromtica de Hy con el sequndo color, o una copia monocromadtica de Ho con el tercer color.
Notese que la secuencia de coloracion mds critica en el presente ejemplo es

(0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2)

pues distribuye de forma uniforme y simétrica el nimero de veces que aparece cada color en la
secuencia. Ahora, al disminuir en una unidad el nimero de veces que aparece el tercer color en
la secuencia se elimina la posibilidad de extraer de K¢ una copia monocromdtica de Hy con el
tercer color, o al aumentar en una unidad el numero de veces que aparece el primer color permite
extraer de Kg una copia monocromdtica de G con el primer color. Sin embargo, al disminuir en
una unidad el tercer color y aumentar en una unidad el sequndo color se obtiene una secuencia
con cuya coloracion no es posible extraer de Kg una copia monocromdtica de G con el primer
color, o una copia monocromtica de H, con el sequndo color, o una copia monocromdtica de Hy
con el tercer color. Por tanto, al tomar la secuencia

(0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2)

se tiene que no se pueden extraer las copias antes mencionadas.

Dada la observacion anterior se puede inferir que una condicion suficiente para que se pueda
extraer de Kg una copia monocromdtica G con el primer color, o una copia monocromdtica de
H; con el sequndo color, o copia monocromadtica de Ho con el tercer color, es que el nimero de
aristas del grafo completo que se estudie sea mayor o igual que |E(G)| + |E(Hy)| + |E(Hz)|. Por
tal razon, se vuelve a incrementar el numero de vértices en uno, es decir, t+1 — t+2, obteniendo
ast un numero de 7 vértices para formar el grafo completo K. Luego, usando el Corolario 2.1
cont =5, se tiene que el numero de lados de K7 es

524+ 3x54+2
P(5+2) = |B(Kr)| = ——"0——— = 21> 19 = |E(G)| + |[E(H,)| + | E(Hy)|.

Ahora, aplicando el Corolario 2.2 se tiene que

005 = <P(5 +22) +2> _ <P(7;+ 2) _ (223> 23 : 2 _ o

Entonces existe una aplicacion

T : E(Kra.my) — (3172,
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,253.

para cada s;, coni=1,---
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so35 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2)
se36 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2)
se37 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2)
se3s = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2)
S239 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2)
S240 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2)
soq1 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2, 2,2 2)
So42 = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
saas = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2 2)
Soqa = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2 2)
Soq5 = (1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2/2,2,2,2,2,2 2)
soge = (1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2/2.2/2,2,2 2 2 2)
soar = (1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,/2,2/2,2.2 2 2 2)
saas = (1,1,1,1,1,2,2,2,2,2/2,2,2,2,2/2,2,2 /2 2 2)
Soq9 = (1,1,1,1,2,2,2,2,2,2/2,2,2/2,2/2,2.2 2 2 2)
se50 = (1,1,1,2,2,2,2,2,2/2,2,2/2,2 22,222 2 2)
sos1 = (1,1,2,2,2,2,2,2/2,2.2:2,2 2.2 222 2 2 2)
So52 = (1,2,2,2,2,2,2,2,2,22,2,2 222222 2 2)
5253 (2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2/2.2 222 2 2 2)

. © 6 6 o 4 o
oy

Iy

Figura 1: K7 coloreado con la secuencia s111 y los subgrafos U, Uy y Ws.

Por ejemplo, considére la secuencia S111 para colorear arbitrariamente los lados del grafo
completo K7, entonces hay una coloracidn tal que existe una terna de grafos (U, ¥y, ¥s) donde
se cumple que K7 = WU W, UV, y se puede extraer de U una copia monocromdtica G isomorfa
a G con el primer color, o extraer de V1 una copia monocromdtica Hi de Hy con el segundo
color, o extraer de Vo una copia monocromdtica H; de Hy con el tercer color. Nétese, que de ¥
se puede extraer una copia monocromdtica G isomorfa a G, como se observa en la Figura 1.

Finalmente, al colorear los lados del menor grafo completo Kr(a u, 1,y con cada secuencia
si, para todo i = 1,--- ,253, siempre existe una coloracion en la cual es posible extraer de ¥ una
copia monocromdtica G de G, o de Uy una copia monocromdtica Hi de Hi, o de Uy una copia
monocromdtica Hé de Hy. Por lo tanto, R(G,H1,Hy) =7, cont =5, n =4, para 3 grafos y 3
colores.
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El conjunto de valores obtenidos en el Cuadro 1, provienen de haber resuelto una variada
cantidad de ejemplos que dieron como resultado un conjunto de patrones de los ntimeros de
Ramsey para tres grafos y tres colores. Este conjunto de patrones obtenidos en el Cuadro 1,
satisfacen para tres grafos cualequiera, simple, finitos, no vacios, que solo van a depender del
nimero de vértices y de tres colores diferentes.

’ n>4 ‘ t>5 ‘ G=K, | Hi =W, | R(G,H,Ky4—1) ‘ |E(Ky2)] ‘ {s:} 2
n=4|t=5 Ky Wy 7 21 253
n=5|t=6 K; Wi 8 28 435
n=6|t="7 Kg We 9 36 703
n="7 t=28 K7 W7 10 45 1081

n ¢ K, W, t42 g PG

Cuadro 1: Patron obtenido de los nimeros Ramsey para los grafos K,,, Wy, y Dy.

4 Resultado principal

El siguiente resultado es un caso general, para tres grafos cualesquiera, simples, finitos, no vacios
y tres colores diferentes.

Teorema 4.1. Sean n > 4, K,, un grafo completo, W,, un garfo rueda, y D4 grafos diamante.
2

t*—t P(t)+2
Sean {0, 1,2} tres colores diferentes; t = mda{| K|, |[Whal, |D4|}; P(t) = — Q) = ( ( )2+ )

Y {si}?:(? el conjunto de las secuencias formadas con los tres colores como en la Definicion 2.4,
entonces R(Kp,W,,D4) =t+2, para t > 5.

Demostracion. Sean K,,, W,,, y Dy los grafos dados. Témese t = max{|K,|, |Wx|, |D4|}, asi t =
n + 1y definanse los polinomios

o ()5

Por otro lado, sean {0,1,2} tres colores diferentes y W = {sz}Q() el conjunto de secuencias
construidas como en la Definicién 2.4 con las cuales se realizaran las coloraciones de los grafos
que se estudiaran.

Supéngase ahora que R(K,,, W, D) =t + 1, entonces por la Definicién 2.5 existe una terna
(\If, \Ill, \112) tal que

t4 4+ 63 + 192 + 30t + 24
23 ‘

v aw= (") -

(i) U =0, UT,.

(ii) El grafo completo K41 es la superposicién de V.
(iif) [V V()] = [V(¥2)].
(iv) E(V

(Kep)| = [V(¥)[ =
1) N E(Ts) = 0.
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(v) El grafo ¥ contiene una copia monocromatica G’ de K, o de ¥; puede extraerse una copia
Yo ’ . Y /
monocromatica H; de W,, o de ¥y puede extraerse una copia monocroméatica H, de Djy.

Noétese que si |[E(Ki11)| < |E(Ky)|+ |E(W,)| 4+ |E(D4)|, por los ftem (i), (ii), y (iv), se tiene
que
[E(U)| + [E(V1)] + [E(P2)] < [E(Kn)| + [EW)| + [E(D4)] (4.1)
pues |E(Ky1)| = |E(P)| + |E(¥1)| + |E(P2)|. Luego, por el item (v) se tendria que |E(¥)| <
|E(Ky)| o |[E(P1)| < |E(Wy,)| o E(Us)| < |E(Dy4)|. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que |E(9)| < |E(K,)|. De donde, usando la ecuacién (4.1), se obtiene que

[E(U)|+ |E(P2)| < |[E(Wn)| + |E(D4)| (4.2)

En este punto, por el mismo ftem (v), se tendria que |E(¥q)| < |[E(W,)| o E(¥3)| < |E(Dy)|.
De forma similar, y sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

[E(¥y)| < |[E(W,)| (4.3)
Asi, de las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3), se tiene que
[E(9)| < |E(Kn)| [E(P1)| < [E(W,)] |E(V2)| < |E(Dy)] (4.4)

Esto utlimo permite inferir claramente que no es posible extraer de ¥ una copia monocromaética
G de K, o de ¥ una copia monocromatica H i de W,,, o de ¥y una copia monocromaética H;
de Dy, lo cual es una contradiccién a lo supuesto de inicio.

Ahora, como t =n + 1 entonces n =t — 1

t—-1)(t—-2)

|E(Kn)| = |E(K—1)| = [E(Wi-1)| =2(t - 2) |E(Ds)l =4 (4.5)

2
y por tanto
t—1)(t—2 2 —3t+2)+4t—-2)+8 t2+t+2 t(t+1
t=Di=2) )2( )+2(t—2)+4:( )2( )+8 _ 5 =(2 )+1>|E(Kt+1)\

ya que t > 5. Luego, por lo demostrado anteriormente se tendria que R(K,, W,, Dy) >t + 1.
Procédase a aumentar el valor de ¢t + 1 en una unidad (¢t + 1 — ¢ + 2), para formar el grafo
completo Ky o cuyos lados serdn coloreados con las secuencias s; € W. Luego, por hipétesis se
tiene que |E(D4)| = 4 < t de donde:

t—1)(t—2 2 +3t—6
000y gy < EE=
Usando las ecuaciones (4.5) se obtiene que
2 +3t—6  t*4+3t+2
[E(K)| + [E(Wn)| + [E(D4)| < < = |E(K42)| (4.6)

2 2

Ahora, si se representan por C;(K;y2) al conjunto de lados coloreados con el color i, para
i =0,1,2. Se obtiene, usando la ecuacién (4.6), que las coloraciones del grafo completo Ky, o se
pueden dividir en varios grupos:
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o |Ci(Kiy)| > |E(Kn)|-
o [Ci(Ki2)| < |E(KW)| v |Ci(Kiy2)| 2 [E(Wn)|.
o [Ci(Kipo)| < |E(Kn)| v [CilKig2)| < [EWn)| v |Ci(Kip2)| = [E(Da)].

para ¢ =0,1,2.
Supéngase ahora que se colorea el grafo K; s con una secuencia s; € W tal que

|Ci(Kii2)| = [E(Ky)|

Aqui, se hace ¥ al subgrafo monocromatico de K; 2 coloreado con el color i tal que |V (¥)| =
|V (Kit2)]. Como |E(¥) > |E(K,)|, y dado que K12 es conexo, entonces se puede extraer de ¥
un subgrafo G’ conexo monocromatico isomorfo a K,,, para i = 0, 1, 2. Luego, al colorear los lados
de K12, con las secuencias s; dadas, existe por las definiciones 2.7 y 2.6, una funcién biyectiva
¢ que cumple que

0:V(G) =5 V(K,); ety € B(G) < o(uq)e(vy) = wawy € E(K,).

Si se colorea el grafo Ko con una secuencia s; € W tal que |C;(Kyt2)| < |E(Ky)| ¥
|Ci(Kiy2)| > |E(W,,)|, para i = 0, 1,2, entonces se hace ¥; al subgrafo monocromatico de Ko
coloreado con el color ¢ tal que |V (¥1)| = |V(K;y2)|. Como |E(U,) > |[E(W,,)|, y dado que Ky 12
es conexo, entonces se puede extraer de ¥y un subgrafo H{ conexo monocromdtico isomorfo a
W,,. Luego, al colorear los lados de K 92 con las secuencias s; dadas, existe por las definiciones
2.7 y 2.6, una funcién biyectiva ¢ que cumple que

@:V(HY) = V(W,);  uwg € E(Hy) & ¢(ve)p(va) = yeya € E(W).
Por tltimo, si se colorea el grafo K1, con una secuencia s; € W tal que
Ci(Key2)| < [E(G)]  y  [CilKi2)| < [E(HY)|  y  |Ci(Kiy2)| = [E(Hz)|

para i = 0, 1,2, entonces se hace ¥y al subgrafo monocromético de Ky coloreado con el color
i. Como |E(¥g) > |E(Dy4)], y dado que Ko es conexo, entonces se puede extraer de ¥s un
subgrafo H) conexo monocromaético isomorfo a W,,. Luego, al colorear los lados de K2 con las
secuencias s; dadas, existe por las definiciones 2.7 y 2.6, una funcién biyectiva ¢ que cumple que

¢ : V(Hz) = V(Da);uevy € B(Hy) & p(uc)p(vy) = 2025 € E(Dy).
Cumpliéndose que G es bueno con respecto a H, es decir, existe el grafo completo
Ko =0 UT; UTy

tal que de ¥ se pueda extraer una copia monocroméitica G’ de K,, o de ¥; pueda extraer
una copia monocromética H{ de W,, o U5 pueda extraer una copia monocromética H, de Dy,
tendiendo entonces que R(K,,, W,, D) =t + 2, para t > 5. O
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