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Resumen

Se establecen demostraciones alternativas y directas de algunos teoremas de la geometŕıa
moderna eucĺıdea entre los siglos XVII y XIX como lo son el teorema de Vecten, el teorema
de Dostor, teorema de Blanchet y el teorema de Viviani.
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Abstract

Alternative and direct proofs of some theorems of euclidean modern geometry between
the XVII and XIX centuries are established such as Vecten theorem, the Dostor theorem, of
Blanchet and the theorem Viviani.

Key words and phrases: Modern geometry, Vecten’s theorem, Dostor’s theorem,
Balnchet’s theorem, Viviani’s theorem, proofs.

1 Introducción

La demostración de los teoremas que se tratan bajo razonamiento clásico (deductivo), como lo son
los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani en el espacio eucĺıdeo simple Ω, fue obtenida
por Legendre en [7], Dostor en [4] y Viviani en [12]. En este trabajo, se muestran cuatro resultados:
las pruebas de cuatro teoremas de los siglos XVII al XIX y es bajo razonamientos clásicos, en
esencia, bajo los teoremas de Ceva (ver [2]) y Thales, de congruencia y semejanza de triángulos.
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Se presenta la divulgación de dichas pruebas, dadas también por generaciones actuales como lo
hace Orellana en [10], con figuras ilustrativas y de forma detallada para hacer más comprensible
las ideas que se presenten.

2 Preliminares

A continuación se presenta una lista de la simboloǵıa que se usa en el trabajo:

Ω plano eucĺıdeo

Ai, Bi, Ci, ... puntos en Ω, para i ∈ N
{i, j, k} = {1, 2, 3} significa que i, j, k ∈ {1, 2, 3} con i, j, k distintos entre si.

←→
AE recta que pasa por los puntos A,E ∈ Ω.

L recta en Ω

AB segmento entre los puntos A,B ∈ Ω.
−−→
AB rayo que inicia en B y pasa por B.

4ABC triángulo de vértices A,B,C ∈ Ω

4ABC ∼ 4DEF semejanza entre los triángulos 4ABC y 4DEF
X ∼= Y congruencia entre las estructuras X e Y (segmentos, ángulos, triángulos)

�ABCD cuadrado de vértices A,B,C,D ∈ Ω.

∠ABC ángulo de vértice en B, con lados BA y BC.

m(X) medida de la estructura X (ángulo, segmento).

a (4ABC) área del triángulo 4ABC.

Ahora se presentan los teoremas que servirán de pilares fundamentales para el desarrollo de
las demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani.

Teorema 2.1 (Teorema de Thales). (ver [8]). Si dos rectas cualesquiera son cortadas por rectas
paralelas, los segmentos que se determinan en una de las rectas son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra recta.

Teorema 2.2 (Primer Criterio de Semejanza). Dos triángulos son semejantes si tienen dos pares
de ángulos respectivamente iguales.

Teorema 2.3 (Teorema de Pitágora). (ver [1]). El cuadrado de la longitud de la hipotenusa de
un triángulo rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

Teorema 2.4 (Teorema de Ceva). (ver [6]). Dado un triángulo cualquiera 4A1A2A3, si Ek es un
punto interior del segmento AiAj, para {i, j, k} = {1, 2, 3}, entonces los segmentos EiAi (para
i = 1, 2, 3) son concurrentes si, y solo si, se cumple que

m
(
A1E3

)
m

(
E3A2

) · m (
A2E1

)
m

(
E1A3

) · m (
A3E2

)
m

(
E2A1

) = 1

Teorema 2.5 (Teorema de Euclides). (ver [1]). Sea el triángulo rectángulo 4ABC con ángulo
recto en el vértice B y sea BD la altura desde B al lado AC, entonces

[m (BD)]
2

= m (AD) ·m (DC)
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Teorema 2.6 (ver [5]). Dado el triángulo 4A1A2A3 y Mi el punto medio del segmento AjAk
para {i, j, k} = {1, 2, 3}, entonces se cumple que:

1. El triángulo 4MiMjAk es congruente con el tiángulo 4M1M2M3, para {i, j, k} = {1, 2, 3}.

2. El segmento m
(
AiAj

)
= 2m

(
MiMj

)
, para {i, j} ⊂ {1, 2, 3}, es decir, m (AiMk) = m (MiMj)

para {i, j, k} = {1, 2, 3}

3 Algunos teoremas de la geometŕıa euclidea entre los si-
glos XVII y XIX

En esta sección se establecen demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y
Viviani.

Teorema 3.1 (Teorema del punto de Vecten). Sea el triángulo 4A1A2A3 ⊂ Ω y �AiAjBkCk el
cuadrado construido sobre los lados AiAj, para {i, j, k} = {1, 2, 3} respectivamente. Además, sea
el punto Pk centro del cuadrado �AiAjBkCk para {i, j, k} = {1, 2, 3}. Entonces, si Ai es opuesto
a Pi, los segmentos AiPi son concurrentes en un único punto v llamado punto de Vecten, para
i ∈ {1, 2, 3} .

Demostración. Considérese el triángulo 4A1A2A3 y el punto medio M3 del lado A1A2. Como
P3 es el centro del cuadrado �A1A2B3C3, se tiene que M3P3 cumple que A1A2 ⊥ M3P3 de
manera que m(A1M3) = m(A2M3) = m(P3M3), y aśı 4A1M3P3

∼= 4A2M3P3 por el criterio de
congruencia (L.A.L.) (ver Figura 1-(a)). En efecto: ∠P3M3A1 = π

2 = ∠P3M3A2, pues A1A2 ⊥
M3P3; el segmento P3M3 es lado común de loa triángulos 4P3M3A1 y 4P3M3A2; y m(M3A1) =
m(M3A2) pues M3 es el punto medio del lado A1A2.

(a) Congruencias de triángulos 4A1M3P3 y
4A2M3P3.

(b) Perpendicularidad de los segmentos P1M3 y
P2M3.

Figura 1: Teorema de Vecten
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Notemos que el segmento A2M1
∼= M3M2, por el Teorema 2.6 (ver Figura 1-(b)). Como

A2M1
∼= P1M1, entonces M3M2

∼= P1M1. Por un razonamiento similar se obtiene que M3M1
∼=

A1M2
∼= M2P2. Como 4A2M1M3

∼= 4A1M3M2, se tiene que ∠A2M1M3
∼= ∠M3M2A1, por el

Teorema 2.6, y como ∠A2M1P1 = 90◦ = ∠A1M2P2, entonces ∠M3M1P1
∼= ∠M3M2P2. Aśı se

tiene que 4M3P1M1
∼= 4M3M2P2, y por tanto lo segmentos M3P1 y M3P2 son congruentes.

Luego, dado que ∠M3M2A2 + ∠M2P2M3 + ∠P2M3M2 = 90◦, ∠M1M3M2
∼= ∠M3M2A1 y

∠M2P2M3
∼= ∠P1M3M1, entonces ∠M1M3P1 + ∠M2M3M1 + ∠P2M3M2 = 90◦. De manera que

el ∠P2M3P1 es recto en M3 ya que P1M3 ⊥ P2M3. Pero como el ∠P1M3P2 y el ∠A1M3P3 son
rectos, y el ∠P2M3A1 es adyacente a ambos ángulos, entonces ∠A1M3P1

∼= ∠P3M3P2. Luego,
tomando en cuenta que m(A1M3) = m(P1M3) se tiene que A1M3

∼= P1M3, de manera que
4A1M3P1

∼= 4P1M3P2 por el criterio de congruencia (L.A.L.) (ver (a) en Figura 2). De esto
último se obtiene que P2P3

∼= A1P1.
Por otro lado, como la suma de los ángulos internos del triángulo 4AP1P2 suman 180◦, y

tomando en cuenta que: ∠M3P1A ∼= ∠M3P2A; ∠AP1P2 = ∠M3P1P2 − ∠M3P1A; y ∠P1P2A =
∠M3P2A+ ∠M3P2P1 se obtiene que P2P3 ⊥ A1P1 (ver (a) en Figura 2).

(a) 4A1M3P1
∼= 4P3M3P2 (b)

3⋂
i=1

AiPi = O

Figura 2: Representación del Teorema del punto de Vecten.

En forma análoga se obtiene que P1P2
∼= A3P3 y P3P1

∼= A2P2 de donde se deduce que
P1P2 ⊥ A3P3 y P3P1 ⊥ A2P2, respectivamente. Por tanto, en el triángulo 4P1P2P3 se tiene que
AiPi contiene a la altura del lado PjPk para {i, j, k} = {1, 2, 3}. Luego, como el ortocentro O del
triángulo 4P1P2P3 está dado por la intersección de sus alturas, se tiene que

{O} = A1P1 ∩A2P2 ∩A3P3

y por tanto lo segmentos AiPi son concurrentes en el punto V = O (ver (b) en Figura 2), para
i ∈ {1, 2, 3}.

Teorema 3.2 (Teorema de Dostor). En todo triángulo rectángulo al trazar una perpendicular
desde el punto medio de uno de sus catetos sobre la hipotenua, entonces la medida del otro cateto
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al cuadrado es la diferencia de las medidas de los segmentos al cuadrado determinados por el pie
de la perpendicular trazada sobre la hipotenusa.

Demostración. Sea el triángulo 4A1A2A3 rectángulo en el vértice A2. Considérense el punto
medio M del cateto A2A3; la perpendicular MD1 trazada desde M sobre la hipótenusa A1A3; y
la perpendicular A2D2 trazada desde el vértice A2 sobre la hipótenusa A1A3, entonces

MD1 ∩A1A3 = {D1} y A2D2 ∩A1A3 = {D2}

m(A2M) = m(MA3) (3.1)

de manera que los puntos A1, D2, D1, A3 colineales (ver Figura 3) y

m
(
D2A3

)
= m

(
D2D1

)
+m

(
D1A3

)
(3.2)

De igual forma, tomando el segmento A1A3, se tiene

m
(
A1D1

)
+m

(
D1A3

)
= m

(
A1A3

)
= m

(
A1D2

)
+m

(
D2A3

)
. (3.3)

(a) Triángulo 4A1A2A3

(b) Triángulo 4A3D2A2 (c) Triángulo 4A3D1M

Figura 3: Representación para el Teorema de Dostor.

Las perpendiculares A2D2 y MD1 determinan respectivamente los triángulos 4D2A3A2 y
4D1A3M , y aśı se tiene que: ∠A2D2A3

∼= ∠MD1A3 pues ambos son águlos rectos en D2 y D1,
respectivamente; ∠A1A3A2

∼= ∠A1A3A2 por ser ángulo común; y ∠D2A2A3
∼= ∠D1MA3 por

ser ángulos correspondientes entre paralelas. Aśı, por el Teorema 2.2 se tiene que 4D2A3A2 ∼
4D1A3M , y por tanto

m
(
D1A3

)
m

(
A3M

) =
m

(
D2A3

)
m

(
A2A3

) . (3.4)
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Tomando en cuenta la ecuación (3.1) se tiene que

m
(
A2A3

)
= 2m

(
A2M

)
= 2 m

(
MA3

)
,

y sustituyendo en la ecuación (3.4) se obtiene

m
(
D2A3

)
= 2m

(
D1A3

)
(3.5)

De manera que, usando la ecuación (3.2), se tiene

m
(
D1A3

)
= m

(
D2D1

)
(3.6)

y por tanto D1A3
∼= D2D1.

También, tomando en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene que

m
(
A1D1

)
= m

(
A1D2

)
+m

(
D1A3

)
y entonces

m
(
A1D2

)
= m

(
A1D1

)
−m

(
D2D1

)
(3.7)

Ahora, aplicando el Teorema 2.5 al triángulo 4A1A2A3, se tiene que[
m

(
A2D2

)]2
= m

(
A1D2

)
·m

(
D2A3

)
y usando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se obtiene que[

m
(
A2D2

)]2
=

[
m

(
A1D1

)
−m

(
D2D1

)]
· 2

[
m

(
D2D1

)]
y aśı [

m
(
A2D2

)]2
=

[
2 m

(
A1D1

)
·m

(
D2D1

)]
− 2

[
m

(
D2D1

)]2
. (3.8)

Por otro lado, aplicando el Teorema 2.3 al triángulo 4A1D2A2 y usando la ecuación (3.7), se
tiene que [

m
(
A1A2

)]2
=

[
m

(
A2D2

)]2
+

[
m

(
A1D1

)
−m

(
D2D1

)]2
,

Desarrollando cuadrados y tomando en cuenta la ecuación (3.8) se tiene que[
m

(
A1A2

)]2
=

[
m

(
A1D1

)]2 − [
m

(
D2D1

)]2
y por la ecuación (3.6) se finalmente que[

m
(
A1A2

)]2
=

[
m

(
A1D1

)]2 − [
m

(
A3D1

)]2

Observación 3.1. Podemos probar directamente también para la última parte por congruencia
de triángulos, osea que 4A1A2D2

∼= 4A2A2A3 y esto llevará a que

m
(
A1A2

)[
m

(
A1D1

)
−m

(
D2D1

)] =

[
m

(
A1D1

)
+m

(
D1A3

)]
m

(
A1A2

) .
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Teorema 3.3 (Teorema de Blanchet). Sean el triángulo 4A1A2A3 y Dk ∈ AiAj para {i, j, k} =
{1, 2, 3}. Si algún AiDi es altura del lado AjAk para {i, j, k} = {1, 2, 3} y P ∈ AiDi para
i = 1, 2, 3, entonces ∠DjDiAi ∼= ∠DkDiAi para {i, j, k} = {1, 2, 3}

Demostración. Sin pérdida de generalidad sea A3D3 la altura del lado A1A2 en el triángulo
4A1A2A3. Además, sean D1 y D2 puntos sobre los lados respectivos A2A3 y A1A3 tales que,

A1A2 ∩A3D3 = {D3} A2A3 ∩A1D1 = {D1} A1A3 ∩A2D2 = {D2}

Como se tiene que P ∈ AiDi para i = 1, 2, 3 entonces

A1D2 ∩A2D3 ∩A3D1 = {P}

Trazando la recta L paralela al lado A1A2 del 4A1A2A3, tal que

L ∩4A1A2A3 = {A3}.

y prolóngando los segmentos D3D2 y D3D1 hasta los puntos E1 y E2, respectivamente (ver
Figura 4), se tiene que

−−−→
D3D2 ∩ L = {E1} y

−−−→
D3D1 ∩ L = {E2}.

(a) Segmentos, rectas y extensiones (b) Triángulos relevantes

(c) Ángulos iguales

Figura 4: Representación para el Teorema de Blanchet.

Dado que D3A3 es la altura de A1A2 entonces ∠PD3A2 es recto, y como A1A2 ‖
←−−→
E1E2

entonces ∠PA3E2 es recto. Se busca probar que el triángulo4E1D3E2 con base E1E2 es isósceles.
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Nótese que se cumple lo siguiente: ∠D1A3E2
∼= ∠D1A2D3 y ∠D1E2A3

∼= ∠D1D3A2 por ser
ángulos alternos internos entre paralelas; y ∠E2D1A3

∼= ∠D3D1A2 por ser ángulos opuestos por
el vértice. De manera que, por el Teorema 2.2, se tiene que 4D1D3A2 ∼ 4D1E2A3 y por tanto

m
(
D1A2

)
m

(
A2D3

) =
m

(
D1A3

)
m

(
A3E2

) (3.9)

Por otra parte se tiene que: ∠D2A3E1
∼= ∠D2A1D3 y ∠D2E1A3

∼= ∠D2D3A1 por ser ángulos
alternos internos entre paralelas; y ∠A3D2E1

∼= ∠D3D2A1 por ser ángulos opuestos por el vértice.
De manera que 4D2A3E1 ∼ 4D2A1D3 y por tanto

m
(
D3A1

)
m

(
A1D2

) =
m

(
E1A3

)
m

(
A3D2

) (3.10)

Ahora, como las cevianas A1D1, A2D2, A3D3 en el triángulo 4A1A2A3 son concurrentes en
el punto P (ver [2]), y aplicando el Teorema 2.4, se tiene que

m
(
A1D3

)
m

(
D3A2

) · m (
A2D1

)
m

(
D1A3

) · m (
A3D2

)
m

(
D2A1

) = 1. (3.11)

Al multiplicar las ecuaciones (3.9) y (3.10) se tiene que,

m
(
D1A2

)
m

(
A2D3

) · m (
D3A1

)
m

(
A1D2

) =
m

(
D1A3

)
m

(
A3E2

) · m (
E1A3

)
m

(
A3D2

)
y por tanto

m
(
D1A2

)
m

(
A2D3

) · m (
D3A1

)
m

(
A1D2

) · m (
A3E2

)
m

(
D1A3

) · m (
A3D2

)
m

(
E1A3

) = 1 (3.12)

Ahora, aplicando transitividad en las ecuaciones (3.11) y (3.12), se obtiene que

m
(
A1D3

)
m

(
D3A2

) · m (
A2D1

)
m

(
D1A3

) · m (
A3D2

)
m

(
D2A1

) =
m

(
D1A2

)
m

(
A2D3

) · m (
D3A1

)
m

(
A1D2

) · m (
A3E2

)
m

(
D1A3

) · m (
A3D2

)
m

(
E1A3

)
de manera que cancelando términos se obtiene que

m
(
A3E2

)
m

(
E1A3

) = 1

Aśı, aplicando el Teorema 2.3 a los triángulos 4E2A3D3 y 4E1A3D3 se obtiene que E2D3
∼=

E1D3 lo que implca que α = ∠D1D3A3
∼= ∠D2D3A3 = β.

Teorema 3.4 (Teorema de Viviani). Sean un triángulo equilátero 4A1A2A3 y P es un punto
interior cualquiera al triángulo. Si Dk ∈ AiAj tal que PDk ⊥ AiAj para {i, j, k} = {1, 2, 3},
entonces la medida de la altura del triángulo es igual a

m
(
PD1

)
+m

(
PD2

)
+m

(
PD3

)
.
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Demostración. Sea el triángulo 4A1A2A3 equilátero de lados con medidas

m
(
A1A2

)
= m

(
A2A3

)
= m

(
A1A3

)
= k con k ∈ R (3.13)

Como P es un punto interior al triángulo y PDk ⊥ AiAj (Dk ∈ AiAj tal que) para {i, j, k} =
{1, 2, 3}, entonces se obtiene que: PD2 es altura del 4A1PA3; PD3 es altura del 4A1PA2; y
PD1 es altura del 4A2A3.

Calculando el área de los triángulos determinados se tiene que

a (4A1A3) =
k ·m

(
PD2

)
2

a (4A1PA2) =
k ·m

(
PD3

)
2

a (4A2PA3) =
k ·m

(
PD1

)
2

.

(3.14)

Sin perdida de generalidad, tómese la altura A3D sobre el lado A1A2 del 4A1A2A3, aśı se
obtiene que

a (4A1A2A3) =
m

(
A1A2

)
·m

(
A3D

)
2

=
k ·m

(
A3D

)
2

.

Figura 5: Representación para el Teorema de Viviani.

Luego, en términos de áreas equivalentes ocurre que (ver Figura 5),

a (4A1A2A3) = a (4A1PA3) + a (4A1A2) + a (4A1PA3) .

y por tanto
k ·m

(
PD2

)
2

+
k ·m

(
PD3

)
2

+
k ·m

(
PD1

)
2

=
k ·m

(
A3D

)
2

.

lo que implica que

k

2

[
m

(
PiD2

)
+m

(
PiD3

)
+m

(
PiD1

)]
=
k

2
·m

(
A3D

)
,

teniendo aśı que
m

(
PD2

)
+m

(
PD3

)
+m

(
PD1

)
= m

(
A3D

)
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Observación 3.2. En concreto, podemos decir que la suma de las distancias desde un punto
cualquiera del interior del triángulo equilátero hasta los lados de este, no depende del punto P .
Esto es válido generalizando para poĺıgonos regulares de n ∈ N, (n > 2) lados. Considerando la

altura del 4A1A2A3 con medida m
(
A3D

)
igual a

m
(
A1A2

)
2

√
3, se tendrá un resultado análogo.
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[1] Bárcenas, Diómedes; Vivenes, José; Introducción a la Geometŕıa plana, Colección: Ciencias
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