UNIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

DEL ZULIA gztﬁr;;?’rigcsigrr\‘/icios Bibliotecarios y Repositorio cadémico

Divulgaciones Matematicas Vol. 22, No. 2 (2021), pp. 66-75 ©Autor(es)
https://produccioncientificaluz.org/index.php/divulgaciones/

DOI: https://doi.org/10.5281/zenodo. 7487520 e-ISSN 2731-2437
(CC BY-NC-SA 4.0) p-ISSN 1315-2068

Divulgacion de algunos teoremas de la geometria
moderna entre los siglos XVII y XIX

Divulgation of some theorems of modern geometry between the XVII and XIX
centuries

Eduardo Orellana (chileeduardo@gmail.com)
Departamento Matematica
Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacién
Santiago, Chile

Tobias Rosas Soto (tjrosas@gmail.com)

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8085-5011
Departamento de Matematica, Facultad Experimental de Ciencias
Universidad del Zulia
Maracaibo, Republica Bolivariana de Venezuela.

Resumen

Se establecen demostraciones alternativas y directas de algunos teoremas de la geometria
moderna euclidea entre los siglos XVII y XIX como lo son el teorema de Vecten, el teorema
de Dostor, teorema de Blanchet y el teorema de Viviani.
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Abstract

Alternative and direct proofs of some theorems of euclidean modern geometry between
the XVII and XIX centuries are established such as Vecten theorem, the Dostor theorem, of
Blanchet and the theorem Viviani.

Key words and phrases: Modern geometry, Vecten’s theorem, Dostor’s theorem,
Balnchet’s theorem, Viviani’s theorem, proofs.

1 Introduccion

La demostracién de los teoremas que se tratan bajo razonamiento cldsico (deductivo), como lo son
los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani en el espacio euclideo simple €2, fue obtenida
por Legendre en [7], Dostor en [4] y Viviani en [12]. En este trabajo, se muestran cuatro resultados:
las pruebas de cuatro teoremas de los siglos XVII al XIX y es bajo razonamientos clasicos, en
esencia, bajo los teoremas de Ceva (ver [2]) y Thales, de congruencia y semejanza de tridngulos.
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Se presenta la divulgacién de dichas pruebas, dadas también por generaciones actuales como lo
hace Orellana en [10], con figuras ilustrativas y de forma detallada para hacer mas comprensible
las ideas que se presenten.

2 Preliminares

A continuacién se presenta una lista de la simbologia que se usa en el trabajo:

Q plano euclideo
Ay By, Cy,y ... puntos en Q, para i € N
{i,4,k} ={1,2,3} significa que i, j,k € {1,2,3} con i, j, k distintos entre si.
ﬁ recta que pasa por los puntos A4, E € .
L recta en ()
AB segmento entre los puntos A, B € ().
/@ rayo que inicia en B y pasa por B.
ANABC tridngulo de vértices A, B,C € Q)
ANABC ~ ADEF semejanza entre los tridngulos AABC y ADEF
XY congruencia entre las estructuras X e Y (segmentos, dngulos, tridngulos)
LABCD cuadrado de vértices A, B,C, D € Q.
/ZABC angulo de vértice en B, con lados BA y BC.
m(X) medida de la estructura X (dngulo, segmento).
a(AABC) area del tridngulo AABC.

Ahora se presentan los teoremas que serviran de pilares fundamentales para el desarrollo de
las demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y Viviani.

Teorema 2.1 (Teorema de Thales). (ver [8]). Si dos rectas cualesquiera son cortadas por rectas
paralelas, los segmentos que se determinan en una de las rectas son proporcionales a los segmentos
correspondientes en la otra recta.

Teorema 2.2 (Primer Criterio de Semejanza). Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares
de dngulos respectivamente iguales.

Teorema 2.3 (Teorema de Pitdgora). (ver [1]). El cuadrado de la longitud de la hipotenusa de
un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

Teorema 2.4 (Teorema de Ceva). (ver [6]). Dado un tridngulo cualquiera NAyAsAs, si Ey, es un
punto interior del segmento A;A;, para {i,j,k} = {1,2,3}, entonces los segmentos E;A; (para
i =1,2,3) son concurrentes si, y solo si, se cumple que
m (A1E3) ) m (AQEl) ) m (AgEg)
m (E3A2) m (ElAg) m (EQAl)

=1

Teorema 2.5 (Teorema de Euclides). (ver [1]). Sea el tridngulo rectingulo AABC con dngulo
recto en el vértice B y sea BD la altura desde B al lado AC, entonces

[m (BD)]* = m (AD) - m (DC)
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Teorema 2.6 (ver [5]). Dado el tridngulo ANA1A3As y M; el punto medio del segmento A; Ay
para {i,7,k} = {1,2,3}, entonces se cumple que:

1. Eltridngulo AM;M; Ay, es congruente con el tidngulo AMyMoMs, para {i,j,k} = {1,2,3}.

2. El segmento m (A;A;) = 2m (M;M;), para {i,j} C {1,2,3}, es decir, m (A; My,) = m (M; M)
para {i,j,k} ={1,2,3}

3 Algunos teoremas de la geometria euclidea entre los si-
glos XVII y XIX

En esta seccién se establecen demostraciones de los teoremas de Vecten, Dostor, Blanchet y
Viviani.

Teorema 3.1 (Teorema del punto de Vecten). Seq el tridngulo AA1AsAs C Q y HA; A;BiCy, el
cuadrado construido sobre los lados A;A;, para {i, j, k} = {1,2,3} respectivamente. Ademds, sea
el punto Py, centro del cuadrado [JA; A; Bi,Cy, para {i,7,k} = {1,2,3}. Entonces, si A; es opuesto
a P;, los segmentos A; P; son concurrentes en un unico punto v llamado punto de Vecten, para
i€{1,2,3} .

Demostracion. Considérese el tridngulo AA;As As y el punto medio Mj del lado A3 A;. Como
P53 es el centro del cuadrado [JA;A5B3C3, se tiene que M3P3; cumple que A1 Ay L M3P3 de
manera que m(A; Ms) = m(AaMs) = m(PsMs), y asi AA; M3sP; = A Ay M3 P por el criterio de
congruencia (L.A.L.) (ver Figura 1-(a)). En efecto: ZPsM3A; = § = ZP3M3A;, pues A1 Ay L
M3 Ps; el segmento P3 M3 es lado comin de loa tridngulos APsMsA; y APsMsAs; y m(MsA;p) =
m(MsAs) pues Ms es el punto medio del lado A; As.

o o
o o
oPl
o °
A, M, .As
P M3 M Pse
2
o o
P
e 2 o o
Ay
o o
(a) Congruencias de tridngulos AA1M3sP3 y (b) Perpendicularidad de los segmentos Py M3 y
AA2M3P3. P2M3~

Figura 1: Teorema de Vecten
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Notemos que el segmento AsM; = M3Ms, por el Teorema 2.6 (ver Figura 1-(b)). Como
Ao My = Py My, entonces M3Ms = Py M. Por un razonamiento similar se obtiene que M3M; &2
A1M2 = MQPQ. Como AAngMg = AA:[MBMQ, se tiene que ZAQMlMg = 4M3M2A1, por el
Teorema 2.6, y como ZA;M1P, = 90° = LA M5 P>, entonces /M3M P, = /M3MsP,. Asi se
tiene que AM3 Py My = AM3zMsPs, y por tanto lo segmentos M3 P; y M3 P son congruentes.

Luego, dado que ZMgMQAQ + ZMQPQMg + ZPQMP,MQ = 9007 ZMlMgMQ = AMBMQAl y
ZMQPQM;; = ZP1M3M1, entonces ZM1M3P1 + ZMgMng + ZPQM:),MQ = 90°. De manera que
el ZP,M3P es recto en M3 ya que PyM3 1 P,Mjs. Pero como el ZPyM3P> y el ZA1M3P3 son
rectos, y el ZP,M3A; es adyacente a ambos angulos, entonces /A1 MsPy = /P3M3P,. Luego,
tomando en cuenta que m(A;Ms3) = m(P1Ms) se tiene que A1 M3 = P;Ms, de manera que
ANAIM3Py, =2 APy M3P, por el criterio de congruencia (L.A.L.) (ver (a) en Figura 2). De esto
dltimo se obtiene que PoP3 & A1 P;.

Por otro lado, como la suma de los angulos internos del tridngulo AAP; P, suman 180°, y
tomando en cuenta que: L M3P1 A= /L M3sPy2A; ZAP\Py = L/ M3P Py — /MsP Ay /ZPLP,A =
L M3Py A+ ZM3P, Py se obtiene que PoP; L A1 Py (ver (a) en Figura 2).

o ]

3

NA{M3P; =2 NP3 M3P;
(a) 1 M3 Py 3 M3 P> (b)ﬂ
i=1

Figura 2: Representacién del Teorema del punto de Vecten.

En forma andloga se obtiene que PPy = A3P3; y P3Py & AP, de donde se deduce que
PPy, 1 A3P3y P3Py L AyPs, respectivamente. Por tanto, en el tridngulo APy P, P3 se tiene que
A, P; contiene a la altura del lado P; Py, para {3, j, k} = {1, 2, 3}. Luego, como el ortocentro O del
triangulo AP; P, Py estd dado por la interseccién de sus alturas, se tiene que

{O} = A1P1 n A2P2 n A3P3

y por tanto lo segmentos A;P; son concurrentes en el punto V' = O (ver (b) en Figura 2), para
i€ {1,2,3}. O

Teorema 3.2 (Teorema de Dostor). En todo tridngulo rectdngulo al trazar una perpendicular
desde el punto medio de uno de sus catetos sobre la hipotenua, entonces la medida del otro cateto
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al cuadrado es la diferencia de las medidas de los segmentos al cuadrado determinados por el pie
de la perpendicular trazada sobre la hipotenusa.

Demostracion. Sea el tridngulo AA; Ay Az rectangulo en el vértice As. Considérense el punto
medio M del cateto A3 As; la perpendicular M D trazada desde M sobre la hipétenusa A As; y
la perpendicular A, D5 trazada desde el vértice Ay sobre la hipétenusa A; A3, entonces

MDiNA A3 = {Dl} y AsDy N A1 A3 = {DQ}
m(AyM) = m(MAs3) (3.1)

de manera que los puntos Aj, Do, D1, As colineales (ver Figura 3) y

De igual forma, tomando el segmento A; A3, se tiene

m (AlDl) +m (DlAg) =m (A]_Ag) =m (A1D2> +m (D2A3) . (33)
Ay
M
Ay Do Dl As

(a) Tridngulo AA; Az A3

Az
M M
. . ~Ag
D, D, D, As
(b) Tridngulo AA3DyAs (c) Tridngulo AA3 D1 M

Figura 3: Representacion para el Teorema de Dostor.

Las perpendiculares A;Dy y MD; determinan respectivamente los tridngulos ADy A3 Ay y
AD1A3M, y asi se tiene que: LAs Dy A3 = /M Dy A3 pues ambos son dgulos rectos en Dy y Dy,
respectivamente; LA A3As & /A1 A3As por ser angulo comun; y £/DsAs Az = /DM A3 por
ser angulos correspondientes entre paralelas. Asi, por el Teorema 2.2 se tiene que ADyA3A5 ~
ADyA3M, y por tanto

- . (3.4)

m (Did;)  m (Dyds)
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Tomando en cuenta la ecuacién (3.1) se tiene que
m (A7) = 2m (A7) = 2 m (VT3).
y sustituyendo en la ecuacién (3.4) se obtiene
m (D3 Asz) = 2m (D As) (3.5)
De manera que, usando la ecuacién (3.2), se tiene
m (D) = m (D37) (3.6)

y por tanto D1 A3 & DyDy.
También, tomando en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.3), se tiene que

m (A1Dy) = m (A1 Ds) +m (D1 4s)

y entonces

Ahora, aplicando el Teorema 2.5 al tridngulo AA; As A3, se tiene que

[m (AQDZ)} 2 =m (AlDQ) -m (DQAg)
y usando las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) se obtiene que
fm (A = [m (A4:D) — m (D2D)] -2 [m (D207)]

y asi
m (@05))" = [2 m (A4:D3) -m (D)) 2 [m (DaD7)]”. (35

Por otro lado, aplicando el Teorema 2.3 al tridngulo AA; Dy A5 y usando la ecuacioén (3.7), se
tiene que

[m (A42)]" = [m (4D3)]” + [m (A4Dy) —m (D> D7),
Desarrollando cuadrados y tomando en cuenta la ecuacién (3.8) se tiene que
m (4142)]" = [m (4D7)]" = [m (D2D1)]
y por la ecuacién (3.6) se finalmente que
[m (A142)]" = [m (4 D))" = [m (43D7)]°
O

Observacion 3.1. Podemos probar directamente también para la tltima parte por congruencia
de tridngulos, osea que AA;As Dy =2 ANAs Ay Az y esto llevard a que

m (A1) fm (A1D7) + m (DiA3)]

[m (AlDl) -m (D2D1)} m (A1A2)
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Teorema 3.3 (Teorema de Blanchet). Sean el tridngulo AA1A3As y Dy, € A;A; para {3, j,k} =
{1,2,3}. Si algin A;D; es altura del lado AjAy para {i,j,k} = {1,2,3} y P € A;D; para
i=1,2,3, entonces £LD;D;A; = /Dy D;A; para {i,j, k} = {1,2,3}

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea AzDs la altura del lado A;As en el tridngulo
ANA1AsAz. Ademés, sean D1 y Do puntos sobre los lados respectivos As Az y A1 As tales que,

Como se tiene que P € A;D; para i = 1,2,3 entonces

A1D2 N A2D3 N A3D1 = {P}
Trazando la recta £ paralela al lado A1 Ay del AA;As Az, tal que
LNAAIAJA3 = {A3}

y proléngando los segmentos D3Dy y D3D; hasta los puntos F; y Fs, respectivamente (ver
Figura 4), se tiene que

—_— —_—
D3D2 N ,C = {El} y D3D1 n L: = {EQ}

D3

(a) Segmentos, rectas y extensiones

(c) Angulos iguales

Figura 4: Representacién para el Teorema de Blanchet.

Dado que D3Ajs es la altura de A;As entonces ZPD3Asy es recto, y como Aj;As || EEQ
entonces /P A3 FE> es recto. Se busca probar que el tridngulo A FEy D3 E5 con base Ey Es es isésceles.
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Noétese que se Cumple lo Siguiente: 4D1A3E2 = ZDlAng y 4D1E2A3 = ZD1D3A2 por ser
adngulos alternos internos entre paralelas; y ZEyD1 A3z = /D3 D1 As por ser angulos opuestos por
el vértice. De manera que, por el Teorema 2.2, se tiene que AD1D3As ~ AD1FE;As y por tanto

m (DiA;)  m (DidAy)
m (A;D5)  m (&)

(3.9)

Por otra parte se tiene que: /Dy AsFy = /Dy A1D3y /DyFE1 Az = /Dy D3 Aq por ser angulos
alternos internos entre paralelas; y LAs Do Fy = £ D3D5Aq por ser angulos opuestos por el vértice.
De manera que ADyA3FE; ~ ADy Ay D3 y por tanto

m (D) _ m (EiAy)

Ahora, como las cevianas A1 Dy, Ay Dy, A3D3 en el tridngulo A Ay Ay A3 son concurrentes en
el punto P (ver [2]), y aplicando el Teorema 2.4, se tiene que

m(Ang) m(Ang) m(A3D2)
m (DsA3) m (D:1As) m (DaAy)

-1 (3.11)

Al multiplicar las ecuaciones (3.9) y (3.10) se tiene que,

m (DlAg) om (D3A1) _m (DlAg) m (E1A3)

m (AQDS) m (Ang) m (A3E2) m (A3D2)

y por tanto

m (DlAg) m (DgAl) m (AgEg) m (m>
m (43D5) m (A1Dy) m (DiAs) m (ErAs)

=1 (3.12)

Ahora, aplicando transitividad en las ecuaciones (3.11) y (3.12), se obtiene que

m (A1D3) m(Az2Dy) m(AsD3) m (D1A43) m(D3Ay) m(AsEz) m(AsDs)

m (DsA;) m (D1As) m(DyA1)  m(A3Ds) m(A1Dy) m(DiAs) m (BiAs)

de manera que cancelando términos se obtiene que

m (A3 Es)
m (E143)

Asi, aplicando el Teorema 2.3 a los tridngulos AFyA3Ds v AFE1A3D3 se obtiene que EsDs 22
E1 D3 lo que implca que o = ZD1 D3 A3 = /Dy D3 Az = (. O

Teorema 3.4 (Teorema de Viviani). Sean un tridngulo equildtero NA1AsAs y P es un punto
interior cualquiera al tridngulo. Si Dy € A;A; tal que PDy L A;A; para {i,j,k} = {1,2,3},
entonces la medida de la altura del tridngulo es igual a

m (PD1) +m (PDs) +m (PDs) .
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Demostracion. Sea el tridngulo AA; Ay Az equildtero de lados con medidas

m (AlAQ) =m (A2A3) =m (A1A3) =k con keR (313)

Como P es un punto interior al tridngulo y PDy L A;A; (D) € A;A; tal que) para {i,j,k} =
{1,2,3}, entonces se obtiene que: PDy es altura del AA;PA3; PDs3 es altura del AA;PAg; y
PD; es altura del AAyA3.

Calculando el area de los tridngulos determinados se tiene que

a (LA 4s) = M a(AAPAy) = k-m (PDs)
(3.14)
a(AAyPAs) = %_

Sin perdida de generalidad, témese la altura AsD sobre el lado A1 As del AA;As A3, asi se
obtiene que

A A,) -m (43D -m (43D
a(AAlAQAg):m( ! 2)2m( sD) _ & mg sD).

Figura 5: Representacién para el Teorema de Viviani.

Luego, en términos de dreas equivalentes ocurre que (ver Figura 5),
a (AAlAQAg) =a (AAlpAg) +a (AAlAQ) +a (AAlpAg) .

y por tanto
k-m (PDQ) k-m (PD3) k-m (PDl) k-m (A3D)

2 + 2 + 2 - 2

lo que implica que

|

[ (P.D) +m (P:D3) +m (PDY)] = & -m (A,D)

teniendo asi que
m (PD3) +m (PDs3) + m (PDy) = m (A3D)
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Observacion 3.2. En concreto, podemos decir que la suma de las distancias desde un punto
cualquiera del interior del tridngulo equilatero hasta los lados de este, no depende del punto P.
Esto es vélido generalizando para poligonos regulares de n € N, (n > 2) lados. Considerando la

altura del AA;A5As con medida m (AgD) igual a

m (A1 A,)

V/3, se tendra un resultado anélogo.
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