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Resumen

Este manuscrito considera al modelo de redes de Petri como una herramienta 1til para el
analisis de conflictos en sistemas dindmicos de eventos discretos. Particularmente, tratamos
al conflicto basados en la estructura de la red mas alld de su comportamiento dindmico, esta-
bleciendo para ello argumentos tedricos centrados en la “independencia” entre eventos. Con
mayor precisién, la conjugacién entre algunas clases de redes tales como las redes seguras,
de libre decisién, vivas y de libre escogencia caracterizan la ausencia de conflictos en la clase
de sistemas nombrada arriba.
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Abstract

This manuscript considers the Petri nets model as a useful tool for conflict analysis in
dynamic systems of discrete events. In particular, we treat conflict based on the structure of
the network beyond its dynamic behavior, establishing theoretical arguments focused on the
“ independence ” between events. More precisely, the conjugation between some classes of
networks such as secure, free-choice, live, and free-choice networks characterize the absence
of conflicts in the class of systems named above.
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1 Introduccion

Las Redes de Petri (RP) han sido desde su inicio (1962) de gran interés en la teoria y aplicaciones
de redes para la modelacién y anélisis de sistemas concurrentes asincrénicos, incluyendo areas
de aplicacién tales como sistemas de computacién con programacién concurrente y sistemas de
multiprocesadores, protocolos de disefios y verificacién en redes de computacién [1, 2, 5].Todos
estos sistemas son caracterizados como Sistemas Dindmicos de Eventos Discretos (SDED) y
constituyen el contexto en el cual estaremos centrados.

Ahora, la complejidad resultante desde la no linealidad inherente y la dimensién del espacio de
estados en los SDED conducen a dificultades inusuales tanto en disefio como en andlisis [3, 6, 7].
En efecto, con disenos inapropiados, los SDED pueden ser conducidos a bloqueos y sobreflujos
de capacidad,entre otros rasgos indeseables, permitiendo la degradacion en la ejecucion. Por lo
tanto, es necesario contar con herramientas potenciales para detectar y corregir estos problemas.
Nuestro objetivo consiste en el anélisis de conflictos usando redes de Petri. Tempranamente, un
conflicto en un SDED toma lugar cuando dos o mas subsistemas estan listos para ejecutar eventos
u acciones diferentes cuyas ocurrencias dependen directamente de la utilizaciéon de una entidad
compartida e indivisible; en consecuencia, la ausencia de conflicto expresa que cualquier evento
en la evolucién del sistema en el tiempo solo puede ser inhabilitado por su propia ocurrencia.

Convencionalmente, tal como es expuesto en [7, 8], las herramientas para el andlisis de SDED
usando RP estdn fundamentadas en dos técnicas: el drbol de Alcanzabilidad y las Ecuaciones
Matriciales; y ambas son expresadas directamente en términos del comportamiento dindmico de
la red. Sin embargo, la direccionalidad de los argumentos dados aqui para el andlisis de conflicto
estd relacionada con la estructura propia de la red y no de su dindmica. Los resultados més
resaltantes establecen, bajo ciertas condiciones, las relaciones mas estrictas entre la ausencia de
conflicto y la independencia de la ocurrencia de eventos, permitiendo desde un punto de vista
tedrico algunas caracterizaciones bajo estructuras de libre decision, de libre escogencia, seguras
y vivas.

La organizacién es como sigue: Comenzamos dando las definiciones bésicas de la teoria de las
RP e incluiremos su comportamiento dindamico. Luego, expresamos conceptualmente algunas de
sus propiedades; para finalmente, establecer los resultados tedricos de andlisis de conflicto.

2 Nociones preliminares

Con el propdsito de incluir nuestro contexto, comenzamos con la definicién formal de una red de
Petri, sus marcaciones y su correspondiente grafo asociado para finalmente establecer la dindamica
o el comportamiento dindmico de una red.

Una Red de Petri es un cuddruple R = (L, T, E, S) donde L = {ly,ls,...,l,} es un conjunto
finito cuyos elementos serdan llamados lugares, T = {t1,%s,...,t;} es un conjunto finito cuyos
elementos serdn llamados transiciones, LNT = 0, E : T — L es una funcién de entrada:
para cada t € T, E(t) € L™ es llamado multiconjunto de lugares de entrada para T (L*° denota
el conjunto de todos los multiconjuntos sobre L para los cuales no hay limitaciéon del ntmero
de ocurrencias de sus elementos); y S : T — L™ es una funcién de salida: para cada t € T,
S(t) € L es llamado multiconjunto de lugares de salida para .

El comportamiento dindmico de la red comienza por considerar la representacion de estatus
de lugares: asociamos a cada lugar de la red un nimero natural que expresa el significado preciso
de la condicién o configuracién logica del lugar en el tiempo. Formalmente, una RP marcada es
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un par M = (R, m), donde Resuna RPym: L — N, N={0,1,2,...}, es una funcién llamada
funcién de marcacién (o marcacién): para cada l; € L, m(l;) € N es llamado nimero de fichas en
el lugar [;; la cual especifica un vector m = (mqy,ma,...,my), n =cardL,m; e Nyi=1,2,...,n
con m(l;) = m; [8].

Las RP marcadas pueden ser representadas por grafos dirigidos como sigue: los lugares son
etiquetados por circulos y las transiciones por barras. Si un lugar [; es un lugar de entrada para
una transicién t; es decir I; € E(t), entonces hay |l;, E(t)| (nimero de veces que [; estd en el
multiconjunto de lugares de entrada E(t)) arcos dirigidos del correspondiente circulo a la corres-
pondiente barra. Si un lugar [; es un lugar de salida para la transicién t; es decir, [; € S(t),
entonces hay |I;, S(t)| (ntmero de veces que I, estd en el multiconjunto de lugares de salida S(t))
arcos dirigidos de la correspondiente barra al correspondiente circulo. Finalmente, las fichas son
representadas por puntos en el interior del circulo y, en consecuencia, la funcién de marcacion es
representada por el nimero de puntos en el interior de cada circulo. Enfatizamos que las RP vis-
tas como una herramienta grafica nos proveen de un método unificado para representar Sistemas
Dinamicos de Eventos Discretos, permitiendo facilidad para modelar sus caracteristicas: asin-
cronizacién, secuencialidad, concurrencia, conflicto, exclusion mutual, etc; mostrando excelente
visualizacion de las dependencias del sistema y focos de informacién local.

En cuanto al comportamiento dindmico de una RP debemos enfatizar que una marcacion
representa el estatus de cada uno de los lugares en la red. Asi, ésta especifica exactamente el
estado actual del sistema que establece las condiciones logicas para la ocurrencia de eventos;
luego, una vez que ocurra un evento las condiciones del sistema en general varian dando lugar a
una nueva marcacién o estado. Para ser més precisos, una transiciéon ¢ € T' en una RP marcada
M = (R,m) es llamada habilitada si m(l;) > |l;, E(t)|, para todo lugar I; € L. En este caso
también diremos que la transicion ¢ es habilitada por la marcacién m. El conjunto de transiciones
habilitadas por la marcacién m es dado por &, (m) = {t € T : m(l;) > |l;, E(t)|,V1; € L}.

Ahora, si t € £ (m) entonces la marcacién m’ dada por m/(l;) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(¥)],
1=1,2,...,n;n = card L, es llamada marcacién alcanzable desde m por el disparo de t. Ademss,
sit’ € £ (m/) y esta es disparada, obtenemos una marcaciéon m”, y asf sucesivamente. Por lo tanto,
se obtiene una funcién de cambio de marcaciones, la cual puede ser extendida de manera natural;
es decir, si la funcién de cambio de marcaciones § : N® x T" — N" n = cardL, es dada por
o(m,t) = m' donde m'(l;) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(t)], i = 1,2,...,n; entonces su extension
es la funcién parcial 8 : N® x T* — N", dada por g(m, 0)=my S(m, ot) = 5(3\(m,0),t),m €
N*,t € T,o € T*. Aqui, T denota el monoide libre con unidad 6: T* es el conjunto de todas
las combinaciones finitas de elementos de T' [4]. Finalmente, como § es una extensién de ¢ no
haremos distincién notacional entre ambas.

Note que la funcién parcial de cambio de marcaciones § estd definida en (m, t) si, y solamente
si, t € € (m).

Por su parte, en una RP marcada M = (R, my), una marcacién m € N, n = card L, serd lla-
mada alcanzable desde my si existe una sucesién de disparos de transiciones o = t;,t;, ...t;, € 1™
tal que d(mp, o) = m. Luego, el conjunto de alcanzabilidad de la RP desde la marcacién mg es
dado por

A(R,mo)={meN /T o eT* §(mg,o) =m}.

Ejemplo 2.1. Consideremos la RP marcada dada en la figura 1. En esta red e(m) = {t1.t5.t4}.
Disparando t4 obtenemos la nueva marcacion m’ = (1,0,1,3,0). Ahorae(m’) = {t1.t3}: Disparando
t1 obtenemos la marcacion m” = (0,1,2,5,0), en la cual e(m") = {ta2.t3}. Este comportamiento
particular de la RP dada es ilustrado en las figuras 1, 2, 3.
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Figura 3: La marcacion resultante del disparo de la transicién ¢; en la figura 2

Como se puede apreciar desde el ejemplo 2.1, el cambio de marcacién en una RP es producido
por el disparo de transiciones y estas marcaciones pertenecen a N, n = card(L).

Ejemplo 2.2. Sea M = (R,mg) una RP marcada, con L = {1,2,--- ;n} y funciones de en-
trada (E) y salida (S) tomando valores en el conjunto potencia de L. Consideremos L = {o €
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T*/6(mo, o) estd definida}. Entonces,
o(m,t) =m — Z e; + Z €,
1€E(t) JES(t)

donde e; denota la n-upla unitaria con ceros en sus componentes excepto en la i-ésima compo-
nente. Para cada o € L, sea O(0) = (O, (0), O, (0),--+,04,(0)), con O, (o), j =1,2,--- K,
denotando el nimero de apariciones de t; en o, luego

5(m,a):m—2(9t(o) Z €; — Z €;

€T 1€EE(t) JES(t)

para todo m € A(R, mg) y todo o € L.
En efecto, por induccion sobre la longitud de la sucesion de disparos de transiciones tenemos
que para k =2 = |o|, 0 =t;,t;, € L.

5(m7 tjl tjz) :5(5(772, tj1 )v th)

:5(m,tj1) — Z €; — Z 6]'

iEE(th) jES(th)
S D i) B (D oI o
i€E(t);) JEB(t5) i€E(t),) JEE(tj)
=m =Y Oultytp) | D e D> e
teT i€EE(t) JES(t)

Supongamos que

5(m,0):m—Z(’)t(U) Z e — Z e |,

teT 1€EE(t) JES(t)

para k = |o| > 2, asi para t, € T, ot), € L.

d(m,otp) =6(6(m, o), ty) = §(m, o) Z e + Z e;

i€E(ty) JES(tn)
:m—ZOt(U) Z e; — Z e | — Z e; — Z €;
teT i€E(ty) JES(tn) i€E(ty) JES(tn)
=m — Z O¢(oty) Z e; — Z €;
teT i€EE(t) JES(t)

3 Estructuras de redes

Mostraremos algunas estructuras que garantizan la representacion de diversas propiedades fun-
cionalmente correctas en un sistema tales como disponibilidad de recursos, ausencia de conflictos
y no bloqueo.
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Particularmente, en términos de conflicto, si todo par de eventos diferentes no dependen
simultdaneamente de alguna condicién comin para sus ocurrencias ni conducen a una condicién
comun luego de sus ocurrencias, entonces esto es apropiado para decir que todo par de eventos
en el sistema son “independientes”.

Definicién 3.1. Una RP R = (L, T, E,S) es llamada de libre decisién si E(t;) N E(t;) =0y
S(t;) N S(tj) =0, para cualesquiera t;,t; € T,1 # j.

(a) (b)

Ij Ij

Figura 4: Dos fragmentos de redes representando de izquierda a derecha dos transiciones con un lugar de entrada
comun y con un lugar de salida comun respectivamente.

Otra propiedad importante, relativa a la estructura de una RP, es la libre escogencia. Tal
propiedad es incluida para representar la ocurrencia de diferentes eventos “dependientes” de la
misma condicién (ver figura 4(a)), la cual definimos como sigue.

Definicién 3.2. Una RP R = (L,T,E,S) es llamada de libre escogencia si para todo par
ti,t; € T,t; # tj, se tiene que E(t;) N E(t;) = {l} para algin | € L o E(t;) N E(t;) = 0.

Definicién 3.3. Un lugar [ € L en una RP marcada M = (R, mg) es llamada k-acotado si existe
k € N tal que m(l) < k, para todo m € A(R,mg). Si todos los lugares en la red son k-acotados,
entonces la red es llamada k-acotada o simplemente acotada. En particular, si la red es 1-acotada
diremos que la red es segura.

Definicién 3.4. Una RP marcada M = (R, mg) es llamada persistente (libre de conflictos) si
para todo m € A(R,mg), y todo par t;,t; € T t; # t;;t;,t; € £(m), se tiene que t; € £(5(m, t;)).

Definicién 3.5. Una RP marcada M = (R, mg) es llamada viva (no bloqueada) si para to-
da marcacién m € A(R,mg) y toda transicién t; € T, existe una marcacién m’ € A(R, my)
alcanzable desde m tal que t; € £(m/).

4 Resultados tedricos

En esta seccién seran dados los argumentos para el andlisis de RP que caracterizaran la clase
de redes persistentes mediante la estructura propia de la red, y en consecuencia la ausencia de
conflictos en el sistema.
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Proposicién 4.1. Si R = (L,T,E,S) es una RP de libre decisidn, entonces M = (R, mg) es
persistente.

Demostracion. Sea m € A(R,myg), y sean t,t' € E(m) con t # t'. Como R es de libre decisién,
entonces E(t) N E(t') = (). Sea §;(m,t) la componente i-ésima de §(m,t). Si l; € E(t), entonces

§;(m,t) = m(l;) — |l;, E(t)| + |l;, S(¢)]
= m(L) + |l S(6)| = m(li) = |L, E(t')]

Finalmente, si I; € E(t) entonces l; ¢ E(t'); de donde, |l;, E(t;)] = 0. En consecuencia,
0;(m,t) > 0 = |l;, E(t')] = 0. Luego, 6;(m,t) > |l;, E(t")| para todo I; € L. Por lo tanto,
t' € £(6(m,t)). Luego, M es persistente. O

Teorema 4.1. Si M = (R, mq) es una RP marcada persistente, entonces para toda marcacion
m € A(R,mg) y todo par de transiciones t,t', con t,t' € £(m), t # t' se tiene la propiedad
stguiente:

lk e EQ)NE®), I & St)NSEH) = m(ly) > 1.

Demostracion. Seam € A(R,myg), y sean t,t' € E(m), con t # t’, entonces m(l;) > |l;, E(t)| para
todo l; € L. Sea l;, € E(t)N E(t'), entonces en particular m(ly) > |k, E(t)] > 1. Supongamos que
I € St)NS(t') y m(lx) =1, entonces por la persistencia de M, di(m,t) > 0, asi 1 — |lp, E(t)| +
|lg, S(¢)| > 0. Luego, 1 + |lg, S(t)| > |lk, E(t)|. Ahora, si Iy € S(t) entonces |li, E(t)] < 1; de
donde |li, E(t)| = 0 lo cual es contradictorio.

Finalmente, si I, € S(t) entonces I, & S(t'). Luego, usando el razonamiento previo tenemos
que dx(m,t') > 0, con lo cual llegamos a la contradiccion |lg, E(t')] = 0. Por lo tanto, m(lg) >
1. O

Corolario 4.1. Dada M = (R, mg) una RP marcada sequra. M es persistente si, y solo si, R es
de libre decision.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.1. O

Teorema 4.2. Dada M = (R,mq) una RP sequra. Si M es persistente, entonces para cuales-
quiera m € A(R,mg); t,t' € E(m), t A1, se tiene la propiedad siguiente:

le E(t)NE({) =1 S({t)NnS).

Demostracion. Seal € E(t)NE(t") y 1 ¢ S(t) N S(t'), entonces m(l) > 1, lo cual contradice la
seguridad de M. O

Corolario 4.2. Dada M = (R, mg) una RP segura, con S(t) N S(t') = 0,Vt # t'. Entonces, M
es persistente si, y solo si, E(Q) N E({') =0,Vt £t

Demostracidn. Desde el teorema 4.2 se sigue que si S(£)NS (') = 0, Vt # ¢, entonces E(¢)NE(t') =
(), Vt # t'; en consecuencia, se obtiene el resultado. O]

Teorema 4.3. Dada M = (R, mg) una RP marcada donde E y S tienen rango en el conjunto
potencia de L. Supongamos que para toda marcacion m € A(R,myp), todo part,t’ € E(m), t A1,
y todo lugar Iy, € E(t) N E(t') se tiene que m(ly) > 1, entonces M es persistente.
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Demostracion. Sea m € A(R, mg), y sean t,t' € E(m), cont #t'. Sil; € E(t) N E(t'), entonces
por hipétesis m(l;) > 1; de donde

51;(771, t)

m(l;) — [li, E@)| + |1, S(t)]
ml) —1> 1= [l;, B(#)].

%

Por otro lado, si l; ¢ E(t) N E(t') entonces consideramos los casos siguientes: I; € E(t) y
l; ¢ E(t). Asi, [, € E(t) = I; & E(t') = d;(m,t) > 0 = |l;, E(t)|. Finalmente, I, ¢ E(t) =
5:(m,t) = m(l) + |1, SO = m(l) > s, E(E)].

El caso l; ¢ E(t) y l; € E(t') es trivial. Luego, d;(m,t) > |l;, E(t')| para todo l; € L. Por lo
tanto, t' € £(d(m,t)). Luego, M es persistente. O

Teorema 4.4. Dada M = (R,mqg) una RP marcada viva, donde R es de libre escogencia.
Supongamos que las funciones de entrada y salida tienen rango en el conjunto potencia de L.
Entonces, la persistencia de M implica que para cualesquiera t,t’ € Tt # t'. se tiene la propiedad
stguiente:

le E)NE{)=1€S({t)nS().

Demostracion. Supongamos que existen transiciones t,t' € T, t # t', y | € L tales que | €
EWNEW)yl ¢ St)nS(t). Como R es de libre escogencia, entonces E(t) = E(t") = {i}.
La vivencia de M asegura que existe m € A(R,myg) tal que ¢’ € E(m); luego, m(l) > 0 y en
consecuencia t € £(m).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [ € S(t') y sea m' = §(m, ¢), donde ¢ = tt.. .1,
(m(l) — 1)-veces, entonces claramente m’ € A(R,myp); t,t' € E(m’) pero t' & E(5(m/,t)). Por lo
tanto M no es persistente. O

Corolario 4.3. Dada M = (R, mg) una RP marcada viva, con R de libre escogencia tal que
SE)NSE)=0,Vt #1t'. Entonces, M es persistente si, y solo si, E@)NE{t') =0, Vt #1'.

Demostracion. Si S(t)NS(t') = 0,Ve # t/, entonces desde el teorema 4.3 E(t)NE(t') = 0,Vt # ¢/;
de donde se sigue lo requerido. O

Corolario 4.4. Dada M = (R,mg) una RP marcada viva, con R de libre escogencia tal que
St)yNS(t)=0,Vt #1t'. Entonces, M es persistente si, y solo si, R es de libre decisién.

Demostracion. Inmediato desde el teorema 4.4. O

5 Conclusion

El modelo RP verificando los argumentos teéricos establecidos en la seccién 4 proporcionan una
estructura para estudiar un amplio rango de SDED, donde la red es conocida. La persistencia de
una RP excluye la existencia de cualquier conflicto. Por lo tanto, en la asignacién de recursos
compartidos, un modelo de red persistente implica que no hay conflicto entre procesos. La no
persistencia de una red puede implicar cierto grado de injusticia en la asignacién de recursos en
un contexto de sistemas distribuidos, en especial, en un medio ambiente de manufactura.
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