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Resumen

Dado dos grafos G 'y H no vacio. El nimero de Ramsey R(G, H) se define como el menor
entero positivo n, tal que para algin grafo F' que contiene una copia mor}ocromética G
isomorfo a G o el complemento de F', contiene una copia monocromética H isomorfo a H.
En este trabajo, se presenta un método basado en la teoria combinatoria, y la definicién
de bosque lineal, para determinar un conjunto W de secuencias con m + 1 elementos de
tamafio m cada una, con cada secuencias s; se colorean los lados del menor de los grafos
completo, K, = F U F. En segundo lugar, se realiza la demostracién del teorema que re-
sulta de la combinacién de los grafos: rueda W,, para n > 5 y diamante. En este caso, se
prueba que el nimero de Ramsey es R(G, H) = n + 1, ademés se demuestra la simetria y la
k-baricentricidad monocromatica del conjunto de secuencias.

Palabras y frases clave: teoria combinatoria, conjunto de secuencias simétricas, se-
cuencias k-baricéntrica.

Abstract

Given two graphs G and H do not empty. The number of Ramsey R(G, H) is defined as
the minor positive integer n, such that for some graph F' wich containing a monochromatic
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copy G isomorphic to G or the complement of F'| contains a monochromatic copy H " iso-
morphic to H. In this work, we present a method based on the combinatorial theory, and
the definition of linear forest, to determine a set W of sequences with m + 1 elements of size
m each one, with each sequence s; the sides of the minor complete graphs K,, = F'U F are
colored. In second place, the demonstration of the theorem wich result of the combination
of the graphs: wheel W,, for n > 5 and diamond is done. In this case, we prove that the
Ramsey number is R(G; H) = n+1, furthermore we prove the symmetry and k-baricentricity
monochromatic of the set of sequences.

Key words and phrases: combinatory theory, set of symmetric sequences, sequences
k-baricentric sequences.

1 Introduccion

En este articulo se consideran todos los grafos simples, finitos y sin direccién. Un grafo G, es un
par de conjuntos (V, E), denotado por G = (V, E), donde V es un conjunto no vacio de elementos
llamados vértices o nodos y E es un conjunto de pares no ordenado de elementos de V', llamados
lados o aristas; si G no posee lazos ni lados miltiples es un grafo simple, el orden se denota por
|G|. Un arbol, es un grafo conexo (para cualquier par de vértices diferentes existe un camino
que los une) que no contiene ciclos y un bosque es un grafo no conexo cuyas componentes son
arboles. Un camino P de longitud n que va desde un vértice u hasta un vértice v es una sucesion
de vértices (u = wug,uy, us, "+ ,Up—1,U, = v) tal que u;_1u; € E(P), para cada i y se denota
por P. Los vértices u y v son llamados los vértices extremos del camino P si todos los vértices
restantes de P son vértices interiores. Se denotard el interior de un camino por int(p), la longitud
de un camino por long(P), un arbol por T;,. Un grafo rueda (W,,), es un grafo con n vértices que
se forma conectando un unico vértice a todos los vértices de un ciclo—(n — 1). El grafo diamante
es un grafo plano con 4 vértices y 5 lados y se denotara por K4 — [, y el subgrafo de G inducido
por lados de F, se denotard por G[F]. Un grafo F' es un bosque lineal, si cada componente forma
un camino. Un grafo completo es un grafo simple donde cada par de vértices esta conectado por
lados y se denotara por K,. Un grafo G’ es un subgrafo propio de F' y el cual se denota por
G'AF. Un grafo F' se llama independiente del par (G, H) si F no contiene un subgrafo isomorfo
a G o su complemento F' no contiene un subgrafo isomorfo a H.

En 1994 Radziszowski y Xia [5], dieron un método sencillo y unificado para mostrar resultados
més generales del nimero de Ramsey R(Cs5, G), donde G es un camino, ciclo o rueda. Zhou [9] da la
prueba de R(C,,, W,,) = 2m+1, para n impar y m > 5n—7. Recientemente, Surahmat y Baskoro
[6] demostraron, para cada n > 3, R(P,, W) =2n—1y R(P,, Ws) = 3n—2. Baskoro et. al. [1] y
Chen et. al. [2] dieron la prueba para R(P,, Ws) = 2n — 1, para todo n > 6, R(P,,, W7) = 3n — 2,
para todo n > 7y en [7] Villaroel et. al. estudia un método algoritmico para el cdlculo del nimero
baricéntrico de Ramsey para el grafo estrella. En este articulo se presenta un método que permite
calcular el menor de los grafos completos K,,, que contiene copias monocromaticas isomorfas a
G o a H, es decir, los nimeros de Ramsey R(G, H), con G el grafo rueda W,,, paran > 5y H
el grafo diamante. En particular, se demostrard que G es bueno con respecto a H, ademads se
probara la simetria y la k—baricentricidad monocromaética.
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2 Definiciones

En esta seccion se presentan varias definiciones que se utilizardn para el desarrollo de este ma-
nuscrito.

Definicién 1. Sea s = {a;};=," U{b;}}",, ., una secuencia finita, con [s| =m, m >ryr > 1.
Sean {a;};=," y {b;}}L,,_,+1 dos subsecuencias finitas de s, donde {a;};"";" representa un color
y {b; };”:m_r 41 representa otro color, entonces se dice que s es una secuencia bicromética finita.

ss . . e am _ am . .
Definicién 2. Sean dos secuencias monocromdticas s = {a;}{*; y w = {b;}72; tal que a; # b; en

. . o . m 7
coloraciones. Se dice que s y w son simétricas, con respectos a las coloraciones {a;};; y {b;}7.,
st |s| = |w| = m y se denotard por s A w.

Nétese, que sNw = ¢.

o« e _ am—r am — m—l SLm
Definicién 3. Sean s, = {ay};2" U{bp;} /i1 ¥ Su = {auitiy U {buj}jL,,_111, dos se-
. . fs m—r m—1
cuencias bicromdticas, tal que s, # s, conr =p—1 ly l=wu—1, donde {ap;};*7" v {auwi}iy
: m—r m—
representan el mismo color, con [{ay;}i~7"| > {awi}izy' | ¥ {bpsi Y em—rs1 ¥ {buj}fep—ri1 TEDIE-
m m ! mer
senta el otro color, con [{by; }7L,, ;11| > {bp;}]L,—r41]- Decimos que sp y s, son simétricas con
respecto a las coloraciones respectivas si satisface:

1) [sp| = [sul
2) |{api}’z(lilr = |{buj};'n:7n—l+1|

3) |{bpj}_;n:7n—r+1‘ = |{G‘Ui};1711
y se denotan por s, A% s,,.

s _f ym—r m - - o

Definicién 4. Sea s, = {ap;i}{*;" U {by;}L,,_, 1 una secuencia bicromética, con r = p — 1. Se

dice que s, es simétrica sobre si misma, con respecto a las coloraciones {ap; };2;" v {bp; } 72— i1
. m—r _ m 7 A

st [{api 12" = Hbp; i —rqa| ¥ se denotard por s;,.

Definicién 5. Sea s = {az; }7 7" U{by; }IL m—k+2 Para todo k > 2, una coleccién de secuencias

finitas, con cada |sg| = m. Sean {ay;}" "y {bks}jer—_ k1o Para k = 2,m, dos subsecuencias

. m—k+1
finitas, donde {ax;};*] representa un color y {by; };”:n% k2 Tepresenta otro color, entonces se

dice que s es una coleccion finita de secuencias bicromédticas internas.

Definicién 6. Sea W = {s1,52, "+ ,80—1,5a; Sat1, " * »Sm,Sm+1 un conjunto de secuencias,
donde s; y sp;41 son secuencias monocromaticas y cada una de las secuencias sa,- -, Sq—1,
Say Sat+1s°° » Sm SON secuencias bicromaticas internas. Decimos que:

1) W es un conjunto de secuencias simétricas con |W| impar, si satisface las siguientes condi-

ciones:
1) W= {515827"' 780—17}U {Sa} U {8a+17"' asmvsm-‘rl}
11) ‘{51,82,"' 7304—17}‘ = |{so¢+1;"' 35m73m+1}|

iii) S1 A Spm+1
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. 2 2
iv) S$2 A% Syt Sa—1 A Sat1
v) s

y se denota por WA;

2) W es un conjunto de secuencias simétrica con |W| par, si satisface las siguientes condiciones:

1) W=1{s1,82,",8at U{Sat1," " sSm, Sm+1}
ii) ‘{51,5%"' 7504}‘ = ‘{Saﬂ-la"' a3m75m+1}|
i) $1 A St
iv) 8o A% 81,83 A2 51,0, 80 A% 5o

y se denota por WAp.

Definicién 7. Sean G y H dos grafos distintos del vacio. Se dice que el grafo completo K,
contiene k—baricentricidad monocromética, si G es bueno con respecto a H y satisface la siguiente
igualdad: k = W, con n el numero de vértices del grafo completo K, resultante. Y ademas,
se cumplen las siguientes condiciones:

1) Si, |w| es un entero par, la k-baricentricidad puede ser par o impar.

2) Si, |w| es un entero impar, seleccionemos el nuevo &k’ que es el mayor entero que sea menor
que o igual a k, en este caso se considera k' como la parte entera o el piso de simetria.

Definicion 8. Sean Gy H dos grafos distintos del vacio. Si para cada secuencia s;, Vi =
1, m + 1 que colorean los lados del grafo completo K,,, se pueden extraer una copia G’ AF isomorfa
a G o una copia H AF isomorfa a H, entonces se dice que el grafo completo K, contiene
k—baricentricidad monocromatica.

3 Meétodo

En esta seccién se dard un método que determina alguna clase de los niimeros de Ramsey con
componentes H—buena, basado en la Teoria de Grafo y la Teoria Combinatoria. Es oportuno
senalar, que ya existen una gran cantidad de métodos en este estilo. Por ejemplo, en [8] se
presenta un método que articula la Teorfa de Orbitas con las constantes baricéntricas. En [3] se
da un método matricial que relaciona a las constantes baricéntricas y la Teoria de Matrices, este
método se implementé en el lenguaje de computacién conocido como MatLab y recientemente en
[4], se muestra un método que representa a los grafos divisores de cero.

Con el siguiente método, se determina alguna clase de los nimeros de Ramsey con compo-
nentes H—bueno.

1) Considérese n = méx{|G|, |H|}, para formar el menor de los grafos completo de cardinalidad
n, con este n se calcula la talla del K, con el valor m y dos colores diferentes {0,1} se
calcula la cantidad de secuencias con repeticién, es decir, CR2, = m + 1, este nimero
indica la cantidad de elementos del conjunto W formados por secuencias, s;, para todo
i=1,m+1.

Sea W = {81,582, ,8a—1,5a;Sa+t1, " s Sm+1}, €l conjunto de todas las posibles secuencias
finitas formada con los dos colores, donde |W| es de tamaio m + 1, y se usan para colorear
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los lados del grafo completo K, v la longitud de cada s; es igual a m. Luego se descompone
el grafo completo K, de acuerdo a la coloracién que se haga con cada secuencia s;, en dos
subgrafos monocrométicos K,, = F U F, donde el subgrafo F est4 coloreado por el cero o
el complemento de F' por el uno. En tal caso, si se colorea el grafo completo K, con cada
una de las secuencias s; y no se logra encontrar en alguna de ella una copia monocromatica
G'AF isomorfa a G o una copia monocroméatica H AF isomorfa a H, entonces se debe
incrementar el nimero de vértices en uno, es decir, n —+ n’ = n + 1 con este nuevo n’ se
buscard la nueva talla m’ del nuevo grafo completo K, y con un procedimiento similar se
sigue el proceso, hasta que el grafo completo K/, coloreado con cada secuencia s; para todo
i = 1,m+ 1, se pueda extraer al menos una copia monocromatica G’ AF isomorfa a G o
una copia monocromatica H "AF isomorfa a H. Luego, se procede a determinar la simetria
y la k—baricentricidad monocromaética del conjunto W, nétese que:

Si, |W| es impar. Considérese el conjunto de secuencias W, separadas en tres subconjuntos
de secuencias, W1 = {81,892, - ,84-1}, Wa = {80} vy W3 = {Sa+1, "+ , Sm+1}. Para los sub-
conjuntos de secuencias W7 y Ws se tiene que, las secuencias s1 y S,,+1 son monocroméaticas
y simétricas dos a dos con respecto al tamano de las coloraciones, donde s1Ns,,+1 = ¢. Cada
uno de los subconjuntos de secuencias restantes de Wy y W3, son secuencias bicromaticas
internas, para cada i # j, ahora separando las secuencias bicromaticas internas de Wy y
W3 en dos subsecuencias {aq,} vy {bqo,}, se observa que |{aq,}| ¥ [{ba,}| son distintas en
tamano. Para i > j, se tiene [{aq, }| > [{ba, }| ¥ para j > i, se tiene [{aq, }| < [{ba, }|, en
tal caso, para i # j, se tiene:

[{am, }
{amm—1),}

= {ba,}
= [{bs}]

|{a(a+1)i}‘ = ‘{b(a_1)7}|

Has}l = b,
{ao}l = bl

Para la secuencia bicromética Wo = {sq} = {@a, } U {bq,}, se separa en dos subsecuencias
monocromaticas, se tiene [Wa| = [{aq, }| + [{ba, }|, para i = j. Las cardinalidades o los
tamanos de coloraciones son iguales, es decir; [{aq, }| = [{ba, }|, luego Wa, es simétrica en
si misma con respecto a las coloraciones.

{0} = [{1}]

{00} = {1, 1}|
|{0a0’0}| = |{17171}|
|{0,0,0,0}| = |{1,1,1,1}]
|{0,0,0,0,0} = |{1,1,1,1,1}]
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4

10,0,0,---,0,0,0,--- ,0}| = [{1,1,1,---,1,1,1
|{070703"' 70u070>"' 7070}| = |{171>17 7171717"' 7171}‘
1{0,0,0,---,0,0,0,---,0,0,0}| = [{1,1,1,--- ,1,1,1

Se puede concluir que todos los subconjuntos de secuencias Wy, Wy y W3 son simétricas
dos a dos en tamano con respecto a las coloraciones V oo =1, m + 1.

S{ |W| es par. El conjunto de secuencias W, se separa en dos subconjuntos de secuencias,
Wi = {s1,82, -+ ,8a} ¥ Wo = {Sat1, " ,Sm+1}, en el cual los elementos de Wy y Wy
satisfacen el caso 2), donde se senala que todas las secuencias son simétricas dos a dos con
respecto a las coloraciones.

Por ultimo la k—baricentricidad monocromatica de cada secuencia s; de W, esta dada por
k= witws mTH, para m+1 par, va a depender del nimero de vértices del grafo completo
K. Si |W] es par o impar, témese k—elementos monocromaticos de cada secuencia s; para
todo ¢ = 1,m + 1 que contienen m elementos cada uno, estos k—elementos se pueden
expresar como una suma k—baricéntrica, es decir, 01 + 05 + -4+ 0 = k-00 11 + 15 +
---+ 1, = k-1, donde el baricéntro es 0 o 1. Por lo tanto, K, contiene k—baricentricidad

monocromatica.

Ejemplo de aplicaciéon del método

Ejemplo 1. Sean G el grafo rueda, para n = 5, con |Ws| = 6 y H el grafo diamante. Sea
n = mdz{|G|, |H|} = mdz{6,4} =6 y m =2 =15,

Cantidad de secuencias con repeticion.

CR3; = 16.
Conjunto de secuencias (s;).
s1 = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}
s = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1}
ss = 1{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1}
ss = 1{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1}
W = :
si3 = {0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
s = {0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
s1i5 = {0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}
si¢ = {1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1}

Se colorean los lados del K¢ con cada secuencia s; Vi = 1,16, y de cada coloracién que se realize
a los lados del Kg, siempre se puede extraer una copia monocromdtica G'AF isomorfa a G o
una copia monocromdtica H'AF isomorfa a H. Si se considera la secuencia sig, para colorear
los lados del Kg, como se observa en la Figura 1.
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Figura 1: E1 Kg coloreado con s19, a F' de color azul F de color rojo.

Observe, que es posible extraer una copia H'AF isomorfa a H, ver Figura 2.

v

@@ 5 w
ViV V3 Wa s Ve
E

vd
H' subgrafo de F

Figura 2: Los grafos F' y una copia monocroméatica H'AF isomorfa a H.

Por lo tanto, R(G,H) = 6.
Como |W| es par. Parai > j, se tiene [{aa, }| > [{ba, }| y para j > i, se tiene |[{aq, }| < [{ba, }|-
En tal caso, para i # j, se tiene:

{0} = [{1}]

0,0} = {1, 1}
|{O7070}| = |{17171}|
{0,0,0,0}] = {1,1,1,1}|
1{0,0,0,0,0} = {1,1,1,1,1}|

|{070707"' 70}| = |{171717"' 71}|
|{050707"' 7070}| = |{17171a 7171}|
‘{anaof" a07070}| = |{17171a" 7171a1}‘

se puede decir que todos los subconjuntos de secuencias W1 y Wy son simétricas dos a dos en
tamario con respecto a las coloraciones Vo =1,16.

La k—baricentricidad k = 6(674& =38, luego 0+0+0+0+04+04+04+0=8%x0y
1414141414141+ 1=8%1, el conjunto de secuencias es 8-baricéntico monocromdtico.

En el siguiente teorema es suficiente probar que el complemento de F' contiene al menos una
copia monocromatica H 'AF isomorfa a H , es decir, lo que se prueba es que G es bueno con
respecto a H, ademds se prueba la simetria del conjunto W de secuencias y la k—baricentridad
monocromatica.

Teorema 1. Sean G = W, el grafo rueda, para n > 5 y H el grafo diamante. Si F' contiene
una copia isomofa a G o el complemento de F contiene una copia isomorfa a H, entonces
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R(G,H) = n+ 1. Ademds, el conjunto de secuencias W es simétrico dos a dos y contiene
k—baricentridad monocromdatica dada por k = W.

Demostracion. Sea un grafo F' con n + 1 vértices y supdngase que la rueda W,, contiene un
camino P,, de longitud n, que no esta contenido en F'. Sea P un camino con k vértices de méxima
longitud en F, con a; y ag vértices extremos de P en F. Observe que |V(P)| < k, con n > k.
Sea X = V(F)\ V(P), y sup6ngase que el subgrafo inducido generado por X, denotado por
F[X] = F[V(F)\ V(P)] contiene un camino M de méxima longitud, con vértices extremos by y
bs.

Considérese los vértices extremos de los caminos PAF y M AF[X] respectivamente, es claro
que los lados que se forman con los extremos {ajas} ¢ E(F) y {b1ba} ¢ E(F[X]).

Para ver la prueba de esto, supéngase que el lado {ajas} € E(F), luego se forma el camino
cerrado A = {ajas} U P, de long(A) = k y |A| = k, esto implica que, long(A) > long(P), esto
contradice el hecho que P es el camino de maxima longitud en F, luego el lado {a1a2} ¢ E(F) =
{a1as} € E(F). Un razonamiento similar ocurre, si supone que el lado {b1bo} € E(F[X]), entonces
long(B) > long(M) es una contradiccion, luego {b1 b} € E(F). Como M es el camino de méxima
longitud en F[X], P es el camino de méxima longitud en F', entonces PAF | MAF[X]y F[X]AF
indican que long(M) < long(P). Como |V(F)| =n+ 1y la longitud del camino P en F es < k,
entonces existe al menos un vértice z = w ¢ V(P)UV(M) = w € V(F)\ (V(P) UV (M)).
Evidentemente los lados que se forman con z, y los extremos de PAF y MAF[X], no, estdn en
E(F), para cada z € V(F)\ (V(P)UV(M)), de no ser asi, P y M dejarian de ser los caminos de
méxima longitud en F'y F[X], esto indica que w no puede ser adyacente a los vértices extremos
de P y M, lo que implica que cualquier lado que se forme con w esta en F. Se presentan los
siguientes casos:

1) long(P) > 3y long(M) > 1.
En este caso int(P) > 2. Supdngase lo contrario que |int(P)| < 2 = |int(P)| = 1 =
long(P) = 2, esto contradice el hecho que long(P) > 3. Por lo tanto, |int(P)| > 2. Luego,
X debe tener al menos dos vértices, como X = F\ P = V(X) = V(F)\ V(P) y de la
teoria de conjunto se tiene,

V(F):(V(F)EV)‘(

))UV(P)
VE) = (V)N VP +[V(P)] -]

—|(V(F)\V(P) nV(P)],
pero como (V(F)\V(P))NV(P)=0= |[(V(F)\V(P)NnV(P)| = |0 Asi, que

| = 0.
V(X) = |V(F)| — |V(P)|. Por otro lado, se tiene que |V(F)|=n+ 1y |V(P)| <k, donde
k=mn-—1,conn>5.

VX = V(E)| = [V(P)], pues [V(P)| < k = —|V(P)[ = —k

luego |V (X)| > 2, contiene al menos dos vértices, esto idica que Y debe tener al menos cero
vértices y pueden presentarse tres posibilidades:

e Si, [V(X)| = |V(M)], lo que implica

V)l = [V(X)| - [V(M)]
= |[V(M)| - |V (M)
= 0, asi Y =0
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o Si, [V(X)| > |V(M)].

vl = V)| - V)]
> V(M) = [V(M)]
> 0, en consecuencia |V (Y)|>0=Y #0.
e Si, [V(X)| < |V(M)].
V)l = [VIX]| = [V(M)]
< (\)V(M)\ — V(M)

|[V(X)| < 0, contadiccién, pues no puede existir ningtin subgrafo con cardinalidad de
sus vértices negativa, lo cual contradice que M es el camino de maxima longitud en
F[X].

1.1) long(M) = 1.

o Si,long(M)=1y |[V(M)| = 2.
Luego, con los vértices extremos de P y los vértices extremos de X se forman
los lados {aias}, {a1b1}, {a1b2}, {aab1}, {azba}, lo cual resulta el diamante en el
complemento de F.

o —ee -
=TT T T T - /’ 5
T e ~
P T T TR ’ N
e —— A7 . % (_/ \\‘.
F’—.—‘ —a ag————-- az
a1 X1 Xz a b1 bz N p
.
.
Y
N s
v
[ ]

Figura 3: Los grafos: F'y una copia H'AF isomorfa a H.

1.2) long(M) = 0.
e Si, log(M) =0y |V(M)|=2.
sea x1, T2 € int(P) tales que los lados {a121}, {x122}, {x202} € E(F'), no pueden
ser adyacentes a los vértices extremos M, porque no se cumpliria la regla y M
dejaria de ser el camino de méxima longitud en F[X], lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, con los vértices interiores de P y los extremos de M se forman los
lados {x1b1}, {162}, {x2b1}, {x2ba}, {b1ba}, resulta el diamante en el complemento
de F.

______

Figura 4: Los grafos: F'y una copia H'AF isomorfa a H.
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e Si, log(M) =0y |V(M)| =1, entonces debe exister al menos un vértice w en Y.

VOl = [V(E)] = V(P)] - [V (M)
W) |[> n+l-n+1-1=1,

en consecuencia |V (Y)| > 1, Y contiene al menos un vértice, sea w el vértice en
Y. Por lo tanto, con el vértice w en Y, el vértice ¢ en M, un vértice extremo en
P y un vértice en el interior de P, se forma el diamante en el complemento de F'.

Los demas casos se prueban andlogos a el caso: 1.
2) long(P) > 2y long(M) < 2.
3) long(P) < 1.

4) Si, long(P) =0 = |V(P)| = 1, entonces F estd formado unicamente por vértices aislados.
Luego, X debe tener al menos cinco vértices.

V(X = V)= [(V(P)
V(X)) > n+1—-1=mn, para n>5
VXl = 5

Por tanto, X tiene al menos cinco vértices aislados, con los vértices de X se forma el K4 —1
en F.

Se ha probado que G es buena con respecto a H.
Ahora, se probara que el conjunto W de secuencias es simétrico dos a dos. Suelen presentarse
dos casos:

a) Si, |W| es impar.
De la primera parte de la Definicién 7, se separa el conjunto de secuencias W en tres subcon-
juntos de secuencias, Wi = {s1,82,  + ,8a-1}, Wa = {80} vy W3 = {Sa+t1,"** s Smy1}. Porla
Definicién 2, los subconjuntos de secuencias W7 y Ws, se tiene que las secuencias s1 y Sm+t1
son monocromaticas y simétricas dos a dos con respecto a el tamano de las coloraciones. Por
la Definicién 3, el resto de los elementos de los subconjuntos de secuencias Wy y Wj, son
bicromdticas, para cada i # j, observe que las cardinalidades de las subsecuencias |{aq, }
¥ H{ba; }| son distintas en tamafios de coloraciones. Para i > j, se tiene [{aq, }| > [{ba, }| ¥
para j > i, se tiene [{aq, }| < [{ba, }|, en tal caso, para i # j, se tiene la Definicién 5 una

coleccién finita de secuencias bicromaticas s, = {ax, }/"7*! U {by, }IL k42, Para todo

k = 2,m, resulta:

§2 = {a’2i};1711 U {b2j ;n:m

— m—2 m
83 - {a3i i—1 Y {b3j }j:m—l
samt = {0 U b, il -ass
Sa = {a‘(d)q ;r;ljé U {b(a)] }?:m—a+2
Sa+1 = {a(a+1)i}i:1 U {b(a-i-l)j }T:m7a+1
Sm—1 = {a(m_l)t}{?:l U {b(m—l)j };n:3
S = {am oy U (b, )10
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Luego de la teoria de conjunto se tiene que

el = Haw 3 b, Yo ppal = Han 355 0 {0k, Yol

como {ax, };2] k41 A {bx; }] k42 = =0 = Har}] k1A {bk_j}T:m_k+2| = 0, para todo

{aw 7 How Y ol
Por tanto, se tiene para todo k = 2, m que:

k = 2,m, resulta: |s;| =

|52l = a2 + b2, 1|
|s3] = [{as, }itq \+|{b3,}J —
ol = oo B+ o )itn-a
8l = |{a(a i1 |+ @) }iem—axe]
[sat1] = |{a(a+11}1:1 \+|{b(a+1j}§”=m_a+1|
|sm—1] = |{am 1); 1|+‘{b(m 1); }j:3|
lsm| = |{am1} _1| + {bm,; } 1ol
Resulta:
{am, izl = Hb2, 37l Hagm—1), Yizil = {03, } i als -
a1y 1 = Hba—1),  m—arsls o Has Mo = {ban—1), sl

[{az, 3727 = {bm, Hial.

Por la Definicién 4 el subconjunto Wy de secuencia es simétrica en si misma con respecto

a las coloraciones. Observe que.

{0} =
{0,0}] =

{1}
{1, 1}

{0,0,0}] = [{1,1,1}
{0,0,0,0}| = {1,1,1,1}|
|{070a0a070}| - |{171717 1, 1}|
|{070707"' 70}| = |{171717"' 71}|
{0,0,0,---,0,0}| = [{1,1,1,--- ,1,1}|
|{Oa0707"' a050,0}|:|{171717 ,171a1}|
‘{0,0,0 a070707 7O}|_|{171717 7171a1a"'71}|
|{070a03 a030707 07O}|:|{171717"'717171a"'71a1}‘
[{0,0,0,---,0,0,0,-- 00,0}| {1,1,1,---,1,1,1,--- ,1,1,1}]

Con este resultado, se deduce que tadas las secuencias son simétricas dos a dos en tamano

con respecto a las coloraciones.
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Ahora, considérese las secuencias desde s; hasta s,,, y desde s, hasta s, 1, todas de
longitud m, para formar las matrices W y W ambas de orden m x m. Notese, que las
matrices W y W' son simétricas en el sentido usual de matrices, es decir, (W )i = W y
(W)t =W. .Como W y W son matrices simétricas, evidentemente la suma es simétrica,
es decir, (W +W )l =W + W .

Por otro lado, el producto de w’ por W también resulta una matriz simétrica. En efecto,
sean W' = [a;1] y W = [by;] simétricas. Nétese, que W # W y W -W #W -W , luego
W W = |ak]-[br;] = [cij], donde ¢;; = 221:1 aitbr; = a;1b1+asi2boj+a;3bsji+- - +aimbm;,

entonces
(et = (Chiy ainbuy)’
= (allblj + a/’L2b2j + a”L3b3j ct+ Aim mg)t
= (allblj) (a12b2g) + (azdb?)]) (azmbmj)t
= (byy)"(an)" + (bos) (ai2)" + (b3]) (az?)) + ot (b)) (@im)?

b]lalz + bjoao; + bjzaz; + -+ - + bjmmi,
= e
Por tanto, el producto es simétrico.
b) Si, |W]| es par.
Por el item 2) de la Definicién 7, el conjunto de secuencias W, se separa en dos subcon-
juntos de secuencias, de la forma W7 = {s1,82," - ,8a} ¥ Wa = {Sa+1, " s Sm+1}, con
un razonamiento similar a los casos 1.1) y 1.2), cuando |[W| es impar, los elementos de los

subconjuntos W7 y Wy satisfacen las mismas condiciones cuando |W| es par. Asi todas las
secuencias son simétricas dos a dos con respecto a las coloraciones.

Ahora, se probara la k—baricentridad.

e Si, |IW| es impar, es vélida la condicién presente en el item 2, de la Definicién 8, o lo que
equivale al piso de simetria, es decir.

Wi |+ [Wa| + [W3]

2
a—14+414+m+1—«
2

m+1
2

2
nn—1)+2
—

e Si, [W] es par, y del {tem 1 de la Definicién 8.

k- |wi| +|w2|  a+m+1—-—a m+1 n(n—1)+2
- 2 B 2 2 4 '

Por tanto, se ha demostrado que el grafo completo K, contiene k—baricentridad monocromaética.

Por lo tanto, con este ultimo resultado se ha demostrado el teorema. O
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