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Resumen

Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U un sub-
conjunto de V(G), con |[U N A| = |U N B|. En este articulo se demuestra que si Ay1(S) =
maz{d(a) +d(b) :a € SNAybe SN B} >n+1, para cada conjunto independiente S de
orden @ +1en G[U] tal que SN A # @y SN B # (), entonces G contiene un ciclo que
incluye todos los vértices de U, donde k(U) denota la minima cardinalidad de un conjunto
de vértices de G que separan dos vértices de U en G.

Palabras y frases clave: grafo bipartito balanceado, condicién de suma de grados,
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Abstract

Let G = (AU B, E) be a connected balanced bipartite graph of order 2n and U a subset
of V(QG), with [UNA| = |UN B|. In this paper we prove that if Ay 1(S) = maxz{d(a) +d(b) :
a€SNAybeSNB}>n+1, for every independent set S of order @ + 1 in G[U] such
that SN A # @ and SN B # 0, then G contains a cycle that includes every vertex of U,
where k(U) denote the minimum cardinality of a set of vertices of G separating two vertices

of U in G.
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1 Introduccion

Se considera en este articulo dnicamente grafos bipartitos balanceados G = (AU B, F) simples y
finitos, y para la terminologia estandar de teoria de grafos no explicada en este articulo, referimos
al lector a [1] y [2]. Sea G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo (para cualquier par
de vértices existe un camino que los una). Para un vértice u en G, Ng(u) denota el conjunto de
vecinos de u en G y dg(u) = |[Ng(u)| el grado de u en G.

Para un conjunto independiente S de G (todos sus vértices son mutuamente no adyacentes
en G), se define Ay 1(S) = maz{dg(a) +dg(d) :a € SNAybe SN B}

Para un subconjunto R de V(G), G[R] denota el subgrafo de G inducido por R y k(R)
la minima cardinalidad de un conjunto de vértices de G que separan dos vértices de R en G.
Para un subgrafo T de G, Nr(u) = Ng(u) N V(T) y dr(u) = |Nr(u)|, para cualquier vértice
u € V(G)\V(T). Un camino P que conecta a u y v es denotado por uPv y dos caminos P y
@ son vértices disjuntos si no tienen vértices en comun e internamente vértices disjuntos si el
conjunto de sus vértices internos son disjuntos. Sea C' un ciclo con la orientacién dada por
Para u,v € V(C), uav denota el camino de u hasta v en 8, ugv la secuencia reversa de uC'v,
ut el sucesor de u, u~ el predecesor de u, de acuerdo a la orientaciéon de C, Clu,v] (Clu,v),
C(u,v], C(u,v)) el subgrafo que va desde u hasta v en ¢ (desde u hasta v~, desde u™ hasta v,
desde u™ hasta v~ respectivamente, en C').

Yamashita, en [2], demostrd que para todo grafo 2-conexo G, de orden n, y todo subconjunto
U de V(G), si Ag(S) = maz{d(a)+d(b) :a € Sybe S} >n, para todo conjunto independiente
S de orden (k(U) + 1) en G[U], entonces G contiene un ciclo que incluye todo vértice de U.
En este articulo, damos un resultado andlogo al anterior en grafos bipartitos balanceados: Sean
G = (AUB, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U un subconjunto balanceado
de V(G), |UNA| = |UNB|. Si Ay 1(S) > n+1, para todo conjunto independiente S, con SNA #
y SN B # (0, de orden (@ + 1) en G[UJ; entonces G contiene un ciclo que incluye todos los
vértices de U

2 Lemas preliminares

Lema 2.1. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C' un ciclo que contiene el
mdzimo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) es un conjunto de dos
vértices independientes u en UNA yv en U N B.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni =1,2, ..., g— 1, y zj el primer
vértice perteneciente a U en C(uj, ujq1), con j = %—&— 1, % +2,..,k—1, tal que v; € No(v), para
toda i =1,2,..., g, uj € Ne(u), para toda j = g + l,g +2,..,k, y uZ = v1. Entonces existe un
subconjunto independiente ¥ de U tal que [V(E)NA|>1y|V(Z)NnB|>1.

Demostracion. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.
Sea C' un ciclo que contiene el médximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que
V(G) — V(C) es un conjunto de dos vértices independientes w en U N Ay ven UNB.
Supongamos que y; es el tltimo vértice perteneciente a U en C(v;,v;41), con 1 <4 < g -1,y
z; es el primer vértice perteneciente a U en C'(u;, uj41), con g—&—l < j < k-1, tal que v; € No(v),

k uj € N¢(u), para toda j = % +1, % + 2,k y u: = 1.

para todai=1,2,..., 3,
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Definamos los conjuntos

k
I'= {y1 eUnN V(C(’Uz‘,’UH_l)) 1= 1,2, veny 5 — 1}

k k
Q = {Zj e UQV(C(Uj,Uj_;,_l)) ] = 5 +1,§ +2,...,k’7 1}

Demostraremos que ¥ = TUQU{u, v} es un subconjunto independiente de U tal que |V (Z)NA| > 1
y|V(E)NnB| > 1.

Afirmacién I: y.ys € E(G),cony. eTNAyys €' NB.
En efecto: Sea y.ys € E(G), con yf_e I'NA, ys € 'N By, sin pérdida de generalidad, e < ¢

en 8 Entonces existe el ciclo C; = yEC'v(;HvUEHBy(;yE tal que |[V(C1)NU| > |[V(C)NU|. Ver
Figura 1.

Figura 1: Representa la formacién del ciclo C; tal que |V(Cy)NU| > |[V(C)NU|

Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, y.ys € E(G), cony. e TNAyys €T NB.
Afirmacidn II: vy, ¢ E(G), con y. € T'N A.

En efecto: Sea vy. € E(G), con y. € I'N A. Entonces existe el ciclo Cy = ’UUE_HByE’U tal
que |[V(C1)NU| > |V(C)N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, vy. € F(G), con
ye € I'NA.

Afirmacién III: uys ¢ F(G), con ys € I' N B.

%
En efecto: Sea uys € E(G), con ys € I'NB. Entonces existe el ciclo C1 = ys Cv1vv541 8ukuy5
tal que |V(Cy) NU| > |[V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uys ¢ E(G),
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conys € I'N B.
Afirmacién IV: y.z, € E(G),cony. e 'NAyz, € QNB.

En efecto: Sea y.z, € E(G), con, sin pérdida de genaralidad, y. € TNAy z, € QN B.
%
Entonces existe el ciclo Cs = z, ukuu,,CvE+1vv18ysz,, tal que |V(Ce) NU| > |V(C)NU]|. Ver
Figura 2.

Figura 2: Representa la formacién del ciclo Cy tal que |[V(C2) NU| > |[V(C)NU|

Lo cual es una contradiccion; en consecuencia, y.z, ¢ E(G), con, sin pérdida de generalidad,
ye €I'NAyz,eQNB.

Afirmacién V: z)z, € E(G), con zy € QNAyz, € QNB.

En efecto:Sea 2,2z, € E(G), con zy € QN A, z, € QN By, sin pérdida de generalidad, A < p

%
en C. Entonces existe el ciclo Cy = zpau,\uupCz,\zp tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual
es una contradiccién; en consecuencia, zyz, € E(G), con zy € QN Ay z,€ QN B.

Afirmacién VI: uz, € E(G), con z, € QN B.
%

En efecto: Sea uz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo C; = uu,Cz,u tal
que [V(Cy)NU| > |[V(C)N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uz, ¢ E(G), con
2, € QAN B.

Afirmacién VII: vz) ¢ E(G), con z) € QN A.

%
En efecto: Sea vz) € E(G), con z), € Q2N A. Entonces existe el ciclo C; = z,\gukuuk Cuvyvzy
tal que |[V(C1) NU| > [V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, vzy ¢ E(G),
con z) € QN A.
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Asi, de las afirmaciones anteriores, ¥ = T'UQ U {u, v} es un subconjunto independiente de U
tal que [V(Z)NA|>1y |V(E)NnB|>1. O

Lema 2.2. Sean G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un sub-
conjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el
mdzimo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) es un conjunto de dos
vértices independientes u en UNA yv en U N B.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni=1,2, ..., g— 1, y zj el primer
vértice perteneciente a U en C(uj,ujq1), con j = %—&— 1, g +2,..,k—1, tal que v; € N¢(v), para
todai=1,2,..., %, uj € N¢(u), para toda j = % +1, % +2,..k y uzr = 1.

Sea ¥ un subconjunto independiente de U tal que [V(2)NA| > 1y |V(X)NB| > 1. Entonces
dg(a) + de(b) < n, para todo vértice a en XN A y todo vértice b en ¥ N B

Demostracion. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene
el mdximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C) tiene dos vértices
independientes u e UN Ay v e UNB.

Sean y; el dltimo vértice perteneciente a U en C(v;,v;41), con 1 <14 < % — 1,y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(uj,ujy1), con g +1<j<k-1,tal que v; € N¢(v), para toda
1=1,2,..., g, u; € N¢(u), para toda j = g + 1,% +2,..k, vy u$ = 1.

Definamos los conjuntos

k

I'= {yi S UﬂV(C(’L)i,Ui+1)) i=1,2, ..., 5 — 1}
v k k
Q= {Zj € UQV(C(UJ',U]‘+1)) j = 5 + 1, 5 +2,,]€ — ].}

Entonces, por el Lema 2.1, ¥ = T U QU {u,v} es un subcconjunto independiente de U tal que
[V(E)N Al > 1y |[V(2)n B| > 1. Demostraremos que dg(a) + dg(b) < n, para todo par de
vérticesa € XNAybeXNB.

Afirmacidén I: dg(ye) + da(ys) <n+1,cony. eTNAyys €T NB.

En efecto: Sean y. e 'N Ay ys € I' N B tal que, sin pérdida de generalidad, ¢ < 4. Consi-
deremos los siguientes subgrafos de C'. Ver Figura 3.

-Z1= C(y57ve+1)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Z;). En caso contrario, existe el ciclo
— —
Ch, = ngU§+1’01)5+18y5tCyg

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (ys) = 0. Asi,

dz, (ys) + dz, (ye) < % (1)

= Zy = Clveq1,Ys)
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Si yst € E(G), para toda t € V(Zs), y.t™ € E(G). En caso contrario, existe el ciclo
- o
C1 =y Cugy 10041 81&3/5 Cthy.

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y:) < % — (dz,(ys) — 1). Asi,

dz, (yé) +dz, (ys) <

Figura 3: Representa la particién del ciclo C en 71,725,235y Z,

= Z3 = C(ys, vs41]
Tenemos que y.t € F(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
— —
Ci=1ys C’v5+1vv5+18y5t0y5

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(y.) = 0. Asi,

V(Z3)|+1
dz,(ys) + dz, (ye) < % 3)
= 24 =C(vs41,7e)
Si y.t € E(G), para toda t € V(Zy), yst™ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
%
Ci = y5t0v5+1vv8+18y5t+8y5
tal que |V(Cy) NU| > |V(C) N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y5) < % — (dz,(ye) — 1). Asi,
V(Zy)] -1
dza(wn) +dz (o) < VI 4y @
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Luego, de (1), (2), (3), (4) y del Lema 2.1, tenemos que:

da(ys) + da(ye) < g [('V(ZQigl) ks 1) + ('V(ZQSN —1 1>} = m% +2<n+1

Afirmacién II: dg(y.) + dg(v) <n+1,cony. e ' NA.
En efecto: Sea y. € I' N A y consideremos los siguientes subgrafos de C"
= Z1 = C(Ye, v=11)
Tenemos que vt ¢ E(G), para toda t € V(Z1). En caso contrario, existe el ciclo
C1 = ys<505+1vt<5ys
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (v) = 0. Asi,

dz, (ye) + dz, (v) < V(Z)l+1

(1) (5)
= Zy = Clvet1,¥e)
Si vt € E(G), para toda t € V(Z3), yet— ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

C) = vt8y6t7<506+1v

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ye) < @ — (dz,(v) = 1). Asi,

V(Z
dz(0e) + dz () < V2 4y (©
Luego, de (5), (6) y Lema 2.1, tenemos que:
V(%) Cl

da(ye) +da(v) < (

V(7)) +1
|(12)| JF ()= A1 <n ]

Afirmacién III: dg(ys) + da(u) <n+1, con ys € TN B.
En efecto: Sea y; € I' N B y consideremos los siguientes subgrafos de C:
= Z1 = Clu1,ys)
Si ut € E(G), para toda t € V(Z;), yst~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y(;t*(avlvvgﬂﬁukutayg

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
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Por consiguiente, dz, (y5) < W —dyz, (u). Asi,

le (yé) + le (u) < M

= Zy =C(ys,v541)
Tenemos que ut ¢ E(G), para toda ¢ € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
C = yégvlvvéﬁ-l BukUtgyé
tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(u) = 0. Asf,

o) + dz, () < V2D ©

- Z3 = Clvst1,v1)
Si ut € E(G), para toda t € V(Z3), yst™ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
e
Ci = y5t+8ukut0v5+1vv18y5

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.

Por consiguiente, dz,(ys) < LQZS’)I — (dz,(u) — 1). Asi,
V(Z:
dz () + dzy () < 22y (9)

Luego, de (7), (8), (9) y del Lema 2.1, tenemos que:

V(Z2)]
2

V(Zs)l
2

V(Z)|+1
2

da(ys) + da(u) < ( )+ ( )+ (

Afirmacién IV: dg(y.) + dg(z,) <n+1,cony. €eTNAy 2, € QNB.

En efecto: Sean, sin pérdidad de generalidad, y. € 'N Ay z, € QN B. Consideremos los
siguientes subgrafos de C. Ver Figura 4.
- 7y =C(v1,9e)

Si y.t € E(G), para toda t € V(Z1), z,t* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
— -
C1 =yt Cu1vvc 41 8upuuk C’zpt'kayE

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z,) < % —(dz,(ye) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

le (ZP) + dZ1 (yE) < +1 (10)
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Figura 4: Representa la particién del ciclo C en Z1, 725,23, Z4 v Z5

= Zy = C(Ye, vet1)
Tenemos que z,t ¢ E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y5<5U1UUE+18uPuUk<52pt<5y5
tal que [V(Cy) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(z,) = 0. Asf,

< [V(Z3)| + 1.

de (ZP) + de (ys) > 9 (11)

- Zy = Clveq1,up)
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), z,t~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

& e
Ci = yetaupuuk Czpt™ Cveqqvvy 8%

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz,(z,) < % —dz,(ye). Asi,

V(Zs)|+1

ng (Zp) + ng (ys) S 9

- Zy = Cluy, 2p)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
%
C, = zpaukuupCvEHvul 8y5t62p

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (y.) = 0. Asi,

Az (zg) (o) < V2L (13)
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- Z5 = C(Zp,’l)l]
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z5), z,t* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
o o
Cy = ystCzpt+8ukuupCv€+1v018y€

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z,) < % —dz, (ye). Asi,

[V (Zs)| +1
—

dz;(2p) + dz;(ye) < (14)

Luego, de (10), (11), (12), (13), (14) y por el Lema 2.1, tenemos que:
de(2p) +da(y:) < (% + 1) + (%) + ('WZ;)\H) n (\V(2Z4)|) n (W)

C|l—-2 C
S22 cnia

Las demostraciones de las siguientes afirmaciones, son analogas a las anteriores:
Afirmacién V: dg(zz) +da(z,) <n+1,conzy € QNAyz, € QNB.
Afirmacién VI: dg(z,) + dg(u) <n+1, con z, € QN B.

Afirmacién VII: dg(zy) + dg(v) <n+1, con zy € QN A.

Asi, de las afirmaciones anteriores, dg(a)+dg(b) < n, para todo par de vértices, no adyacentes,
aeXNAybeXnB. O

Lema 2.3. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un subcon-
Junto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el mdximo
nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) —V(C) es un lado de vértices extremos
ueUNAyvelUNB.

Sean y; el primer vértice perteneciente a U en C(v;,vi41), coni = 1,2, ..., %—1, y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(u;,u;11), con j = % + 1,% +2,..,k—1, tal que v; € Ng(v),
para toda i = 1,2, ,% y u; € No(u), para toda j = % +1, % + 2, ..., k. Sean 11 el primer vértice
perteneciente a U en C’(vg,u§+1) y T2 el primer vértice perteneciente a U en C(uy,v1). Entonces
existe un subconjunto independiente ¥ de U tal que [V(Z)NA|>1y |V(Z)NnB|>1.

Demostracion. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.Sea C' un ciclo que contiene el
méximo ndmero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C') es un lado de vértices
extremosu e UNAyveUNB.

Supongamos que y; es el primer vértice perteneciente a U en C(v;, v;41), con 1 <4 < %— 1, tal
que v; € No(v), paratodai=1,2, ..., g; z; es el primer vértice perteneciente a U en C(uj, uj41),

con %—&— 1 <j <k-—1, tal que u; € N¢(u), para toda j = g—i— 1, % +2,...,k; y, ademds, sin

Divulgaciones Matematicas Vol. 20, No. 1 (2019), pp. 16-38



26 Daniel Brito — Lope Mata Marin — Henry Ramirez

pérdidad de generalidad, que 71 € UN B y 7o € U N A son los primeros vértice en C(vg,u§+1) y

C'(ug, v1) respectivamente.
Definamos los conjuntos

k
I'={y cUNV(C(vi,vis1)) :i=1,2,..., 5 1}

k k
Q = {Zj € UQV(C(Uj,Uj_;,_l)) ] = 5 +1,§ +2,...,]€7 1}

Demostraremos que ¥ = I'U Q U {u} U {71, 72} es un subconjunto independiente de U tal que
[VE)NAl >1y |V(Z)nB|>1.

Afirmacién I: y.ys € E(G),cony. eT'NAyys € T'NB.

En efecto: Sea y.ys € E(G), con y. € 'N A, ys € I'N By, sin pérdida de generalidad, e < §

en C'. Entonces existe el ciclo Cy = y. Cvsvv: Cysye tal que |V(C) NU| > |[V(C)N U], lo cual
es una contradiccién; en consecuencia, y.ys € F(G),cony. eTNAyys eI’ NB.

Afirmacién II: uys € E(G), con ys € TN B.

En efecto: Sea uys € E(G), con ys € I' N B. Entonces existe el ciclo C; = ygﬁv(;vuy(; tal
que |V(C1)NU| > |V(C)NU]J, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uys ¢ E(G), con
ys € I'N B.

Afirmacidén III: ysz) € E(G), conys eT'N By z\, € QN A.

En efecto: Sea ysz) € E(G), con, s<i£1 pérdida de generalidad, ys € TN By zy € QN A.
Entonces existe el ciclo C3 = y5 Cuyuvvs C z\ys tal que |V(C3) NU| > |V(C)NU]|. Ver Figura 5.

u v

aN

A+ L

Za Vs

Uy
Vs+1

Figura 5: Representa la formacién del ciclo Cs tal que |V(C3)NU| > |[V(C)NU|
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Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, yszx € E(G), con, sin pérdida de generalidad,
ys €EINByzyeQnA.

Afirmacién IV: z2\z, € E(G), con zy € QNAy z, € QNB.

En efecto: Sea 2,2z, € E(G), con zy € QN A, z, € QN By, sin pérdida de generalidad, A < p

en C. Entonces existe el ciclo Cy = zpﬁu,\uupC'zAzp tal que |V(C1)NU| > |V(C)N U], lo cual
es una contradiccidn; en consecuencia, zxz, € E(G), con zy € QNAy z, € QN B.

Afirmacién V: uz, ¢ E(G), con z, € QN B.

En efecto: Sea uz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo C; = zpaupuzp tal
que [V(Cy)NU| > |[V(C) N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, uz, ¢ E(G), con
zp, € QN B.

Afirmacién VI: ry. € E(G), con y. € T N A.

%
En efecto: Sea my. € E(G), con y. € I' N A. Entonces existe el ciclo C; = ygavg V0 C'T1Ye
tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, my. ¢ E(G),
cony. € I'NA.

Afirmacién VII: 11z, € E(G), con z) € QN A.

%
En efecto: Sea 1125 € E(G), con z) € QNA. Entonces existe el ciclo C; = z,\av%vuu)\ Crizy
tal que |[V(Cy)NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccidn; en consecuencia, 12y € E(G),
con z) € QN A.

Afirmacién VIII: myu &€ E(G).

En efecto: Sea myu € E(G). Entonces existe el ciclo C; = Tlav%vuﬁ tal que |V(Ci)NU| >
|[V(C) N U], lo cual es una contradiccién; en consecuencia, Tu € E(G).

Afirmacién IX: 772 & E(G).

%
En efecto: Sea 7175 € E(G). Entonces existe el ciclo Cy = Tzavgvuuk C' 11719 tal que |V (Cy)N
U| > |V(C)NU]|. Ver Figura 6.
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Figura 6: Representa la formacién del ciclo Cy tal que |[V(Cy) NU| > [V(C) N U]

Lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 7172 € E(G).
Afirmacién X: nys € E(G), con ys € I'N B.

%
En efecto: Sea 7oys € E(G), con ys € I'N B. Entonces existe el ciclo C; = TQ?U(;UU’LL]C CysTo
tal que |V(Cq) NU| > |[V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 7ys ¢ E(G),
conys € I'N B.

Afirmacién XI: 7z, € E(G), con z, € QN B.

En efecto: Sea vz, € E(G), con z, € QN B. Entonces existe el ciclo Cy = Tqupuuk%szg
tal que |V(Cy) NU| > [V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; en consecuencia, 12z, ¢ E(G),
con z, € 1N B.

Asi, de las afirmaciones anteriores, ¥ = TUQU{u}U{m, 72} es un subconjunto independiente
de U, tal que |[V(Z)NA|>1y |V(E)NnB| > 1. O

Lema 2.4. Sea G = (AU B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un subcon-
Junto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6. Sea C un ciclo que contiene el mdzimo
nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) —V(C) es un lado de vértices extremos
uenUNAyvenUnNB.

Sean y; el primer vértice perteneciente a U en C(v;,viv1), coni= 1,2, ... g— 1, y z; el primer
vértice perteneciente a U en C(u;,u;41), con j = §+ 1, g +2,..,k—1, tal que v; € N (v), para
toda i = 1,2,...,% y u; € Nc(u), para toda j = % + 1,% + 2,...,k. Sean 11 el primer vértice
perteneciente a U en C(vg,u§+1) y T2 el primer vértice perteneciente a U en C(vg,v1).

Sea ¥ un subconjunto independiente de U tal que [V(2)NA| > 1y |V(X)NB| > 1. Entonces
dg(a) + dg(b) < n, para todo vértice a en XN A y todo vértice b en XN B

Demostracion. Sean G = (A U B, E)un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n, U un
subconjunto balanceado de V(G) y k un entero par tal que k > 6.Sea C un ciclo que contiene el
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méximo nimero, como sea posible, de vértices de U tal que V(G) — V(C') es un lado de vértices
extremos u e UNAyveUNB.

Supongamos que y; es el primer vértice perteneciente a U en C(v;, v;41), con 1 < i < %— 1, tal
que v; € No(v), paratodai=1,2, ..., g;
con %—1—1 < j <k-1,tal que u; € No(u), para toda j = %—1—1, §+2, ..., k3 y, ademds, sin pérdidad
de generalidad, que ;1 € UN B y 7 € U N A son los primeros vértice de U en C(vg,ugﬂ) y

z;j es el primer vértice perteneciente a U en C’(uj, uj+1),

C'(ug,v1) respectivamente.
Definamos los conjuntos

I'={y; e UNV(C(vi,vit1)) :i=1,2,..., g -1}

k k
Q= {Zj € UﬂV(C(Uj,Uj+1)) 1] = 5—}—1,54—2,...,]6—1}.

Entonces, por el Lema 2.3, 1 =T UQU {7, 2} C X es un subconjunto independiente de U tal
que |V(X1)NA| > 1y |V(2;1) N B| > 1. Demostraremos que dg(a) + dg(b) < n, para todo par
de vérticesa € X1 NAybe ¥ NB.

Afirmacidén I: dg(ye) + da(ys) <n+1,cony. eTNAyys el NB.

En efecto: Sean y. e TN Ay ys € I' N B tal que, sin pérdida de generalidad, § < € en 8
Consideremos los siguientes subgrafos de C":

= Z1 = C(ys,ve)
Si yst € E(G), para toda t € V(Z1), yet~ & E(G). En caso contrario, existe el ciclo
TR
Ci = ygtﬁvgvvg Cy.t™ Cys

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ye) < % — (dz,(ys) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

5 +1. (15)

dz, (ye) +dz (ys) <
= Zy = C(ve,ye)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Zz). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = y. Cogvv. Cyst Cye
tal que |V (C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(ys) = 0. Asi,

[V(Z2)| +1
—

dz,(ys) +dz,(ye) < (16)

- ZS = C(ﬁl/s,vﬁ]
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Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), yst~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cr = yat_gyetﬁvwvs(aya

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (y5) < LQZS)I — (dz;(ye) — 1). Asi,

V(Zs)]
2

dz,(y=) + dz,(ys) < + 1. (17)

- Zy = C(vs,ys)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
(_
C1 = ys Cvavus Cyet Cys
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (y.) = 0. Asi,

o) + 7, () < V2L (18)

Luego, de (15), (16), (17), (18) y Lema 2.3, tenemos que:

\V(Z1)| -1
2

V(Z)l, _|c] -2
2 2

|V (Z2)] +1 N |V (Z3)|

5 ) +2 < n+1

da(ys)+da(ye) < ( +1)+( +1)+(

Afirmacidn II: dg(ys) +dg(zy) <n+1,conys eTNBy zy € Q2N A.

En efecto: Sean, sin pérdidad de generalidad, ys € TN By 2y, € 2N A. Consideremos los
siguientes subgrafos de C'. Ver Figura 7.

t tm Usti

Figura 7: Representa la particién del ciclo C en 71,725,235y Z,4
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= Zl = C(y57uA)
Si yst € E(QG), para toda t € V(Z1), zxt~ € E(G). En caso contrario, existe el ciclo

— —
Ci = y(;tau)\uvv(; Caxt™ Cys

tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (z)) < % — (dz, (ys) — 1). Asi,

LACIVER Y (19)

dz,(2x) +dz, (ys) < 5

= Zoy = Cluy, zx)
Tenemos que yst € E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = zAavgvuu,\gy(gth,\
tal que |V(Cy) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(ys) = 0. Asi,

[V(Z3)| +1
2

dz,(23) +dz,(ys) < (11) (20)

= Zs = C(zx,vs)
Si zxt € E(G), para toda t € V(Z3), yst— ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
=
Ci = z,\tavgvuu,\ Cyst™ Czy

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (ys) < % — (dz,(zx) — 1). Asi,

V(Zs)| —1

dz,(2x) +dz,(ys) < 5

+1.(I11) (21)

Tenemos que zxt € E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = ygauxuvv(;gz)\tay(;
tal que |[V(C1) NU| > |V(C) N U], lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(zx) = 0. Asi,
V(Zs)| +1
2
Luego, de (191), (20II), (21III), (22IV) y Lema 2.3, tenemos que:

dG(y5)+dG(2A)S§:KV(Z%;)|1+1)+ ('V(ZQ;)'H)] =|C|772+2<n+1

dz,(2x) +dz,(ys) < (IV) (22)
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Afirmacién III: dg(y.) + dg(m1) <n+1l,cony. e I'NAym € C(vg,u§+1) NB.

En efecto: Sean y. e TNAym € C(v%,u§+1) N B. Consideremos los siguientes subgrafos
de C:

= Zy = C(ye, vy)

Si y.t € E(G), para toda t € V(Z1), mt~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo

%

P
Ci = ygtavgvvs Crt™ Cy.

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —(dz,(ye) — 1). Asi,

V(Z1)| -1

dZ1 (Tl) + le (ys) < + 1 (23)

- ZQ = C[’l}g,ﬁ)
Tenemos que y.t ¢ E(G), para toda t € V(Zs). En caso contrario, existe el ciclo

Cy = Tlavgvvggygtaﬁ

tal que |[V(C1) NU| > |V(C) NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(y.) = 0. Asi,

dz,(T1) + dz,(ye) < Zal+1 (24)
- Z5=C(11,0.]
Si y.t € E(G), para toda t € V(Z3), 7itT ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Cy = ygavgvvggt*'natyg
tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —dz,(ye). Asi,
dza(m) + g (y) < ABIEL (25)

- Zy= C(v67y€)
Tenemos que 71t € E(G), para toda t € V(Z,). En caso contrario, existe el ciclo
<
Ci = ysﬁvg vaC’Tltays

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (11) = 0. Asi,

[V (Zy)] + 1'

dz, (1) +dz,(y:) < 5

(26)
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Luego, de (23), (24), (25), (26) y Lema 2.3, tenemos que:

Z 1 —2+42
dc(ﬁHdc(ye)S('V( Vi = +1>+Z(|V Ol >_|C| L |§|+1<n+1

2
Afirmacién IV: dg(z,) + dg(m2) <n+1,conz, e TNBy 7 € C(ug,vi) NA.

En efecto: Sean z, e 'N By 1 € C(ug,v1) N A. Consideremos los siguientes subgrafos de
C:

- Z1 = C(Tg,up]
Si z,t € E(G), para toda t € V(Z;), ot* ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
e
Cy = zpaukuupCt"’Tgﬁtzp

tal que |[V(C1)NU| > |V(C)

N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (12) < ‘

2L —dy, (2). Asi,

dz, (1) +dz,(z,) < m

- Zy = Clup, zp)
Tenemos que 7ot ¢ E(G), para toda ¢t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
%
C = zpaukuupCTgtazp

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(12) = 0. Asi,

[V (Z2)] + 1.

: (28)

dz,(T2) +dz,(2,) <
- Zy = C(2p,up)
Si z,t € E(G), para toda t € V(Z3), 7ot~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = zptﬁukuu;,(amt_ gzp

tal que |V(Ch)NU| > |V(C)

N U], lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz,(2) < ‘

VEZIZL (dg, (2,) — 1). As,
V(Z3)| -1

dzy(r) +dzy () < VEN=L 4 (20)

Tenemos que z,t ¢ E(G), para toda t € V(Z4). En caso contrario, existe el ciclo

Ci = Tgaupuuk <5zpt87'2
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tal que |V(C1)NU| > |V(C)NUJ, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(z,) = 0. Asi,

|V (Zy)| +1.

dZ4 (7—2) + dZ4 (ZP) < 9

(30)
Luego, de (27), (28), (29), (30) y Lema 2.3, tenemos que:

do(ra) +da(z,) < (W(Zl2>|+1> N (lV(Z2)| +1> .\ (|V(Zg)| -1, 1) N (V(Z4)|+1>

2 2 2

2472
:m%+1:%+l<n+l

Afirmacién V: dg(m1) +da(m2) <n+1, conm € Clvg,ur ) N By 72 € Clug, v1) N A

En efecto: Sean 7 € C(vg,u%i_l) NBy 1 € Clug,vr) N A. Consideremos los siguientes
subgrafos de C'. Ver Figura 8.

2 T, T

Figura 8: Representa la particién del ciclo C en 21,725,235y Z,4

-7 = C(Tg,’l}%)
Si ot € E(G), para toda t € V(Z;), it~ ¢ E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = Tgtavgvuukngt_ng

tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (11) < % — (dz,(12) — 1). Asi,

V(Z1) -1

dz, (1) +dz,(12) < + 1. (31)
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- Z2 S C[’Ug,’ﬁ)
Tenemos que 7ot € E(G), para toda t € V(Z3). En caso contrario, existe el ciclo
(_
Cl = Tlauku’lﬂ)% CTgtaTl

tal que |[V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz,(m2) = 0. Asi,

dz() + g () < VENEL (32)
= Z5=C(m,ug)
Si ot € E(G), para toda t € V(Z3), mitt € E(G). En caso contrario, existe el ciclo
Ci = Tgtgrlt"’aukuvv% 87’2
tal que |V(C1) NU| > |V(C) NU]|, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, dz, (1) < % —dz, (7). Asi,
dz,(m) + gy () < VEIEL (33)

- Z4 = C[uk,TQ)
Tenemos que 7t € E(G), para toda t € V(Z4). En caso contrario, existe el ciclo
%
Ci=m 8vgvuuk CTltBTQ

tal que |V(C1) NU| > |V(C)NU|, lo cual es una contradiccién; por lo tanto, dz, (1) = 0. Asi,

\V(Z4)|+1.

dZ4 (7_1) + dZ4 (7_2) < B

(34)

Luego, de (31I), (32II), (33III), (34IV) y Lema 2.3, tenemos que:

V(Z V(Z 1 Cl—2+2 C
dG(T1)+dG(T2)_(| (2l - +1>+Z< |+ >—| | 5 LA |2|+1<n+1

Las demostraciones de las siguientes afirmaciones, son analogas a las anteriores.
Afirmacién VI: dg(z)) +da(z,) <n+1,conzy€T'NAyz, eT'NB.
Afirmacién VII: dg(ys) + da(m2) <n+1, con ys € TN B.

Afirmacién VIII: dg(zy) + dg(m) <n+1, con zy € I'N A.

Asi, de las afirmaciones anteriores, dg(a)+dg(b) < n, para todo par de vértices, no adyacentes,
anlﬂAybeZlﬂB. O
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3 Resultados Principales

Teorema 3.1. Sean G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden 2n y U
un subconjunto balanceado de V(G). Si A11(S) > n + 1, para todo conjunto independiente S,
con SNA#0DySNB#0, de cardinalidad (= QU) + 1) en G[U], entonces G tiene un ciclo que
contiene todos los vértices de U.

Demostracion. Sean G = (A U B, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y U
un subconjunto balanceado de V(G). Supongamos que Ap1(S) > n + 1, para todo conjunto
independiente S, con SN A # 0y SN B # 0, de cardinalidad (@ + 1) en G[U], y que G no
tiene un ciclo que contenga todos los vértices de U.

Sean C un ciclo de G que contiene la mayor cantidad, como sea posible, de vértices de
U, k= r(U)yT C V(QG) el conjunto de vértices separadores de los elementos de U tal que
|[V(T)N Al = |V(T) N B| > 3. Entonces, consideremos los siguientes casos:

Caso I: V(G) — V(C) es un conjunto independiente.

Como G es balanceado, el conjunto V(G) — V(C') contiene al menos un vértice aislado u en
U N A y al menos un vértice aislado v en U N B.

Por el teorema de Menger, existen £ caminos vértices disjuntos P; que conectan a v con C;

2
es decir, existen g caminos internamente vértices disjuntos vP;v; con v; € V(C), y % caminos

vértices disjuntos (); que conectan a u con C} es decir, % caminos internamente vértices disjuntos
vQju; con u; € V(C), tal que los indices de v; y u; se incrementan de acuerdo a la orientacién
de Cy V(P)NV(Q;) = 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los vértices vy, v, ..., v & son los vecinos de P; en

ANV (C) y los vértices Uk 1, Uk 4o, .oy Uk SON los vecinos de @; en BNV (C) tal que u; = v;. Por la

escojencia del ciclo, V(C(vi, vi41))NU # 0, para todai = 1,2, ..., g -1y V(C(uj,ujy1))NU # 0,
paratodaj:§+1,§+2,...,k71.

Consideremos, o; = maz{p; : yp, € U N C(v;,v;41),t € ZT}, para toda i = 1,2,...,% -1,
y B; = min{q : z4, € UNC(uj,ujp1),t € ZT}, para toda j = % +1, g +2,...,k — 1. Sean los
conjuntos I' = {ya,, Yass ...,yagil} y Q= {Zﬁgu’zﬁgm’“"zﬁk—l}' Entonces, por el Lema 2.1,

¥ =TUQU{u,v} es un conjunto independiente en G[U] tal que |V (X1)NA| > 1y |[V(Z1)NB| > 1.

Por otro lado, por el Lema 2.2, dg(a) + dg(b) < n, para todo par de vértices a y b, en clases
diferentes de . En consecuencia, existe un conjunto independiente Sy C ¥, en G[U], de cardina-
lidad (£ +1), tal que [V(S1)NA| > 1y [V(S1)NB| > 1,y dg(a) + dc(b) < n, para todo par de
vértices a y b, en clases diferentes de ;.

Caso II: V(G) — V(C') es un conjunto de componente H,, tal que |H,| > 2, para toda p.

Sea, sin pérdida de generalidad, H una componente conexa de V(G) — V(C) isomorfa al grafo

K 1, con vértices extremos u e UNAyveUNB.

Por el teorema de Menger, existen £ caminos vértices disjuntos P; que conectan a v con C

2
es decir, existen g caminos internamente vértices disjuntos vP;v; con v; € V(C), y % caminos
vértices disjuntos ); que conectan a u con C; es decir, % caminos internamente vértices disjuntos

vQju; con u; € V(C), tal que los indices de v; y u; se incrementan de acuerdo a la orientacién
de Cy V(P)NV(Q,) =0.
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Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los vértices v1,va, ..., v son los vecinos de P; en
2
ANV(C) y los vértices Uk 415Uk oy -ry Uk SOD los vecinos de @; en BN V(C). Por la escojencia

de C, V(C(vi,vi41)) NU # 0, para toda ¢ = 1,2,...,% — 1, V(C(uj,ujt1)) NU # 0, para toda

j=f+15+2 k-1, V(C(v%,u%_ﬂ)) NU #0y V(C(ug,v1))NU # 0.

Consideremos, a; = min{p; : yp, € U N C(v;,vi11),t € ZT}, para toda i = 1,2,...,% -1,
B; = min{q; : zq, € UNC(uj,ujy1),t € ZT}, para toda j = g + 1, % +2,...,k—1, 7y el primer
vértice de, sin pérdida de generalidad, U N B en V(C’(vg,u§+1)) y T2 el primer vértice de, sin
pérdida de generalidad, U N A en V(C(ug,v1)).

Sean los conjuntos I' = {yu, ; Yas ...,ya%_l} y Q= {Zﬂg+1’zﬁg+2’ .y 28,_, +- Entonces, por el
Lema 2.3, 1 = TUQU{7, 72} C ¥ es un conjunto independiente en G[U] tal que |V (X1)NA| > 1
v |V(X1) N B| > 1; por otro lado, por el Lema 2.4, dg(a) + dg(b) < n, para todo par de vértices
a y b, en clases diferentes de ¥;. En consecuencia, existe un conjunto independiente S; C 31 en
G[U], de cardinalidad (g + 1), tal que |[V(S1)NA| > 1, |V(S1)NB|>1ydg(a) +dg(d) <n,
para todo par de vértices a y b, en clases diferentes de S7.

Por consiguiente, de los Casos I y II, existe un conjunto independiente S en G[U], de cardi-
nalidad (£ + 1), tal que A1 1(S1) < n+ 1, lo cual es una contradiccién. Asf, G contiene un ciclo
que incluye todos los vértices de U. O

3.1 Ejemplo ilustrativo del Teorema Principal

Sea el siguiente grafo bipartito balanceado conexo G = (A U B, E), con A = {a1,as,u;,
Uz, c1,¢2,¢3} y B ={b1,ba,v1,v2,d1,da,ds}, y sea G[U] el subgrafo inducido por el subconjunto
balanceado U = {a1, as, u1, us,b1,ba,v1,v2} de V(G), Figura 9

by

ay

o — oh1

U2 o2

ay bz

Figura 9: Representa el grafo bipartito G = (ka2 U2K1 1) + K33 y G[U]
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Observemos en la Figura 9, que k(U) = 6. Sean S1 = {ag, b, u1, v}, So = {az, b, us, v1},
S3 = {ag,ba,ur,uz}, Sy = {ag,bz,v1,v2}, S5 = {a1,a2,u1,v2}, S = {a1,a2,uz,v1} y S7 =
{a1,as,v1,v2} conjuntos independientes de cardinalidad (@ +1)=3+1=4en G[U]. Como
A11(S) >n+1=7+1=8 para todo S; desde i = 1,7, se tiene que G cumple con la hipétesis
del teorema principal; por lo tanto, existe el ciclo:

C = a2b1a1b203v2u2d101v1u1d2a2
que contiene todos los vértices de U.

Corolario 1. Sean k > 2 y G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden
2n. Sean Vi, Vs, ..., Vg subconguntos balanceados de V(G) y V =V, UV, U...U Vg. Si para cada

i=1,2, ,% y para cada par de vértices independientes, en particiones distintas, u y v en V;,
dg(u) +dg(v) > n+ 1, entonces G tiene un ciclo que contiene todos los vértices de V.

Demostracion. Sean k > 2y G = (AU B, E) un grafo bipartito balanceado k-conexo de orden
2n. Sean V1, V5, ..., V% subconjuntos balanceados de V(G) y V=V UV, U ..U Vg. Supongamos

que para cada ¢ = 1,2, ..., % y para cada par de vértices independientes, en clases distintas, u y
ven Vi, dg(u) + dg(v) > n+ 1. Sea S’ un conjunto independiente en V.=V, UVL U ... U V%,

con SSNA#0y S NB +#0, de cardinalidad @ + 1. Como |5'| = @ +1> &, existen dos
vértices independientes, en clases diferentes, tales que uw,v € S’ NV, para algiin i = 1,2, ..., g
Por hipétesis, dg(u) + dg(v) > n + 1, entonces Aq1(S’) > n + 1. Luego, para cada conjunto
independiente Sen V = VUV, U...U Vg, existen dos vértices independientes en clases diferentes,
tales que Aq1(S) > n+ 1, de aqui G satisface las hipétesis del Teorema 3.1, en consecuencia, G

tiene un ciclo que contiene todos los vértices de V. O
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