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Resumen

El grafo divisor de cero para un anillo conmutativo R, denotado por I'(R), es un gra-
fo cuyos vértices son los elementos del conjunto de divisores de cero, no nulos, en R. Dos
vértices distintos = e y son adyacentes en I'(R) si y solo si z -y = 0. En este trabajo, se
recopilan algunos resultados relevantes de los I'(R) y ademas, se presenta un algoritmo para
la representacion de I'(R) para los anillos Zy,.
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Abstract

The zero-divisor graph for a conmutative ring R, denoted by I'(R), is a graph whose
vertices are the elements of the set of divisor of zero, different of zero, on R. Two distinct
vertices « and y are adyacentes in I'(R) if and only if - y = 0. In this work, they give
some relevant results of the I'(R) and also, an algorithm is presented for the representation
of I'(R) for rings of Z,.

Key words and phrases: Set zero divisor, zero dividers, algorithm.

1 Introduccion

El estudio de los grafos divisoresde cero fue presentado por primera vez en 1988 por Istan Beck
[3], en su articulo denominado “Coloring of conmutative ring’. Alli asocian un grafo simple a
un anillo conmutativo R, donde los vértices son los elementos del anillo y la adyacencia entre
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los vértices se obtiene a través de los divisores de cero, es decir, dos vértices distintos x e y son
adyacentes si y so6lo si x -y = 0.

En aquel momento el objetivo bésico era estudiar las coloraciones de anillos conmutativos, con
la idea de establecer una relacién entre la teoria de grafo y la teoria de anillos conmutativos. Un
resultado importante de Beck fue la siguiente conjetura: x(R) = clique R, donde x(R) denota el
namero cromético de un grafo, ese estudio fue continuado en [2], donde cabe senalar que se da un
contraejemplo a la conjetura dada por Beck donde R es un anillo local finito. Pero después en el
ano 1999, Andersen y Livistong [1], publican el articulo “ The zero divisor graph of a conmutative
ring’ y es en este articulo donde se estudian las propiedades y estructuras de los grafos divisores
de cero, los cuales también se estudian en este trabajo, estos se denotan por I'(R), donde R es
un anillo conmutativo. Una diferencia que se encuentra en la definicion del grafo divisor de cero
en ese articulo es la inclucién del cero en los conjuntos divisores de ceros, pero a la hora de las
adyacencia en el grafo divisor de cero no es tomado en cuenta, y es asi, como muchos autores
hasta los actuales momentos, incluyen el cero en este tipo de grafos para tener méas propiedas y
estructras a la mano.

En [9], se dan algunas representaciones y caracterizaciones de los grafos divisores de cero,
para los anillos conmutativos de la forma Zyng. En [4], se introduce la definiciéon de conjuntos
r-partitos, definicion clave para la representacion de los grafos divisores de cero. Asi como tam-
bién caracterizaciones, el didmetro y el numero de clique para estos grafos. Como primer aporte
en este trabajo de investigacién, se trabaja con estructuras algebraicas tales como los anillos
conmutativos de la forma Z,» 4, para p y g primos distintos y n entero positivo, donde se estudian
las representaciones de los grafos divisores de cero que se obtendran para cada caso, asi como
su caracterizaciones, el didAmetro, nimero de clique y como segundo aporte se da un método
para la elaboracion de un algoritmo donde se pueda representar estos grafos para las estructuras
algebraicas antes mencionadas y dejar como tarea abierta la implementaci este método en un
lenguaje computacional. Cabe de destacar, que estos métodos algoritmicos que se han venido
presentando en estas investigaciones han sido pilares, para articular teorias ya existentes como
lo son la Teoria de Ramsey, Teoria Combinatoria, Teoria de Problemas Baricéntricos y la Teoria
del Algebra por mencionar algunas, con las denominadas constantes baricéntricas.

2 Conjunto divisor de cero

A continuacién se presentan definiciones y resultados relacionados con los conjuntos divisores de
cero.

Definiciéon 1. Sea R un anillo, un elemento & € R, se llama divisor de cero, si existe y € R,
distinto de cero, tal que z -y = 0.

Nota 2.1. En este trabajo de investigacion, se trabajard muy a menudo con el anillo conmutativo
Zom, = {0,1,2,--- ;m — 1}, el cual no es méas que el conjunto de las clases médulo m. En lo que
continta de escritura, se suprimira las barras para denotar al mismo anillo Z,,,, en caso contrario
se informara.

Definicion 2. Aquel conjunto para el cual, cada vez que se elijan dos elementos no nulos x e y
en un anillo R, se cumple x -y = 0. Se denomina conjunto divisor de cero. Este trabajo se denota
al conjunto divisor de cero de un anillo R, por Q(R).

Ejemplo 1. Sea el anillo conmutativo siguiente Zio = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Su conjunto
divisor de cero es:
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NZyo) ={2,4,5,6,8}.
Nota 2.2. Otra manera de ver (Z19), son los elementos no primos relativos con 10.
Otros anillos R a los cuales también se les calcula Q(R) son los siguientes:

Ejemplo 2. Sea el anillo conmutativo Zy x Z2 = {(0,0),(1,0), (0,1),(1,1)}. Su conjunto divisor
de cero es: QU(Za x Z2) = {(1,0),(0,1)}. Puesto que:

(1 0) (0 1) (0,0) € Lo X Lo
(1,0) x (1,1) = (1,0) € Zy x Zsy
(0,1) x (1,1) = (0,1) € Zg x Zsy
Ejemplo 3. Sea el anillo R = Zs [239} {0, 1, 2, @, 2+ 1, x + 2, 2z, 2¢ + 1, 2z + 2}. Su
x

Zg [x]

conjunto divisor de cero es : §2 < > = {x,2x}. Puesto que:

r-20=222=2.-0=0
Los siguientes son resultados relacionados con los conjuntos divisores de cero. En [8], aparecen
los siguientes corolarios

Corolario 2.1. Sea el anillo R = 7, no tiene divisores de cero si y sélo si p es primo.

Corolario 2.2. Un anillo no tiene divisores de cero si y solo si se cumple la ley cancelativa del
producto para todo elemento no nulo del anillo.

En [9] aparece el siguiente resultado, aqui se presenta una demostracion.

p"q

-1
k
Demostracion. Sean p,q, primos distintos y n € Z. Ademés, R = Zyng un anillo y Q(R) su
conjunto divisor de cero, de la forma Q(R) = {x1, 22, -+ ,z,}. Supéngase que k € Q(R) tal que

k/p™q, esto significa que existe 0 # b € Q(R) de manera que k - b = p"q. Supongamos ahora que,
n

IQR)| # Z% — 1, para algtn k, esto implica que existen a,b € Q(R) tal que a-b = 0, esto quiere

decir, que a = O 6 b =0, pero esto es una contradicion, puesto b # 0 y b = 0, proviene de suponer

que j0(R) £ 201 0

Seguidamente en el articulo [6], tiene el siguiente resultado

Proposicion 2.1. Sea R un anillo finito, entonces cada elemento de R es invertible o divisor de
cero.

Demostracion. Sea a € R. Si a € Q(R), significa que a es un divisor de cero. Por otro lado, si a no
pertenece a §2(R), entonces a # 0 y para todo b € R — {0}, se tiene que a - b # 0. Escribiendo R,
de la forma R = {0, a9, as, - ,a,} multilplicando cada elemento de R por a se obtiene a -0 =0
ya-a; #0,Vicon2<i<n. Sii#j,a-a; #a-aj, caso contrario, a(a; — a;) = 0, més atn si
a no pertenece a (R), asi existe ax € R, con 2 < k < n. Tal que a-a; = 1y por lo tanto a es
invertible. O

El siguiente teorema dado en [6], es fundamental para futuras investigaciones conectadas por
los grafos divisores de cero y anillos de polinomios.

Teorema 2.1 (Teorema de McCoy). Sea R un anillo. Un polinomio f € R[z] es un divisor de
cero si y solo si, existe r € Rlx] distinto de cero tal que - f = 0.
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3 Grafo divisor de cero

En esta seccion, se presenta una definicién de grafo divisor de cero entre las muchas que existen,
y algunos resultados relacionados con los mismos. En este apartado los anillos de trabajo se
consideran conmutativos y con identidad. A continuacién la siguiente definicién de conjunto -
partitos es bueno conocerla puesto que es crucuial en la construccién de los grafos divisores de
cero, aqui propuestos.

Definicién 3. Los conjuntos Vi, Vo, -+ |V, son llamados r-partitos del conjunto V, si cumplen
lo siguiente:

LV, £0,Vi=1,2,...,r.
2. VinV, =0,Vi,j=1,2,...,r.

Otra definicién importante es la siguiente:

Definicién 4. Un grafo es un par de conjuntos (V, E), donde V es un conjunto no vacio de
elementos llamados vértices, nodos o puntos y E es un conjunto formado por pares no ordenados
de elementos de V' llamados lados, aristas o lineas,

Definicién 5. Sea R un anillo conmutativo, el grafo divisor de cero de R, el cual se denotara
por T'(R), se define por:
L(R) = (V(I(R)), E(L(R)))

donde V(I'(R)) es el conjunto formado por los elementos del conjunto divisor de cero de R, es
decir, (R) = V(D(R)) y E('(R)) = {(z.y)/,y € VC(R)): 2y = 0; @ # y)

En [9], se da el siguiente el resultado fundamental para los I'(Zyn4)

Teorema 3.1. Sip and g son primos distintos y n es un entero positivo mayor que 1, entonces
T(Zyng) es:

e p* -partito, si n es par.
. (p%1 + 1)-partito, si n es impar.

Ejemplo 4. Tomando como referencia el anillo Zoy = Zo33, se tiene que p =2, ¢q =3 yn = 3.
De donde p%l +1=2% +1=3. Asi, T'(Za4) es un grafo simple 3-partito.

De igual manera Zsy = Zs2q, de donde p =5, ¢ =2 yn = 2. Asi, (p?) = 5% = 5. Es decir,
['(Zso) es un grafo simple 5-partito.

4 Clique, didmetro y girth de I'(Z,,)

A los grafos divisores de cero también se le asocian el clique, didmetro y girth , como se vera a
continuacion.

Definicién 6. Un grafo simple G = (V, E) es completo, si cada uno de los vértices es adyacente
a los restantes vértices del grafo G, el grafo completo de orden n es denotado por K.
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Definicién 7. Todo subfgrafo K,,, de cualquier I'(Z,,) es llamado un Clique.

Definicién 8. El numero de clique de I'(Z,, ), denotado por w(I'(Z,,)), es el mayor entero r > 1,
tal que K, C I'(Z,,). Es decir, es el tamafo del clique maximal.

Definicién 9. La distancia entre un par de vértices de un grafo G, es la longitud del camino
més corto entre ellos. Si no existe tal camino se dice que la distancia es infinita.

Definicién 10. El didmetro del I'(Z,,), es la mayor distancia entre cualquiera dos vértices
distintos. Tal distancia se denotara por A(I'(Z,,))

Un resultado importante que aparece en [1], en el célculo del diametro de I'(Z,nq) es el
siguiente:

Teorema 4.1. Sip y q son primos distintos y n es un entero, n > 1. Entonces A(I'(Zpng)) =3

Definicién 11. El girth de un I'(Z,,), es la longitud del ciclo mas corto. El girth de I'(Z,,), se
denotara por ®(I'(Z,,))

Ejemplo 5. Sea el grafo divisor de cero del anillo Zsg, esto es I'(Zsg), entonces:
e w(l'(Zso)) = 5.
e A(T(Zs0)) = 3.
e O(I'(Zso)) = 3.

Ejemplo 6. Para el grafo T'(Z1s) = T'(Z322) todos los subgrafos completos no-isomorfos para
T'(Z329) son Ko y K5. Por lo tanto, w(I'(Z1s)) = 3

12

10
14 3

16

Figura 1. Grafo cero divisor del anillo Z1g, con su cliqgue mazimal senalado en rojo
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5 Meétodo de representacion

En esta seccion se muestra un método para representar los I'(Z,n,), basado en la teoria de anillos,
conjunto divisor de cero y conjuntos r-partitos. Es oportuno senalar, que ya existen una gran
cantiad de métodos en este estilo, por ejemplo en [10], se presenta un método que articula la teoria
de orbitas con las constantes baricéntricas y en [7], se da un método matricial que relaciona a
las constantes baricéntricas y la teoria de matrices, en este tltimo método se implement6 con el
lenguaje de computaciéon conocido como MatLab.

5.1 Meétodo

Supodngase que se quiere representar el grafo divisor de cero del anillo Z,,, estos anillos trabajan
con las clases de médulo m. En primer lugar, se chequea si m es primo. Si m es primo, entonces
m no tiene divisores de cero y por lo tanto no existe su grafo divisor de cero, fundamentado
en el corolario: “si p es primo entonces, Z, no tiene divisores’. En caso contrario, se procede a
descomponer m en la forma p™q, donde p, ¢ son primos, a través de sus factores primos. Luego,
se busca el conjunto divisor de cero del anillo Zy,»,. Seguidamente se busca una particién del
conjunto divisor de cero, obtenido previamente, a través de la definicién de conjuntos r-partitos,
luego por teorema dado en [1], se chequea:

e p-partito, si n es par.
. (pn%1 + 1)-partito, si n es impar.

se tiene el tipo de grafo que se generara y por tltimo se realiza la representacion de dicho grafo.

6 Ejemplo de aplicacion del método

Ejemplo 7. Representar del grafo divisor de cero del anillo Z,, = Zsp.

Paso 0: Se chequea si m = 20 es primo, si es cierto I'(Z,,) no existe. Sino continuar con el
siguiente paso.

Paso 1: Se descompne Z,, = Zag en la forma Zyng, esto es, Loy = Loz

Paso 2: En este paso se procede a calcular el conjunto divisor de cero del anillo, esto es

Q(Za0) = {2,4,5,6,8,10,12, 14, 15,16, 18}

Paso 3: Aqui se usa la definicion de conjuntos r-partitos, para buscar una particion de
Q(Zao), una particion es:

vy = {2,4,6,8,12,14, 16}
vy = {5,10, 15}

Paso 4: Construccion o representacion de T'(Zso)
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12 10

14

16 15
18 a/

Figura 2. Grafo divisor de cero del anillo Zo

7 Algoritmo principal del método para I'(Z,,)

Entrada: m entero positivo mayor o igual a 10.
Salida: Representacion de I'(Z,,).

Paso 0: Se chequea la condicién siguiente dada por corolario: Si m es primo, entonces Z,, no
tiene divisores de cero. Por lo tanto, no se tiene representacion de I'(Z,,). En caso contrario.

Paso 1: Descompner m en sus factores primos, esto se traduce en escribir, m = p"q, donde
P, ¢ son nimeros primos y n un entero positivo mayor o igual a 2.

Paso 2: Obtener el conjunto divisor de cero Z,,.

Paso 3: Con los elementos del conjunto divisor de cero, su busca una partici este conjunto a
través de la definicién de conjuntos r-partitos.

Paso 4: En este paso se busca, a través del valor de n el tipo de grafo que se generara. Esto
se garantiza por Teorema.

Paso 5: Aqui, se realiza la representacion o construccion del grafo I'(Z,,).
Paso 6: Salida I'(Z,,).

Paso 7: Fin.
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Cuadro 1: Tabla con algunas clases de T'(Z,)

m  Descomposicion p"q T(Zm)
12 223 2-partito
18 322 3-partito
20 225 2-partito
24 233 3-partito
28 227 2-partito
40 2%5 3-partito
48 213 4-partito
50 522 5-partito
56 327 3-partito
96 722 7-partito
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