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Resumen

En este trabajo se introducen las definiciones de funciones conjunto valuadas arménica-
mente convexas y armonica fuertemente convexa moédulo c. Para estas funciones obtenemos
algunos resultados importantes como las desigualdades tipo Hermite-Hadamard y Fejér, tam-
bién un teorema tipo Bernstein-Doetsch.
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Abstract

In this paper we introduce the definitions of harmonically convex and strongly harmon-
ically convex modulus c set-valued functions. We present some results for this kind of
functions, like inequalities of Hermite-Hadamard and Fejér type and the Bernstein-Doetsch
Theorem type.

Key words and phrases: function convex, harmonically convex set-valued function,
strongly harmonically convex set-valued functions modulus ¢, Hermite-Hadamard inequality,
Fejér inequality, Bernstein-Doetsch Theorem type.

1 Introduccién

El estudio de la convexidad se ha realizado para funciones conjunto valuadas o multifunciones
(ver [4, 17]), esto es, aplicaciones de la forma F : X — 2¥ donde X y Y son conjuntos. La nocién
de funcién conjunto valuada surge a principios del siglo XX, cuando Berge en [5] introdujo
el concepto de limite superior e inferior de sucesiones de conjuntos y estd motivado por sus
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aplicaciones en Analisis Diferencial e Integral, en la Teoria de Optimizacion y el Calculo de
Variaciones, entre otras (ver [15]).
Una multifuncion F : X — 2 es convexa si para todo z1,22 € X y t € [0, 1] se tiene que

tF(x1) + (1 —t)F(z2) C F(txy + (1 —t)x2). (1)

Recientemente se han estudiado distintas nociones de convexidad para funciones conjunto
valuadas (ver [13, 14, 18, 19]). Por ejemplo, Huang en [11] extendi6 la definicion (1) e introdujo
la convexidad fuerte para multifunciones de la siguiente manera.

Si (X, ]| -1), (Y, || - ||) son espacios vectoriales normados, y D C X un conjunto convexo. Una
funcién conjunto valuada F : D — 2Y es fuertemente convexa médulo ¢ si para ¢ > 0,
x1,22 € Dyt e (0,1) se tiene que

tF(z1) 4+ (1 — t)F(x2) + ct(1 — t)||zy — 22||*B € F(txy + (1 — t)xs), (2)

donde B denota la clausura de la bola unitaria de Y.

Estas funciones han sido utilizadas para encontrar cotas al error en algunos problemas de
inclusion con restricciones de conjuntos (ver [13]). En este trabajo extendemos para multifunciones
la nocion de convexidad arménica dada por Iscan en [12] para funciones reales y para esta clase de
funciones conjunto valuadas probamos la contraparte de resultados clasicos del Analisis Convexo:
propiedades de estabilidad respecto a operaciones aritméticas, desigualdad de Hermite-Hadamard,
desigualdad de Féjer y Teorema de Bernstein-Doetsh.

2 Preliminares

En esta seccion el dominio de las funciones que utilizaremos a partir de ahora es arménicamente
convexo, por tal motivo es conveniente introducir tal definicién.

Definicién 2.1. Un conjunto D C [0, 00) se dice que es un conjunto arménicamente convexo,

si
T1T2

———¢cD
tl‘l + (1 715):172

para todo x1,25 € D, t € [0,1].

La idea de definir una funciéon arménicamente convexa proviene de hacer una variaciéon en el
dominio de una funcién convexa, con esta idea I [12] en el afio 2014 define lo siguiente:

Definicién 2.2. (ver [12]) Una funcién f : D C [0,00) — R se dice que es una funciéon arméni-
camente convexa, si

Fpr ) < tf) + (-0

para todo z1,25 € D, t € [0,1].

En [2], Aslam introduce una definicién que proporciona una variaciéon armonica fuerte modulo
¢ de la definicién introducida por Iscan.

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 1 (2018), pp. 20-33



22 Gabriel Santana - Lysis Gonzalez - Nelson Merentes

Definicién 2.3. Una funcion f : D C R\0 — R se dice que es arménica fuertemente convexa
médulo c si para todo 1,22 € Dt € [0,1] y ¢ > 0 se tiene que

2
Tr1 — T2

! (1511?1—1-(1—0362) Stf(ze) + (1 —t)f(x1) —ct(l—1t)

3)

T1T2
Si en (3) consideramos ¢ = 1/2 decimos que f es armonica fuertemente midconvexa modulo c,

entonces
f( 21129 ) < flz2) + f(z1) ¢

T+ T2

2
Tl — T2

2 4 T1T2

En [12] se presenta el siguiente teorema, que constituye una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para funciones arménicamente convexas.

Teorema 2.1. Sean f : D C R\{0} — R wuna funcién armdnicamente conveza y a,b € D con
a <b. Sif esintegrable en [0,1] se tiene que

/ (a2ibb> = boiba /ab fz(:f) do < = ;_ f(b)' @

La desigualdad del tipo Fejér para funciones arménicamente convexas, es estudiada y demos-
trada por Chen y Wu en [7], este generaliza la desigualdad tipo Hermite-Hadamard para esta
clase de funciones.

Teorema 2.2. Sea f: D C R\{0} — R una funcion armdnicamente conveza y a,b € D con
a <b. Si f es integrable en [a,b], entonces

(5 [ Mt [ e < L0000 [0,

donde p : [a,b] = R es una funcion positiva que satisface lo siguiente

(%) ()

Un resultado importante para los logros de este trabajo es el de Robert Aumann (ver [4]),
el cual introduce una definicién de integral para funciones conjunto valuadas. Considerando la
multifunciéon F : [0,1] — 2Y, T como el intervalo [0,1] y el conjunto § = {f(t) es integrable en
T: f(t)e F(t) Nt € T}

3 Resultados Principales

A continuacion, en esta seccion introduciremos la definicién de funcién conjunto valuada armo-
nicamente convexa y armoénica fuertemente convexa moédulo ¢, lo cual extienden los conceptos
introducidos en [2, 12].

Definiciéon 3.1. Sean X y Y cuerpos, D un subconjunto arménicamente convexo y F : D C
X — 2Y una funcién conjunto valuada. Se dice que F es arménicamente convexa si para todo
x1,x9 € Dy t € ]0,1] se tiene que

tF(23) + (1 — )F(21) C F (M) . (6)
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Si consideramos ¢ = 1/2 diremos que F' es arménicamente midconvexa si satisface lo siguiente

F
Wﬂmcp( 2z )
2 T+ o

Es posible generalizar esta definicién de la siguiente formas:

Definicién 3.2. Sean (X, || - ||) un espacio normado, Y un espacio de Banach, D un subconjunto
armoénicamente convexo y F : D C X — 2Y una funcién conjunto valuada. Se dice que F es
armonica fuertemente convexa médulo c si para todo 21,29 € D, t € [0,1] y ¢ > 0 se tiene

que
2
— X129
BCF|————F— 7
= (t$1+(1—t).’b2) ’ ( )

r1 — T2

tF(zo) + (1 —t)F(z1) + ct(1 —¢)

T1T2

donde B es la clausura de la bola unitaria de Y. Si tomamos ¢t = 1/2 decimos que F es una
funcién arménica fuertemente midconvexa médulo c si

2BCF( 2”““) (8)

Xr1 +£C2

F(x2) + F(x1) L[z

2 4

T1T2

Ejemplo 3.1. Sean fi,fs : [a,b] C R — R funciones armdnicamente convexas tales que
fi(z) < fa(x) para todo x € [a,b]. Entonces la multifuncion F : D — 2Y definida como
F(z) = [f1(x), f2(x)] es armdnicamente conveza.

Solucion. Como f; y — f3 son funciones armoénicamente convexas se tiene que para todo x1,x2 € D
y t € [0, 1] lo siguiente:

fi (M) <tfi(ze) + (1 —1)fi(z). ©)

tha) + (1= 0en) < o (). (10)

Entonces

tfi(we) + (L =t) fi(z1), tfal@2) + (1 —t) fa(21)] C [fl < i ) J2 ( o )]

try + (1 — t)xe try + (1 —t)zo

Luego, mediante un célculo elemental podemos ver que

tF(z2) + (1 —t)F(z1) C F (ta:l—i—m(llxiﬂa:g)

Asi, F' es una funcion conjunto valuada armonicamente convexa.

Ejemplo 3.2. Sea H C R? un conjunto convezo y no vacio que posee al origen de R3 =Y. Sea
F : R — 2Y una funcion conjunto valuada definida por F(x) = —x2H, siendo f(z) = —2% una
funcion armdnicamente concava y H un conjunto convexo que posee al origen, entonces para todo

x1,22 €ER yt €[0,1] se tiene que

2
—(tx2 1—Hr2) < — . TiT2
3+ (- t)ad) < - (i
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Usando la convezxidad del conjunto H tenemos que
XT1Xo 2 T1T2
—(tei+(Q-t)eHh)HC - ———= ) H=F| ———=— .
( $2+( )xl) - <t$1+(1—t)$2> (t.’l?l +(1—t)3?2>

Luego,
—(tzs 4+ (1 = )2 H = —twoH — (1 — t)x  H = tF(z3) + (1 — t)F(x1).

Por tanto,

tF(23) + (1= )F (1) C F (,wu_t)) |

Asi, F' es una funcion conjunto valuada armdnicamente convexa.

Ejemplo 3.3. Si G : D C X — 2Y es una funcion conjunto valuada arménicamente convera,
entonces F(z) = G(x) — cx®H, con x € I, es armonica fuertemente convexa mddulo c.

3.1 Operaciones con funciones conjunto valuadas arménicamente con-
vexas

En esta seccion, demostraremos que las funciones conjunto valuadas arménicamente convexas son
estables bajo la suma, el producto por un escalar y el producto entre funciones.

Proposiciéon 3.1. Sean X,Y cuerpos sobre R, D un subconjunto armdnicamente convexo y
F,G:D c X —2Y funciones conjunto valuadas armdnicamente convezas. Entonces

1. F+ G es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza.
2. AF es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza, para todo A € R.

3. Si para cada par de puntos x1,z2 € X, se tiene F(x1)(F(x2) # 0 0 G(z1) (G(z2) # 0
entonces F - G(x) es una funcion conjunto valuada armdnicamente conveza.

Demostracion. 1. Sean x1,29 € D y t € [0,1]. Dado que F y G son funciones conjunto valuadas
armoénicamente convexas se tiene que

ch+u_ﬂ@)3ﬁWﬂ+a—wnm)

G(:““’)Dtawg+w1—w0@g

tey + (1 —t)zo

ademas tomando en cuenta que si A, B, D, E son conjuntos tales que A C By D C FE entonces
A+ D C B+ E, obtenemos el resultado deseado

F+G (tl‘l + (1 - t).’EQ) = r (tl’l + (1 - t)l’z) + G <t$1 + (1 - t):L‘2>
[tF(z2) + (1 —t)F(z1)] + [tG(x2) + (1 — t)G(x1)]
t(F+ G)(z2) + (1 —t)(F + G)(z1).

V)
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2. Sean A € Ry x1,29 € D, entonces:

AF(m) O A (tF(x2) + (1 — ) F(21))

t(AF(z2)) + (1 — t)(AF(x1))

Para A = 0 se cumple la igualdad.

3. Antes de probar que F' -G es una funcién conjunto valuada armonicamente convexa veamos
que si x1, T € D, entonces

F(21)G(22) + F(22)G(x1) C F(21)G(21) + F(22)G(22).
Supongamos sin pérdida de generalidad que F(z1) () F(z2) # (). Tenemos que
{0} C [F(x1) — F(z2)],
donde 0 es el elemento neutro de Y con respecto a la suma. Asi
{0} C [F(a1) — F(22)][G(21) — G(a2)]

Luego, como en Y vale la propiedad distributiva respecto a la adicién, la expresiéon anterior es
equivalente a

{0} € F(21)G(21) = F(21)G(22) — F(22)G(21) + F(22)G(2) (11)
de modo que, sumando F(z1)G(z2) y F(x2)G(x1), queda

Ahora bien, teniendo en cuenta este resultado demostraremos que F'-G es una funcién conjunto
valuada armoénicamente convexa. En efecto, para t € [0,1] y 1,22 € D se tiene lo siguiente:

T1X2 T1T2 T1T2
(F-G) (tml +(1- t)mg) = F (ta:l +(1- t)scg) G (t:cl +(1- t)w2> ’
D [tF(z2) + (1 =) F(21)][tG(z2) + (1 — )G (21)],
= 2F(22)G(x2)+t(1—t)[F(22)G(x1)+F(21)G(x2)]4+(1—t)2 F(21)G(z1),
D 2F(22)G(z2)+Ht(1—t)[F(22)G(z2)+ F(21)G(w1)]+(1—t)2F(z1)G(z1),
= tF(22)G(x2) + (1~ t)F(21)G(x1),
= HF-G)(x2)+ (1 —t)(F-G)(x1).

3.2 Desigualdad Hermite-Hadamard

En [19], se obtienen importantes resultados para multifunciones fuertemente convexas modulo c,
entre ellas una desigualdad tipo Hermite-Hadamard para este tipo de funciones.

Notacion. Denotamos por n(Y) a la familia de todos los subconjuntos no vacios de Y, y cl(Y),
acl(Y) subfamilias de n(Y") de todos los conjuntos cerrados y acotados, y armoénicamente convexos
cerrados y acotados respectivamente de Y.
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definida en [

Asi,

para todo a,b € D tales que a < b
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Teorema 3.1. (ver [19]) Sean D un subconjunto armdnicamente convezo y F : D C X — cl(Y)
cerrada en'Y se tiene lo siguientes

una funcion conjunto valuada fuertemente convexas mddulo c. Entonces si B es la bola unitaria

1 b c 9= a+b
b_a/aF(x)d:c+12(ba)BCF( 5 )
)
F F( _
Fa+FO) L 2 _appc
2 6
para todo a,b € D tales que a < b

1 b
bfa/a F(z)dz,

Notese que para ¢ = 0 el teorema provee una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para
funciones conjunto valuadas convexas.

Teorema 3.2. Sea F': D — cl(Y) una funcion conjunto valuada conveza, entonces

1 a+b
2
Y

b—a (12)
b
F) C bia/a F(z)dz,

/abF(x)dx CF (

F(a) +
2
para todo a,b € D tales que a < b

(13)
Utilizando este principio, procederemos a continuacién mostrar una desigualdad de tipo
Hermite-Hadamard para funciones conjunto valuadas armoénicanmente convexas.

ab

b F(x)
7 F
b—a/a 3 dx C

Teorema 3.3. Sean X,Y cuerpos y D € X un conjunto armdnicamente convezo, si F : D C
X = cl(Y) es una funcion conjunto valuada arménicamente convexa, entonces
x

(757)
F(a);rF(b) _ ab

(14)
b F(x)
b—a /a

dx
x? ’

%, %] , entonces

a

a 1 1
el (e (i)

2
1
ab

a 1 2ab
(= F .
ba/i (t)dtc <a+b>
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la prueba de este teorema se reduce a demostrar que

/F(i) dt:/ab Faff)dx.

Notemos que en virtud a la definicién de la integral de Auman y f (%) conteT = [%, %] se

Lr@a- (L Qoses){ [ (Jases)

Luego, para x = %, tenemos lo siguiente

/f(i) dt:/ab f?dx.

b

{/b f:;)dx (f(z) € Fla) Az € [a’b]} _ /b F(z),

2
ab  [° F(x) 2ab

F .
b—a/a x? do (a+b)

Para probar (15) razonamos de manera anéloga y obtenemos lo siguiente

PP w / @),

2 b—a 2

-

Entonces,

Asi,

Por tanto,

F(b)+F(a) _ ab /b F(z)
- dx.

2 b—a 2

3.3 Desigualdad tipo Fejér

En esta seccion, introduciremos una generalizacién de la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard
para funciones conjunto valuadas arménicamente convexas. En [7] se estudia la desigualdad de
Fejér para funciones armoénicamente convexas, en este trabajo extenderemos el estudio de Chen
y Wu para funciones reales armoénica a funciones conjunto valuadas.

Teorema 3.4. Sean F : I C R\{0} — 2% una funcion conjunto valuada arménicamente conveza
ya,bel cona<b. Si F es Aumann integrable sobre [a,b] C I entonces

P = 10 /ab P ¢ / b FelP@) g c (zab) /a,b S (16)

a+b x?
donde P : [a,b] — 2%, P(z) = {p(z) es no negativa e integrable, p(z) € P(x)} y sastiface lo

siguiente
ab ab
P(—)|=P—— ). 1
< x > <a +b— x> (17)
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Demostracion. Sea F : [a,b] — 2% una funciéon conjunto valuada armoénicamente convexa, enton-
ces para todo z,y € [a, b] se tiene lo siguiente:

ry
tF 1-t)F CF|——F
)+ - 0F@ € F (i)
para t = % obtenemos la siguiente inclusién
F(y) + F(z) CF( 2y )
2 - Tty

i - ____ab .
Consideramos ahora z = GE=eER asi

ab
Y= Gara—on)’

2 2
Como F' es una funcion conjunto valuada arménicamente convexas se tiene que
F(a)+ F(b)  (tF(b)+ (1 —t)F(a))+ (tF(a) + (1 —t)F(b))
2 N 2
F (m+(1 t)b) +F (tb+(1 Da )
- 2

F) + P _ P (stioon) + F (stios)

Por otro lado, tenemos que para todo ¢ € [0, 1]

# (axtin) (st
at+(1—t)b th+(1—t)a 2ab
CF . 18

2 - (a+b) (18)

La inclusion (18) cumple la igualdad para t = % Por tanto,

Fw+re) P larttm) +F (att)
2 - 2

2ab
F .
<a+b)

Entonces, dado P : [a,b] — 2% una funcién conjunto valuada tal que P(z) = {p(z) es no negativa
e integrable, p(z) € P(x)} y ademds cumple la condiciéon (17), se tiene que

i (mﬁb—oc)

N

P<a+b—(tl;li—(1—t)a))

_ pf(__a N
ta+ (1 —1t)b
Por lo que

F(a)+ F(b) ( ab ) c F(tb+(a111t)a)P(tb+(1 ta )+F(at+(1 t)b)P(atJrEllbft)b)
tb + - 2

F <a2ibb> P (tb+ (alb— t)a) '
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Integrando en ambos lados de la inclusién con respecto a ¢ sobre [0, 1], tenemos que

F(a) + F(b) /1P ab dt /1 F(wrtia) P (ordtse ) HF (et ) P (ati=s) dt
2 0 tb + (1 — t)a 0 2
2ab ! ab
Fl— P|—FF—)dt. 19
<a+b)/0 <tb+(1—t)a> (19)
Notemos por la definicion de Aumann que

/01 P (i) - {/olp (=) o) < P}

operando sobre cada integral obtenemos lo siguiente,
1 b
ab ab p(x)
— | dt = —=dz;
/Op(tb+(1t)a> afb/a 2z D

ab " P(x)
2

N

asi,

{ a_[* %d@«, p(z) € P(x) Az € [a,b]} = dz. (20)

a—>bJ, a—bJ, =«

Razonando de manera analoga obtenemos la siguiente igualdad

/ 1 [F<,,Hab_,,)a)P(,,Hab_,,)a)w(Mf_,,)b>P<n,,,+ab_,,>b>] at = -2 / L@l ,,
: .
0 a

(21)

a—b x2
Luego, sustituyendo (20) y (21) en (19) y multiplicando %% a ambos lados de la inclusion,
obtenemos el resultado deseado.

Flo)+ ) /: Pe) g, /abwdxcjf( 2ab ) /ab Po) 4.

- a+b 2

3.4 Teorema tipo Bernstein-Doetsch

En esta seccion probaremos un teorema tipo Bernstein-Doetsch para funciones conjunto valuadas
armoOnicamente convexas. Para ello presentamos un lema que generaliza la definicién de midcon-
vexidad armonica, las demostraciones del lema y el teorema que veremos estan hechas basadas
en las ideas de Leiva, Merentes, Nikodem y Sanchez que aparecen en [13].

Lema 3.1. Si F: D — n(Y) es armdnica fuertemente midconvera mddulo ¢ entonces

P )+ (1= 2\ Py + o (12 & ‘Ber Tt (22)
on 2 on 1 on omn %xl 4 (1 _ %)1’2

para todo x1,x2 € D y todo k,n € N tal que k < 2™.

Tl — T2

T1T2
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Demostracion. Procederemos a demostrar este lema por el Principio de Induccién Matematica
sobre n.
Para n =1, tenemos que kK =1 < 2 y asi la inclusién

2 2x1x
BcFp | =222
T+ X2
coincide con la definién de midconvexidad armoénica médulo c.
Supongamos ahora que se cumple para algin n € N tal que k < 2™, deseamos ver que se cumpla

para n + 1. De esta manera sustituyendo ¢t = 2,7% en la definicién de funcién armoénicamente
midconvexa médulo ¢ y realizando algunos calculos elementales, obtenemos lo siguiente

X1 — T2o

F(ze) + F(z1) ¢
2 + 4

T1T2

2

g F(x2) + (1 — 5ir) Fa1) 4 cqier (1— 557) || 2522 B
T1—T 2 ck? T1—T
- % Q%F(lé) + (1 - 2%) F(ml) +C2n (1 - *) ;13522 B] + %F(xl) + 4(2k2n) ;17;22
Notese que
2
2 T — R
ck T1 — T2 _c 2%1:1-4—(1—2%)12
4(22n) X1T2 o 1 z1To
ml %%$1+(1—%%)$2
Entonces
1]k k k k T, — To
— | =F 1—— | F — (1= =) ||— B
<2 on (5172) + ( 2n> (xl) + CQn ( 271) T1To +
1 ck? )
—F
2 (xl) + 4(22") T1T2

1 1 T Ear (g
smz1t+H(1l—3m
C*F . 19 +7F($1)+E s &1 ( 3 )z2
ﬁxl —+ (]. — F) T2 2 4 1 T1T2
z%w +(1—2T)w2
T1T2
cF o <’31 1+(1- 3% )o 2) _r T1T2
Y e Y At e

s 1+(1*2Ln)962

O
o]

N[

O

Para efectos de los resultados obtenidos en esta seccion, es necesario tener en cuenta el lema
a continuacion.

Lema 3.2. (ver [20]) Para cada conjunto acotado A CY, la funcion conjunto valuada F : R —
n(Y) definida por F(t) =tA,t € R, es continua en R.

El siguiente teorema proporciona condiciones que asegura la fuerte convexidad armoénica de
una funcién conjunto valuada.
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Teorema 3.5. Sea D un conjunto armdnicamente convexzo. Si F': D — acl(Y) es una funcidn
conjunto valuada armdnica fuertemente midconvera mddulo ¢ y semicontinua superiormente sobre
D, entonces F es armonica fuertemente convexra mddulo c.

Demostracion. Sean x1,z2 € D y t € (0,1). Por la densidad de los nameros diadicos en [0, 1],
podemos tomar una sucesion de nameros diadicos {g,} C (0,1) tal que ¢, — t. Fijando ¢ > 0,
existe ny; € N tal que si n > ny entonces ||g, — t|| < €.

Sea A C acl(Y), entonces por el Lema 3.2 se tiene que la multifunciéon F' : s € R — sA es
continua, asi para todo F'(z) C A con z € D se tiene que

£ -
tF(xz2) C ¢ F(x2) + EB’
E —
(1 — t)F(l‘l) C (1 — qn)F(fEl) + ZB (23)
Y 2
ct(1—t)l|21 — 22| B C ega(l —q0) | 22| B+ B (24)
X129 4

12

para todo n > ny. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F' en el punto T

obtenemos que
T1T2 T1T2 €A
F|———— | CF|———F—F——— -B
(tx1+(1—t)$2> (tx1+(1—t)$2> + 4

como ¢, — t, existe ny € N tal que si n > no entonces

12 12 £ =
F cCF|——— | +-B 25
(qnxl +(1—qn)x2> <t931 +(1—t)fv2> 4 2)

para todo n > ng. Por tanto, usando (23), (24), (25) y el Lema 3.1, obtenemos lo siguiente

L1—T2
T1T2

] —x9
1T

T1T2 3 =
c F + -eB
(qnﬂ?l +(1- %)332) 4

12 =
Fl—— B
c <t$1+(1—t)l‘2>+5 ’

tF(z2) + (1 —t)F(z1) + ct(1 —t) B C  quF(z2)+(1-an)F(z1)+ean(1—an) |2§+%EB

para todo n > max{ni,ns}.
Dado que estas inclusiones se satisfacen para todo € > 0, tenemos que

2
1 — T2 — 12 =
tF 1-t)F t(1—t B C r{—— B
(@2) +( JE(@1) + et ) T1T2 !]()( <tx1+(1—t)332> e >
- F T1X2
try + (1 — t)J?Q
S O (E—— L E—
ter + (1 —t)zo
Asi mostramos que F' es armoénica fuertemente convexa moédulo c. O
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Los resultados mostrados en este trabajo amplian el estudio de la convexidad en gran ma-
nera, muchos temas interasantes y originales surgen a partir de las definiciones y los teoremas
introducidos en este articulo, entre los cuales podemos hacer mencién algunos: definir la contra-
parte concava de las definiciones introducidas y con ello obtener los resultados correspondientes,
obtener un resultado tipo Kuhn para multifunciones arménicamente convexas estableciendo con-
diciones para generalizar procesos convexos, establecer el cilculo de la variacién para este tipo
de funciones, extender la nocién de k-convexidad para multifunciones arménicamente convexas.

En general podemos decir que cualquier variaciéon de la definicon clésica de convexidad y
convexidad armoénica en los reales, se puede extender a multifunciones, y con ello es posible
establecer nuevos, importantes e interesantes resultados para ahondar la investigacién en esta
4rea de la matematica.
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