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Resumen
Un algebra semitrenzada es un algebra A sobre un anillo conmutativo A con unidad,
equipada con un operador R € End(A ® A) que satisface la ecuacion de Yang-Baxter,
R1®a) =a®ly Rla®1l) = 1® a. El célculo diferencial semitrenzado Qr(A) se
obtiene del calculo diferencial universal moédulo las relaciones adb = Zi(dbi)ai, donde
R(a ®b) = >, ai ® b;. Demostramos una version del Lema de Poincaré para el algebra
semitrenzada de Heisenberg sobre R[z].

Palabras y frases clave: formas diferenciales no conmutativas, algebra semitrenzada, Lema
de Poincaré.

Abstract
A quasi-braided algebra is an algebra A on a commutative ring A with unit, equipped with
an operator R € End (A® A) which satisfaces the Yang-Baxter equation, R(1®a) = a®1 and
R(a®1) = 1®a. The quasi-braided differential calculus Qr(A) is obtained from the univer-
sal differential calculus modulo the relations adb =, (db")a;, where R(a®b) = >_, a; ® b;.
We show a version of Poincaré’s Lemma for a quasibraided Heisenberg algebra on R[z].

Key words and phrases: non-commutative differential forms, quasi-braided algebra,
Poincaré’s Lemma.

1 Introduccién

El Lema de Poincaré es un resultado clésico en topologia diferencial que establece que si M es una
variedad suavemente contractil a un punto p € M, entonces que toda forma diferencial cerrada
sobre M es exacta (ver Corolario 18 en Spivak [16]). En términos del complejo de De Rham
(Q*(M),d), el resultado establece que para tal variedad la cohomologia es trivial, por ejemplo,
en el caso de coeficientes reales, tenemos que

HZ(M)— R sii=0,
“lo sii>o.
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El Lema de Poincaré constituye, junto con el Teorema de Stokes, las piezas fundamentales pa-
ra demostrar el Teorema de De Rham que establece un isomorfismo entre la cohomologia del
complejo de formas diferenciales y la cohomolgia singular de la variedad (ver Spivak [16, p. 457]).

Algunos resultados se han obtenido al aplicar versiones generalizadas del complejo de De
Rham. Por ejemplo, Cenkl y Porter [5] estudiaron el complejo de formas diferenciales moderadas.
Similarmente, Karoubi [9] analiz6 el complejo de formas diferenciales no conmutativas con coefi-
cientes racionales y Mejias [13] trabajo con el complejo de formas no conmutativas moderadas.

Un éalgebra trenzada es un algebra A sobre un anillo conmutativo A con unidad y equipada
con un operador de Yang-Baxter R, es decir, un operador invertible R € End (A ® A) tal que,
si Ri(a1 ® az ® a3) = R(a1 ® az) ® az y Ra(a1 ® a2 ® az) = a1 ® R(az ® asz), se satisface
la ecuacion R1RsR; = RoR1Rs. Ademés, R(1®a) = a®1, Rla®1) =1R®a, R(p®id) =
(id® p)RiRe y R(id ® u) = (1 ® id)Ra Ry, siendo p la multiplicacion en A. Las dos ultimas
igualdades establecen cierta compatibilidad entre un algebra trenzada y el grupo trenzado B,
(ver Baez [1] y Kassel [11]).

El célculo diferencial trenzado Qi (A) se obtiene del calculo diferencial universal €, (A) (for-
mas diferenciales no conmutativas introducidas por Connes [6]) modulo las relaciones adb =
> (dbY)a;, donde R(a ®b) =, a; @ b'.

En este articulo consideramos un concepto mas débil que el de algebra trenzada: Un “algebra
semitrenzada”, un algebra A sobre un anillo conmutativo A con unidad, equipada con un operador
R € End(A® A) que satisface la ecuacion de Yang-Baxter, R(1®a) =a®1ly Rla®1) =1®aq;
es decir, suprimimimos la condicién de invertibilidad y la compatibilidad con el grupo trenzado.
Seguidamente se establece el calculo diferencial semitrenzado Qx(A) como el cociente del calculo
diferencial universal €, (A) por el ideal generado por las relaciones adb = ,(db")a;, donde
Rla®b) =3, a; ® V"

Aplicando construcciones y técnicas similares a las de Baez [1] demostramos una version del
Lema de Poincaré para el algebra semitrenzada de Heisenberg sobre R[z] (Teorema 6.2).

2 El calculo diferencial universal

El calculo diferencial universal sobre un algebra fue introducido por Connes [6] y [7] como una
generalizacion del complejo de formas diferenciales sobre una variedad y fue utilizado posterior-
mente por Karoubi [10] para construir el complejo no conmutativo de De Rham.

Sea A un algebra sobre un anillo conmutativo A con unidad. Las formas diferenciales de grado
n son los elementos del producto tensorial de A-algebras

TA) = AR ARp - Q7 A.

n + 1 factores

Tenemos pues que T%(A) = P, 5,7"(A) es una A-dlgebra con multiplicacién - : T"(A) ®
Tm(A) — T"t™(A) definida por

a~[3:a0®a1®~~®(an~bo)®b1®~~®bm-

paratodos a =ay®a; ® - Qap, ET"(A)y =0y @b ® -+ ® by, € T™(A).
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El operador diferencial D : T™(A) — T"+1(A) est4 definido por
D(a0®a1®...®an) — 1®a0®a1®,_,®an

n
Y (VYaeae 0 10100 ®a,
j=1

+(=D)" Mg ®a ®@---@a, @ 1.
Teorema 2.1. Siw e T"(A) y 0 € T™(A), entonces
(1) D*(w) =0.
(2) D(w-0) =D(w) -0+ (—1)"w - D(#) (la identidad de Leibniz).

Es decir, T*(A) es un &lgebra diferencial graduada. La cohomologia del complejo (T*(A), D)
es trivial.

Ahora consideremos Q°(A4) = A y Q'(A) = ker(u), entonces el médulo Q'(A) sobre A es un
bimodulo sobre A. Las formas diferenciales no conmutativas de grado n son los elementos del
producto tensorial de A-mo6dulos

Q"(A) =M (A) @4 QN (A) @4 - @4 QHA).

n factores

La suma directa

Q,(4) = P ()

n>0

es un algebra graduada cuyo producto estd definido por yuxtaposicién de productos tensoriales.
La diferencial d : Q°(A) — Q(A) esta dada por

dla)=1®a—a®1.

Asi tenemos el isomorfismo de A-médulos A ® A/A — Q'(A) tal que a ® b+ adb, entonces
Q" (A) puede ser identificado con el producto tensorial de A-mo6dulos

A®A/A®A/A® - @ AJA.

n factores

Una forma w € Q'(A) puede escribirse como una combinacién lineal de términos del tipo
ap dajdas .. .da, y el morfismo d se extiende a las formas de grado n de Q™(A) por

d(ag day ...day) = dagday ...da, = 1dagday . . . day,.
Teorema 2.2. Siw € Q"(A) y 6 € Q™(A), entonces
(1) d*(w) = 0.
(2) dw-0)=d(w) -0+ (—1)"w-d(0) (la identidad de Leibniz).

El algebra Q,(A) es el cilculo diferencial universal para A debido a que constituye la solucion
a un problema universal: Para un algebra diferencial graduada B* y un morfismo de algebras
f: A — B? existe un tinico morfismo de dlgebras diferenciales graduadas f* : Q,(A) — B* el
cual coincide con f en grado 0.

Existe una inclusiéon que envia Q,(A) — T*(A). Por otra parte, para cualquier n > 0 existe
un operador proyeccion J : T"(A) — Q" (A) dado por J(ag ® a1 ® -+ Q@ a,) = apday . .. day,.
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3 Algebras trenzadas

Considerables esfuerzos han sido realizados, particularmente por Karoubi [9, 10], Baez [1, 2] y
Cenkl [4] para el estudio de la cohomologia del calculo diferencial de un algebra trenzada, la cual
es un algebra A sobre un anillo A con un operador R € End(A ® A) que generaliza la funcién
a®br— b®ay esta relacionado de una forma especial con el grupo trenzado.

Si R € End(A® A), entonces para cada i, con 1 <i < n — 1, definimos R; € End (A®™) por

R(a1® - Qap) =01 Q- Qai—1 @ R(a; R ai11) Q Git2 @ -+ @ ap,.

La siguiente igualdad sobre A®3
RiRsRy = RoR\ Ry (3.1)

es conocida como la ecuacidn de Yang-Bazter. Si R € End(A ® A) es invertible y satisface la
ecuacion (3.1) decimos que R es un operador de Yang-Baxter. Decimos que R es fuerte si R? = id.

Ejemplo 3.1. Para cualquier algebra A, la funcion R: A ® A - A® A dada por
Rla®b)=b®a
es un operador de Yang-Baxter fuerte.
Ejemplo 3.2. Si A es un algebra graduada, la funcion R: A® A - A® A dada por
Rla®b) = (—1)des adeg by gz g
es un operador de Yang-Baxter (deg denota el grado).
Ejemplo 3.3. La funcién R : R[z] ® R[z] — R[z] ® R[z] dada por
Rz @az™) =2"" 2" @ a"
satisface la igualdad (3.1), pero no es un operador de Yang-Baxter porque no es invertible.

El grupo trenzado B,, generado por si,...,s, es aquél determinado por las relaciones

S$iSj = S;Si, si |Z —]| > 2,

$iSi+18i = Si+1S5iSi+1

para i = 1,2,...,n. Entonces R € End(A ® A) es un operador de Yang-Baxter si solo si las n
funciones s; — R; se extienden a una representacion p de B,, a A®(n+1)

Un dlgebra trenzada o una r-estructura es un par (A4, R), donde A es un algebra con mul-
tiplicaciéon p y R es un operador de Yang-Baxter sobre A, tal que se satisfacen las siguientes
ecuaciones

Rl®a)=a®1l y R@®l)=1®a. (3.2)
paratodoa € A,y

R(p®id) = (d®pu)RiRy y Rid®p)=(p®@id)R2Ry, (3.3)
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como funciones de A®3 en A®2. Cuando en el contexto estd claro el operador R nos referimos a
A como un algebra trenzada. Las ecuaciones (3.3) describen la relacion entre el operador R y el
grupo trenzado B,, (ver [1]).

Asi, en particular, las estructuras indicadas en los ejemplos 3.1 y 3.1 son algebras trenzadas. El
operador indicado en el Ejemplo 3.3, ademés de no ser invertible, no cumple la segunda ecuacién
de (3.3).

Un ideal trenzado I de un algebra trenzada A es un ideal I C A tal que R preserva a
I® A+ A® I. Dadas dos élgebras trenzadas (4, R4) y (B, Rp) decimos que f : A — B es un
morfismo de dlgebras trenzadas si es un morfismo y (f ® f)Ra = Rp(f ® f).

Para algunos casos especiales Baez [1] estudia el calculo diferencial Qr(A) de un algebra
trenzada (A, R), considerado como el cociente del calculo diferencial universal €, (A) por las
relaciones

adb =" (db')a;, (3.4)

donde 4
R(a®b) = Z b ® a;. (3.5)

4 Algebras semitrenzadas

Como se indico en el Ejemplo 3.3, el hecho de que un operador R € End(A ® A) sea soluciéon
de la ecuacion (3.1) no dota al algebra A con una estructura trenzada porque no es invertible ni
es compatible con el grupo trenzado B,,. Sin embargo, para este tipo de operadores, se obtienen
algunos resultados parciales en el espiritu de aquéllos que Baez [1] probo para algebras trenzadas.

Un dlgebra semitrenzada es un par (A, R), donde A es un algebra y R € End(A® A) satisface
las ecuaciones (3.1) y (3.2). Un ideal semitrenzado I de un algebra semitrenzada A es un ideal
I C A, tal que R preserva a I ® A+ A ® I. Dadas dos algebras trenzadas (4, R4) y (B, Rp)
decimos que f : A — B es un morfismo de dlgebras semitrenzadas si es un morfismoy (fQf)Ra =
Rp(f®f).

Analogamente, el calculo diferencial Q1r(A) para un algebra semitrenzada (A, R) se define por
ecuaciones (3.4) y (3.5) puestas en contexto.

5 La férmula de Kiinneth y el Lema del Diamante

En esta seccién presentamos dos teoremas clésicos que cumplen una funcién de resultados auxilia-
res en la prueba del “Lema de Poincaré”. En primer lugar la férmula de Kiinneth para cohomologia,
que establece que si A es un campo, y X e Y son dos espacios topologicos con H;(X) de tipo
finito, entonces existe un isomorfismo de algebras

H*(X)H*(Y) > H* (X xY). (5.1)
Esta ecuaciéon es una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 5.1. Sean C y C' complejos de cadenas que se anulan por debajo de cierta dimen-
sion. Supongamos que C' es libre y finitamente generado en cada dimension, entonces existe una
sucesion ezxacta natural

0 — Bprqm HP (C) @ HI(C) - H™(C ® C') — Bpygem HPT(C) + HI(C') — 0.
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Esta sucesion se escinde si C' es libre y finitamente generada en cada dimensidn.

Para la demostracion de este resultado ver Munkres [14, pp. 357-358]. También puede consi-
derarse la presentacion analoga en Spanier [15, pp. 246-247].

El otro resultado auxiliar es un resultado que algunas veces es conocido como el “Lema del
Diamante”. Sean A un anillo conmutativo, L[-,-] un &lgebra de Lie sobre A y A(X) el algebra
libre sobre A. Denotemos por A[L] al cociente A(X)/Z, donde T es el ideal generado por todos
los elementos ab — ba — [a, b] con a,b € L. Identificamos a £ con el submoédulo de A{X) generado
por X y para a € L denotamos por o’ la imagen de a en A[L].

Teorema 5.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Si < es un orden total en X, entonces k[L] es un k-
mddulo libre con una base formada por todos los productos 'y’ ---2' tal que z,y,...,z € X, y
r3y=--- =2z

Este resultado es una consecuencia de un resultado de gran generalidad conocido mas fre-
cuentemente como el Lema del Diamante. Para la demostracion del Teorema 5.2 ver Bergman [3,
pp. 186-187].

6 Lema de Poincaré para algebras semitrenzadas

En esta seccién demostramos el “Lema de Poincaré” para un algebra semitrenzada construida a
partir del Ejemplo 3.3, utilizando técnicas similares a las de Baez [1]. Recordemos que para un
algebra de Lie (L, [,-]), el cubrimiento universal U(L) = T(L)/Z, donde T es el ideal generado
por los elementos de la forma 2y — ya — [z, y]. Dados un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F y
¢V xV — F una forma bilineal antisimétrica, entonces el espacio V @ [F es un algebra de Lie
con:

[u+ ae,v+ fe] = d(u,v)e,

para todos u,v € V, o, € F, e = (0,1) € V @ F. El dlgebra de Heisenberg $) sobre V es el
cubrimiento universal U(V @ F). Dado h € F, el dlgebra de Weyl $y es el cociente de § por ideal
generado por e — i1 y denotemos por j la proyeccion j : ) — $Hp. Por el Teorema 1 de Baez [1]
existe una unica estructura de algebra trenzada sobre £; dada por

~

Rlu®@v)=vQu+ hd(u,v)(1®1),

para todos u,v € V. R
Tomando el caso F = R y V = R[z] podemos utilizar R y el Ejemplo 3.3 para definir una
estructura semitrenzada sobre §); asi:

R(z™ @az™) =2""z" @ 2™ + ho(z™,2")(1 ® 1),

Ahora consideramos Q($5) = Qr(Hx) el cociente Q,(Hy) por las relaciones
adb =" (db')a;,

donde _
Ra®b) = ZbZ@)ai.
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Teorema 6.1. Sean h € R, j, : Q($) — Q(R[z]) ® Q(Hr) inducida por la proyeccion j : $ — Hy,
yp: QR[z]) = R el homomorfismo determinado por p(z) = h y p(dx) = 0, entonces existe un
isomorfismo de complejos diferenciales y de Q(R[z])-mddulos ¢ : Q(H) — QR[z]) @ Q(Hz) tal
que

(p®id) o p = j..

Demostracion. Por el Teorema 5.2 tenemos que los elementos del tipo
w = 2 (dx)kor™ (dx)™ - - -zt (dw)kn
constituyen una base para (). Definimos ¢ : Q(9) — Q(R[z]) ® Q($H5) por
o(w) = 2 (dz)* @ 21 (do)* ® - - @ i (dz)*".

Es facil comprobar que ¢ es un morfismo de complejos diferenciales y de Q(R[z])-modulos y que
(p ®id) o p = j,.. Para demostrar que ¢ es inyectiva basta aplicar nuevamente el “Lema del
Diamante” para concluir que los elementos de la forma

¥ (dx)ko @ 1 (dz)* @ - - @ &' (dx)kn

Constituyen una base para Q(R[z]) ® Q(H5). O
Finalmente tenemos la siguiente version del Lema de Poincaré para el dlgebra de Heisenberg:

Teorema 6.2. Tenemos que la cohomologia de De Rham HP(2($)) =0 sip > 0 y HO(Q(H)) =
R.

Demostracion. Por el Teorema 6.1 y la formula de Kiinneth (ecuacion (5.1)) tenemos que
H(($)) = HO(R[2])) © H(Q(5n), para todo fi € R,

Pero tenemos que HP(Q(R[z])) = 0sip >0y HY(Q(R[z])) = R, por lo tanto H?(Q($;)) tambio
cumple. Para concluir la prueba basta tomar A = 0. [
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