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Resumen

El objetivo de este articulo es presentar una demostracién de un teorema clasico sobre
algebras booleanas y ordenes parciales de relevancia actual en teoria de conjuntos, como
por ejemplo, para aplicaciones del método de construcciéon de modelos llamado “forcing" (con
algebras booleanas completas o con o6rdenes parciales). El teorema que se prueba es el si-
guiente: “ Todo orden parcial se puede extender a una unica dlgebra booleana completa (salvo
isomorfismo)". Donde eztender significa “sumergir densamente". Tal demostracion se realiza
utilizando cortaduras de Dedekind siguiendo el texto “Set Theory'"de Jech, y otras ideas
propias del autor de este articulo. Adicionalmente, se formulan algunas versiones débiles del
axioma de eleccion relacionadas con las algebras booleanas, las cuales son también de gran
importancia para la investigacién en teoria de conjuntos y teoria de modelos, pues estas son
poderosas técnicas de construccién de modelos, como por ejemplo, el teorema de compacidad
(permite construir modelos no estandar, etc) y el teorema del ultrafiltro, que permite cons-
truir ultraproductos (pueden ser usados para investigar problemas de cardinales grandes,
etc). Se presentan algunas referencias de problemas abiertos sobre el tema.

Palabras y frases claves: Algebras booleanas, 6rdenes parciales, completacion de al-
gebras booleanas, método de forcing, axioma de eleccién, teoria de modelos.

Abstract

The objective of this paper is to present a demonstration of a classical theorem on boolean
algebras and partial orders of current relevance in set theory, as for example, for applica-
tions of model construction method called “forcing" (with boolean algebras complete or with
partial orders). The theorem to be proved is as follows: “Any partial order can be extended
to a single complete boolean algebra (up to isomorphism)". Where to extend means “em-
bed densely". Such a demonstration is done using Dedekind’s cuts following the text “Set
Theory" of Jech, and other ideas of the author of this article. In addition, some weak ver-
sions of the axiom of choice related to boolean algebras are formulated, which are also of
great importance for the research in set theory and model theory, since this are powerful
model construction techniques, such as the compactness theorem (allows the construction
of non-standard models, etc.) and the ultrafilter theorem, which allows the construction of

Recibido 18/05/2017. Revisado 01/10/2017. Aceptado 25/10/2017.
MSC (2010): Primary 03G05; Secondary 03E25.
Autor de correspondencia: Franklin Galindo



Algebras booleanas, 6rdenes parciales y el axioma de eleccion 35

ultraproducts (can be used to investigate problems of large cardinals, etc). Some references
of open problems on the subject are presented.

Key words and phrases: Boolean algebras, partial orders, completion of boolean
algebras, method of forcing, axiom of choice, model theory.

1 Introduccion

El objetivo de este articulo es presentar una demostraciéon de un teorema clasico sobre algebras
booleanas y ordenes parciales de relevancia actual en teoria de conjuntos, como por ejemplo, para
aplicaciones del método de construccion de modelos llamado “forcing"(con algebras booleanas
completas o con érdenes parciales). El teorema que se prueba es el siguiente: “ Todo orden parcial
se puede extender a una tnica dlgebra booleana completa (salvo isomorfismo)". Donde extender
significa “sumergir densamente". Tal demostraciéon se realiza utilizando cortaduras de Dedekind
siguiendo los textos de Jech: “Set Theory"(2002); “Set Theory"(1978) (ver [20, 21]); y otras
ideas propias del autor de este trabajo, las cuales estan presentes (principalmente) en la prueba
que se presenta de un teorema previo (Teorema 4.1): “Todo orden parcial separativo se puede
extender a una dlgebra booleana completa". Adicionalmente, se formulan algunas versiones débiles
del axioma de eleccién relacionadas con las algebras booleanas, las cuales son también de gran
importancia para la investigacién en teoria de conjuntos y en teoria de modelos, pues estas son
poderosas técnicas de construccion de modelos, como por ejemplo: el teorema de compacidad,
que permite construir modelos no estandar; y el teorema del ultrafiltro, el cual permite construir
ultraproductos que pueden ser usados para investigar problemas de cardinales grandes.

Los teoremas de compacidad y ultraproductos son importantes, como por ejemplo, para cons-
truir modelos no estandar como (entre otros) el cuerpo ordenado y no arquimideano de los
Hiper-Reales (de Robinson) con el que se hace analisis no estandar (ver [6, 26]). Dicho anélisis
es usado actualmente con éxito en analisis real, teoria de la medida, probabilidades, topologia,
analisis funcional, fisica, teoria de ntimeros, finanzas, etc (ver [6]). También, ultraproductos es
muy util para probar teoremas de cardinales grandes (cardinales inaccesibles, cardinales medibles,
etc) en el contexto de la teoria de modelos. Ademas, compacidad es muy exitosa para investi-
gar problemas de definibilidad, categoricidad y axiomatizabilidad finita de teorias matematicas,
también en el conntexto de la teoria de modelos (ver [7, 26]).

Como se dijo anteriormente el teorema que se demuestra en este articulo es un resultado
matematico clasico (vale la pena resaltar que segan Jech, ver [20, p. 89], dicho resultado se de-
be originalmente a Stone [32]) y existen pruebas del mismo, como por ejemplo, demostraciones
topologicas en [25, p. 63-64] y [19, p. 258-275]. Una prueba de que los abiertos regulares de un
espacio topolégico forman un algebra booleana, lo cual estd estrechamente vinculado con este
hecho, puede encontrarse también en [15, p. 12-16]. Sin embargo, la prueba del teorema que se
presenta es en parte propia del autor de este trabajo y se basa en la demostraciéon ofrecida por
Jech en [20, p. 81-83] y [21, p. 152-154]. Por ejemplo, usa las definiciones de las operaciones
booleanas entre cortaduras regulares que se hace en [20, p. 81-83] y [21, p. 152-154], usando el
método de las cortaduras de Dedekind. En tales libros se formulan las definiciones y se enuncia
el teorema, pero no se hace explicito el porqué las mismas satisfacen las propiedades de algebra
booleana. Jech deja ese trabajo al lector de sus textos, y aqui se realiza una demostracién deta-
llada de tal hecho (Teorema 4.1), usando ideas propias del autor de este articulo. Jech tampoco
prueba explicitamente la “unicidad del algebra booleana completa que extiende al orden parcial",
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define explicitamente la funcién que garantiza el isomorfismo pero no prueba que dicha funcién
es efectivamente un isomorfismo entre las dos algebras booleanas completas involucradas en la
prueba, aqui se ofrece una demostracion detallada de tal hecho siguiendo ideas de varias fuentes
y del autor de este trabajo.

El resultado previo que se demuestra en este trabajo de que a cada orden parcial separativo
le corresponde una tnica dlgebra booleana completa (salvo isomorfismo), se puede extender a
todo orden parcial y es conocido que el algebra booleana completa de las cortaduras regulares
de un orden parcial, es isomorfa al algebra booleana completa de los abiertos regulares de un
espacio topologico inducido por tal orden parcial [2, p. 3-4] y [19, 20, 21, 25], entre otros. Entre
el orden parcial y su correspondiente algebra booleana completa asociada existe una relacién de
“inmersion densa", dicha relacion es importante desde el punto de vista de la logica matematica
pues permite inferir (entre otros) que las dos versiones del método de construccion de modelos
de la teoria de conjuntos llamado “forcing"maés usadas contemporaneamente, forcing con ordenes
parciales y forcing con algebras booleanas completas, son equivalentes, es decir, producen los
mismos modelos de ZFC, una prueba de ello puede encontrarse en [25, p. 221-222] y en [21, pp.
154-156], entre otros.

Es conocido que el método de forcing es de gran utilidad (desde su creacion en 1963-64 por
parte de Cohen en [4, 5] hasta la actualidad) para realizar pruebas metamatematicas de teore-
mas metamateméaticos (independencia o consistencia relativa) y también para realizar pruebas
metamatematicas de teoremas matematicos (ver [31]). Por ejemplo, con dicho método, se prueba
(junto con el método de construccién de modelos de los conjuntos constructibles de Gédel pre-
sente en [14]) que el axioma de eleccion, la hipodtesis del continuo y la hipétesis de Suslin son
independientes de los axiomas estandar de la teoria de conjuntos (ver [20, 25]). También se ha
probado con forcing la consistencia relativa con ZFC de algunos candidatos a nuevos axiomas de
la teoria de conjuntos, bajo la hipoétesis de que existen cardinales supercompactos, por ejemplo
del axioma de Martin méaximo (MM) y del axioma de forcing propio (PFA) (ver [20, 23]). Vale
la pena resaltar que MM y PFA implican que 2% = Ny, es decir, MM y PFA implican que la
hipétesis del continuo de Cantor (2% = X;) es falsa (ver |20, 23|). En conclusién, el método
de forcing es importante para la investigaciéon matematica y también para investigar los funda-
mentos de la matemaética. Por lo tanto, el resultado 16gico matemaético que se demuestra en este
articulo es valioso para la investigacién matemaética contemporanea pues, por ejemplo, permite
mayor flexibilidad de trabajo con el forcing, ya que los resultados obtenidos usando forcing con
ordenes parciales también se obtienen usando forcing con algebras booleanas completas, y vice-
versa. Abundantes ejemplos de la aplicacion del método de forcing (con 6rdenes parciales o con
algebras booleanas completas) pueden encontrarse en los textos [2, 20, 21, 22, 23, 25|, y también
en el articulo [12], entre otros.

En este articulo se presentan adicionalmente algunas (clasicas) versiones débiles del axioma
de eleccion relacionadas con las algebras booleanas: El teorema del ideal primo (Stone, 1936, ver
[18]), el teorema del ultrafiltro (Tarski, 1930, ver [20]), el teorema de representacion de Stone
(1936, ver [20]) y los teoremas de completitud y compacidad para la légica de primer orden con,
lenguajes de cualquier cardinalidad (Gédel (1930), Malcev (1936), Henkin (1949), Loés (1955),
ver [7]). Dichas versiones son equivalentes entre ellas [18], [22, p. 17-18], y [27, p. 121-122], y
son consecuencia estricta del axioma de eleccion (ver [17]). Se describe la demostracion usual del
teorema del ideal primo (TIP), del teorema del ultrafiltro (TUF) y del teorema de representacion
de Stone (TRS), dichas pruebas usan el lema de Zorn (axioma de eleccién).

Una gran cantidad de aplicaciones (o investigaciones) matemaéticas del TIP, del TUF, del
TRS, del teorema de completitud para el calculo de predicados de primer orden (con lenguajes

Divulgaciones Matematicas Vol. 18, No. 1 (2017), pp. 34-54



Algebras booleanas, 6rdenes parciales y el axioma de eleccion 37

de cualquier cardinalidad) y del teorema de compacidad para el calculo de predicados de primer
orden (con lenguajes de cuaquier cardinalidad) en la teoria de modelos y en la teoria de conjuntos
puede encontrarse en los textos [6, 7, 16, 18, 22, 26, 27], entre otros.

Se presentan dos referencias que contienen varios problemas abiertos relacionados con la te-
maética de este articulo, al final de la secciéon 4 y en la seccion 5.

El orden de exposicion sera el siguiente: En la seccion 2 se presenta la definicion de algebra
booleana y se expondran algunos ejemplos clasicos. En la secciéon 3 se definen: orden parcial;
orden parcial separativo; y se exponen algunos ejemplos clasicos. En la seccién 4, se definen las
operaciones booleanas para las cortaduras regulares de un orden parcial separativo y se demuestra
que la estructura resultante es un algebra booleana completa. Ademés, se prueba que tal exten-
sién es unica (salvo isomorfismo), y se explica como extender tal resultado a cualquier orden
parcial. En la ultima seccién, la nimero 6, se formulan algunas versiones débiles del axioma de
eleccién relacionadas con las algebras booleanas: TIP, TUF, TRS y los teoremas de completitud
y compacidad para Logica de primer orden con lenguajes de cualquier cardinalidad, y se describe
la demostracion usual de tres de ellas: TIP, TUF y TRS.

2 Algebras Booleanas.

Definicién 2.1. Un dlgebra booleana es un conjunto B con al menos dos elementos, 0 y 1 (cero
y uno), dotado de dos operaciones binarias + (suma) y o (producto), y una operacion unaria
(complemento) ', las cuales satisfacen las siguientes propiedades (aziomas):

1.a+b=b+a; aeb=bea  (Leyes conmutativas).

2. (a+b)+c=a+((b+c); (aeb)ec=ae(bec) (Leyes asociativas).

3. ae(b+c)=(aeb)+ (aec); a+(bec)=(a+b)e(a+c) (Leyes distributivas).

4. a+a=a; aea=a (Leyes de idempotencia).

5 ae(a+b)=a; a+(aeb)=a  (Leyes de absorcion).

6.a+1=1;ael=a;a+0=a; ae0=0 (Leyes de identidad, elementos neutros y
dominacion,).

7. a+(@)=1;ae(ad)=0; (a')) =a  (Leyes de complemento).

8. (a+b) =d eb ; (aeb) =a"+b  (Leyes de De Morgan,).
Denotaremos a tal dlgebra booleana asi: B = (B,+,e,,0,1).

Por simplicidad consideraremos que 5 = B, a menos que el contexto requiera distinguirlos.
El orden parcial de B se define asi, p < q«+> peq = 0. Si a,b € B, entonces: a + b es el supremo
deayb aebesel infimodeaybd, a esel tinicoc e Btal que a+c=1y aeoc=0. También:
a<b<ra+b=0>b<4>aeb=a. Dos elementos a,b de B son incompatibles si y solo si a e b = 0.
a—b=aeb.DCBesdensoen BsiDCB—{0}yVbeB—{0}existede D tal qued <b. B
es completa si el supremo de S (> .5) y el infimo de S ([[ S) existen en B, para cualquier S C B.
Sea k un cardinal regular no numerable. B es x-completa si > X y [[ X existen en B, para todo
subconjunto X de B tal que |X| < k. Si B es Rj-completa se dice que B es o-completa. Un dtomo
del éalgebra boolena B es un a € B tal que a # 0 y no hay ningan elemento x € B que esté entre
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Oya,esdecir, 0 <z <ayx#0yx#a. Sedice que B es atdmica si para cada z € B, z # 0,
existe un dtomo w € B tal que w < z.

Definicion 2.2. Sean £ y K dos dlgebras booleanas, entonces:

1. Una funcion h : € — K es un homomorfismo de £ en K si Vx,y € £ las siguientes tres
condiciones son satisfechas:

o h(z 4% y) = h(z) +* h(y).
o h(zefy) = h(x)eh(y).
e h(z'®) = h(z)*.

2. Una funcion h : € — K es un isomorfismo de £ en K si h es un homomorfismo de £ en
K y ademds h es biyectiva (inyectiva y sobreyectiva).

Si existe un isomorfismo entre dos dlgebras booleanas se dice que ellas son isomorfas.

2.1 Algebras booleanas clasicas.
2.1.1 Algebra booleana de Lindenbaum

Se definira siguiendo (principalmente) los textos [8, 20, 27]. Primero se presentara el concepto de
relacién de equivalencia, el cual también se usard més adelante:

Definicién 2.3. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A, es decir, R C A x A.
1. R es reflexiva si y solo si Vo € A se tiene que xRx.
2. R es simétrica si y solo si Vx,y € A se tiene que xRy — yRx.
3. R es transitiva si y solo si Vx,y,z € A se tiene que (xRy A yRz) — xRz.
4. R es antisimétrica si y sélo si Vx,y € A se tiene que (xRy A yRx) — x = y.
5. R es una relacion de equivalencia si R es una relacion reflexiva, simétria y transitiva.

Sea PROP el conjunto de todas las proposiciones del lenguaje del calculo proposicional y
la relacion de deducibidad en el mismo. Se define una relacion de equivalencia (~) en PROP de
la siguiente manera: Sean x,0 € PROP. x ~ o si y solo si - x > o. Existen procedimientos de
decision efectiva (computables) para determinar si se cumple - x <+ o 0 no se cumple para dos
proposiciones x y o cualquiera. Se puede demostrar sin dificultad que la relacién ~ es reflexiva,
simétrica y transitiva, por lo tanto ella es una relacién de equivalencia, entonces se considera el

conjunto cociente:
PROP

~

{lp] : p € PROP}

Y se definine el Algebra de Lindenbaum C = (C,+,e,',0,1) de la siguiente manera:

¢ - LHor W = vl (W) e [ = [ A X
[+ bd = [ v 0= [ A ] 1= [V )

El Algebra de Lindenbaum C = (C, +,e,,0,1) es un algebra booleana.
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2.1.2 Algebra booleana de los conjuntos

Se definira siguiendo (princialmente) a [20].
Definicién 2.4. Sea S un conjunto no vacio.

1. Un dlgebra de conjuntos (o cuerpo de conjuntos) sobre S es una coleccion F de subconjuntos
de S, con las siguientes propiedades:

(a) S € F.
(b) Si AeF, entonces S—Ae F.
(c) Si A,B € F, entonces AUBeF y ANB€ F.

El conjunto S — A se llama el complemento de A y se denota por A°.

2. Si ademds de (a),(b) y (c) F satisface (d) se dice que F es una o-dlgebra de conjuntos
sobre S':

(d) Si{A;:i€Ro} CF entoncesU;cn, Ai € F y[ien, 4i €F.

3. Sea ZC P(S). o(Z)=({F:Z CF A Feso— dlgebra}. o(Z) es la menor o-dlgebra de
conguntos sobre S que contiene a Z.

El algebra de conjuntos (F,U,N, ¢ 0, S) es un algebra booleana. También ocurre la direccién
inversa, es decir, que toda algebra booleana es un &lgebra de conjuntos, en rigor, se cumple
el teorema de representacion de Stone (1936, [32]): “ Toda dlgebra booleana es isomorfa a un
dlgebra de conjuntos". Una prueba del mismo se realizard en este articulo en la ultima seccién
siguiendo ideas de [20, p. 81], entre otros. Un caso bastante usado de algebra de conjuntos es
cuando F = P(S). Es decir, (P(S5),U,N, <, 0,5). Sea S un conjunto con al menos dos elementos.
Entonces el algebra booleana (P(S),U,N, ¢, 0,S) es atomica. Los atomos son precisamente todos
los subconjuntos unitarios {x} de S. Vale la pena resaltar que dos ejemplos de algebra booleana
de conjuntos muy usados en matematicas son la “o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue” y
la “o-algebra de los conjuntos borelianos de un espacio topolégico", la definicién de la “o-algebra
de los conjuntos medibles Lebesgue"puede encontrarse (entre otros) en los textos [3, 13, 20, 29|,
y la definicion de la “o-édlgebra de los conjuntos borelianos de un espacio topologico"se define a
continuacion siguiendo los textos [3, 13, 20, 29].

Definicién 2.5. Un espacio topoligico es un par (Y,T) donde Y es un conjunto no wvacio,
T CP(Y) y se cumple:

(o) YET,DeT.
(b) SiO, €T yOy €T, entonces, O, N Oz € T.
(¢c) Si Z C T, entonces, UZ € T.

Se dice que T es una topologia para Y . Los elementos de T se llaman abiertos. Z CY es cerrado
< Y — Z es abierto. Sea W C Y. El interior de W, W°, es el mayor subconjunto abierto de

Y que estd contenido en W. La clausura de W, W, es el menor subconjunto cerrado de Y que
contiene a W.
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Definicién 2.6. Sea (Y, T) un espacio topoldgico. o(Abiertos de Y) es la o-dlgebra de Borel de
Y (o los conjuntos borelianos de Y ). o(Abiertos de Y) se denotard por B(Y).

Es importante destacar que B(Y") se puede construir inductivamente a partir de los conjuntos
abiertos de Y, si Y es un espacio polaco (es decir, si Y es “métrico", “separable” y “completo”,
por ejemplo el conjunto de los ntimeros reales R con la topologia usual, el espacio de Baire y
el espacio de Cantor), se utiliza para dicha construccién induccién transfinita en el cardinal Ny,
la idea es partir de los abiertos de Y y cerrarlos (inductivamente) bajo complemento y union
numerable. Un ejemplo de tal definicién puene encontrarse en [13, 20].

2.1.3 Algebra de los intervalos cerrados-abiertos del intervalo [0,1].

Se definira siguiendo (principalmente) a [28]: Sea (J([0,1]),U,N,<,0,[0,1)), donde [0,1] es el
intervalo cerrado de los numeros reales de extremos cero y uno, es decir, [0,1] ={z e R: 0 <z <
1}, J([0,1]) es el conjunto de todas las uniones finitas de intervalos cerrados-abiertos [a,b), con
a < b, incluidos en [0, 1], U es la unién conjuntista usual, N es la interseccién conjuntista usual,
y la operacion € no es el complemento (relativo) usual de los conjuntos, el complemento de un
[al, bl) U [ag, bg), U[(lg7 bg) U...u [ak, bk) S J([O, 1]), ([al, bl) U [ag, bQ) U [(],37 bg) ..U [ak7 bk))c, es el
conjunto diferencia [0, 1)\ Unidn finita de intervalos cerrados-abiertos, es decir, es la union finita
de intervalos cerrados abiertos complementarios de la union anterior, tal conjunto es: [0,a1) U
[b1,a2)U[ba, a3)U. . .U[bg, 1). Es claro que cada z € J([0,1]) cumple que zNz¢ = (), y zUzc = [0,1).
Es decir: ([al,bl) U [(LQ, bg) U [ag, bg) .U [ak, bk)) n ([0,(11) U [bl, CLQ) U ([bg,&g) U...U [bk, 1)) = (Z),
y que ([al,bl) U [a27 bg) U [a3, b3) LU [ak, bk)) U ([O,al) U [bl, ag) U ([bz,ag) U...u [bk, 1)) = [07 1)
(J([0,1]),U,N,¢,0,[0,1)) es un &lgebra booleana. Notar que tal 4lgebra booleana no es atémica.

3 Ordenes parciales y ordenes parciales separativos.

A continuacién se presenta la definicion de “orden parcial” y de “orden parcial separativo” junto
con otros conceptos relacionados que se usaran més adelante en este articulo:

Definicién 3.1. Un orden parcial es un par (P, <) donde P es un conjunto no vacio y < es una
relacion en P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Ademds,

1. Dado un orden parcial (P,<) se dice p < q si y solo sip < qAp+#q.

2. Sea (P,<) un orden parcial y p,q € P. Se dice que p y q son compatibles si existe un r € P
tal que r < pAr < q. Y se dice que p y q son incompatibles si no existe un r € P tal que
r<pAr<q.

3. Un orden parcial (P, <) es separativo si para todo p,q € P se cumple que: si p £ q, entonces
existe r < p tal que r es incompatible con q. Un orden parcial (P, <) a veces se denotard
por P.

4. Sean (P,R) un orden parcial y D C P. x € P es un elemento minimal (mazimal) de D
six € D A no eziste ninguin y € D tal que y # x N yRx (xRy). x es una cota inferior
(superior) de D si Yy € D se tiene que Ry V y = = (yRx Vy = x). © es un infimo
(supremo) de D si x es cota inferior (superior) de D A para todo y € P, siy es una cota
inferior (superior) de D, entonces yRxVy = x (xRyVy = xz). x es un menor (mayor)
elemento de D si x € D N Vy € D se tiene que xRy V y =z (yRx Vy = x).
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5. Sea (P, R) un orden parcial. (P, R) es un orden total (o lineal) si la relacion R satisface la
propiedad de tricotomia: Y,y € P se tiene que tRy V yRx V x =y.
3.1 Ordenes parciales separativos (y uno que no lo es).

Ejemplo 3.1.1. El orden parcial (simple con mayor elemento) de Cohen (C,<,1) se define como
stgue:

e C={p:p es funcion A |p| < Rog A dom(p) C Ry A ran(p) C No}.
*p<qg=qCp.

e 1=1.

Este orden parcial es separativo. Tal orden parcial aparece referido en relacion con el método de
forcing en [23], entre otros.

Ejemplo 3.1.2. Sea A = {1,2}. El orden parcial (P(A),C) no es separativo, pues P(A) tiene
dos dtomos, {1} y {2}, y el conjunto vacio estd incluido en todo conjunto.

Ejemplo 3.1.3. Sea a > Ny un ordinal. C, es un orden parcial de Cohen que se define como
sigue:
Co={p:|p|< Ny A dom(p) C a x Ry Arango(p) C 2},

p<q<qCp

Este orden parcial es separativo. Tal orden parcial aparece referido en ralacion con el método de
forcing en [20, 23, 25] entre otros.

Ejemplo 3.1.4. El orden parcial (con mayor elemento) de Sacks (S,, <,1) se define ast,
e S, ={p:p es subdrbol perfecto y no vacio del drbol binario completo}.
*p<q<pyq.

e 1 = FEIl drbol binario completo.

Este orden parcial es separativo.

El par (T, <) es un drbol si y solo si (T, <) es un orden parcial y para cada x € T el par
{y € T :y < x},<) es un buen orden estricto (Un conjunto parcialmente ordenado por < es
un buen orden estricto si cada subcojunto distinto de vacio de dicho conjunto tiene un menor
elemento segin <, y ademds se cumple que para cada x, x £ x.). Los elementos de T se llaman
nodos. Un subdrbol de T' es un subconjunto T' C T con el orden inducido tal que, Vx € T/, VyeT
se cumple: y < x — y € T'. El drbol binario completo es el orden parcial (2<%, <) constituido
por todas las sucesiones finitas de ceros y unos, ordenadas por la relacion de extension. Es decir,
2<Ro = | J{2" :n € No} y s < t siy solo sis Ctsiysolosit extiende a s. (2<%, <) se denomina
el drbol binario completo de altura Ry. Si s € 2<% tal que dom(s) =n yi=0 o0i=1, entonces
sN = sU{(n,i)}. Sea p un subdrbol del drbol binario completo. El conjunto de las ramas de p, [p],
es {f € 2% : f [ n € p, VYn}. Por ejemplo, 2<%°] = 280 p es perfecto si y solo si Vs € p existe
t D s tal que t"0 € p y t"1 € p. Tal orden parcial aparece referido en relacion con el método de
forcing en [23], entre otros.
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4 Extension de un orden parcial a un algebra booleana com-
pleta

A continuacion se define el dlgebra booleana completa de las cortaduras regulares de un orden
parcial separativo siguiendo a [20, 21]: Sea (P, <) un orden parcial separativo. Un subconjunto
W C P es una cortadura en P si W es cerrado hacia abajo, es decir, si para todo p,q € P
se cumple que si p < gy q € W, entonces p € W. Notar que esta definicién de cortadura se
parece a la definicién de cortadura que usé Dedekind para definir los niimeros reales a partir de
los nimeros racionales (ver [9, 11], entre otros). Para cualquier p € P, sea W, = {z : < p}.
Por definicién de W), y la definicién de cortadura se tiene que W, es una cortadura en P. Una
cortadura W en P es regular si para todo p € P se tiene que si p € W, entonces existe ¢ < p
tal que W, N W = (. Como P es separativo se cumple que W, es regular, para todo p € P.
Sea D el conjunto de todas las cortaduras regulares en P. Si W es una cortadura en P se define
W= {p: WnW, # 0, Vg < p}. Se cumple (por definicién) que W es una cortadura regular
y ademds que es la menor (con respecto a la inclusion C) cortadura regular que contiene a W,
esto se puede probar sin dificultad usando reduccion al absurdo. Entonces se define para todo
X,Y € D las siguientes tres operaciones:

XeY =XNY X+Y=XUY

X' ={p:W,nX =0} 1=P 0=10

Sea D = (D, +,e,,0,1).
Una propiedad importante de las cortaduras, que serd de utilidad en la demostracién del
teorema principal de esta seccién, es la siguiente:

Proposicién 4.1. Si X es una cortadura regular, entonces X = X.

Demostracion. X C X. Como X C X y X es la menor cortadura regular (con respecto a la

relacién de inclusién) que contiene a X, entonces X C X. Por lo tanto, X = X. O

Teorema 4.1. D es un dlgebra booleana completa (El dlgebra booleana de las cortaduras regulares
en P).

Demostracion. Para demostrar el teorema basta comprobar las leyes presentes en la Definicién
2.1. Es claro que

A+B=B+A = AUB=BUA (4.1)
pues AU B = BU A es una ley del algebra booleana de conjuntos. También se cumple que,
AeB=DBeA (4.2)

porque AN B = BN A es una ley del algebra booleana de los conjuntos, con lo que se cumplen
las leyes conmutativas.
Mostremos ahora que se cumplen las leyes asociativas. Primero veamos que

(A+B)+C=A+(B+0C) (4.3)
se desarrolla la definicion del lado izquierdo de la igualdad (4.3) y se tiene lo siguiente:
= : <
AUfUC {p:(AUBUC)NW, #0, Vg <p} )

= {p: (AUBNW,)U(CNW,) #0, Vg < p}
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Y también que:

AUB = {s:(AUB)NW, #0, Vr <s}
(4.5)

{s: (ANW,)U(BNW,) #0, Vr <s}

AUBNW, = {s:(ANW,)U(BNW,)#0, ¥r <stnW, (4.6)

Luego, desarrollando la definiciéon del lado derecho de la igualdad (4.3) se tiene lo siguiente:

AUBUC = {p:(AUBUC)NW,#10, Yq<p}
— ! (4.7)

= {p:(ANW,U(BUCNW,) #0, ¥g < p}

Y también que:

BUC = {s:(BUC)NW,#0, Vr < s}
(4.8)
= {s:(BNW,)U(CNW,)#£0, Vr < s}

BUCNW, {s:(BNW,)U(CNW,)#0, Vr <s}nW, (4.9)

Veamos ahora el siguiente hecho, relacionado con la notacién anterior, que permitira concluir
la prueba de que se cumple (4.3).

Hecho 4.1.
1. p € & < Para todo q < p se tiene que: W,NA#ONV W,NB#0 VvV W,NC # 0.
2. p € & & Para todo q < p se tiene que: W, NA#£OV W,NB#0 VvV W,NC #0.

Demostracion del hecho. Para demostrar el item 1. se utiliza la definicién desarrollada en (4.4),
(4.5) y (4.6).

(=): Aplicando reduccion al absurdo, tomemos p € & y supongamos que existe un ¢ < p tal que
WyNA=0AW,NB=0AW,;NC =0, entonces p ¢ . Por la definicion de & desarrollada
en (4.4), (4.5) y (4.6), se tiene una contradiccion.

(«): Basta ver que p € &. Sea g < p, considerando la definicién de & desarrollada en (4.4), (4.5)
y (4.6) veamos que AUB NW,UC NW, # (. Esto se hace directamente estudiando los
posibles casos: W,NC # 0; W, N B # 0; y W,N A # (. Pero, se puede apreciar claramente,
por la definicion de & desarrollada en (4.4), (4.5) y (4.6), que en cada caso se cumple
AUBNW,UCNW, # 0. Por lo tanto, p € &.

De manera analoga se demuestra el item 2., considerando la definicion desarrollada en (4.7), (4.8)
y (4.9), tanto la direccién (=) como la direccion (<). O
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Considerando el hecho anterior se tiene que & C & y que & C &, por lo tanto, & = @,
mostrando que se cumple (4.3).

La ley asociativa (Ae B)e(C' = Ae(Be() es claramente cierta pues (ANB)NC = AN(BNC)
es una ley del algebra boolena de conjuntos.

Concentrémonos ahora en demostrar las leyes distributivas. Comencemos por ver que:

Ae(B+(C)=(AeB)+(Ae(C) = ANBUC=(ANB)U(ANC) (4.10)
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad (4.10) se tiene que:
ANBUC = An{p: (BUC)NW, #0, Vg <p}
* (4.11)
= An{p: (BNWyU(CNW,) #0, Vg < p}

Desarrollando el lado derecho de la igualdad (4.10) se tiene que:

(ANB)U(ANC) = {p:[ANBYUANC)|NW,#0, Vg <p}
(4.12)
* = {p:[(ANBNW)U(ANCNW,)] # 0, Vg < p}

Es claro que & C & se cumple por el desarrollo expuesto en (4.11) y (4.12). La prueba de
que & C & usa el desarrollo (4.11) y (4.12), reduccion al absurdo y regularidad: Sea p € & y
supongase que p € A, entonces como A es regular se tiene que existe un ¢ < p tal que ANW, =0,
asi p ¢ #. Contradiccion, pues por hipotesis: p € #. Por lo tanto, p € A. Luego, considerando el
desarrollo (4.11) y (4.12) se concluye que p € &. En consecuencia # C &, de manera que & = #.

Veamos ahora que

A+ (Be(C)=(A+B)e(A+C) = AU(BNC)=AUBNAUC (4.13)
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad (4.13) se tiene que:

AUBNC) = {p:[AU(BNO)NW, #0, Yq<p}
—_— (4.14)

* = {p:[(AUB)N(AUC)NW, #0, ¥q < p}

Desarrollando el lado derecho de la igualdad (4.13) se tiene que:

AUB = {p:(AUB)NW,#0, Yg<p}={p: (ANW,)U(BNW,) #0, Yq<p}

AUC = {p:(AUC)NW,#0, Vg<p}={p: (ANW,HU(CNW,) #0, Vg <p}

AUBNAUC ={p: [(ANW)U(BNW,) #0 A[(ANW,)U(CNW,) #0], Vg <p} (4.15)
—_—
L)

Entonces por el desarrollo en (4.14) y (4.15) es claro que & C #. Por otro lado, sea p € #,
vamos que p € &. Si ¢ < p, se cumple que W, NA =00 W,NA#D.Si W,NA# 0, entonces
por el desarrollo en (4.14) y (4.15) se tiene que [[AUB)N(AUC)|NW, #0.Si W,NA =0,
entonces BNW, # 0y CNW, # 0. De modo que existe t € CNW, y s € BNW, tal que
seCote B,puessi s¢ Cyt¢ B, entonces por reguralidad de las cortaduras existen ¢ < s
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yj<ttal que W,NC =0y W, NB = . Por lo tanto, como i,j < gy Wy,NA =0, se tiene
que W;NA =0y W;nA = (. Tambiéen W; N C = 0 y W; N B = {). En consecuencia, ¢,j no
cumplen con la condicién del ultimo conjunto del desarrollo (4.15) e i,j < p. De manera que
p ¢ M, contradiciendo la hipotesis. Luego, s € C' o t € By, por lo tanto, C N BN W, # (. Asi,
p € &, es decir, # C &, en conclusion & = &.

Mostremos ahora las leyes de idempotencia. Primero veamos que

A+A=A (4.16)

Usando la Proposicion 4.1 y la ley del algebra booleana de conjuntos AU A = A, la demostra-
cion de (4.16) es la siguiente: AU A = A = A. Es claro que Ae A = A se cumple, pues ANA = A
es una ley del algebra booleana de conjuntos.

Las leyes de absorcion Ae (A+ B) = Ay A+ (Ae B) = A resultan obvias cuando se escribe
su definicion: [AN(AUB)] = Ay [AU (AN B)] = A, respectivamente. Por otro lado, tomando
en cuenta la Proposicién 4.1 y las leyes del 4lgebra booleana de conjuntos, las leyes de identidad
(elementos neutros y dominacion) A+1=1, Ael=A,A4+0= Ay Ae0 = 0resultan evidentes
cuando se escribe su definicion: AUP =P, ANP=A4; AUD=A;y An®=10.

Veamos la validez de las leyes de complemento. Primero, tenemos que:

A+(AY=1 = AuU{p:W,NnA=0}=P (4.17)
L)

Es claro que & C P, por definicién de cortadura regular de P. Para demostrar que P C & se
realiza el siguiente desarrollo y luego se aplica reduccién al absurdo:

AU{p: W,NA=0} = {i:(AU{p: W, NA=0})NW; #0, Vj <i}
= {i:(ANW))U{{p: W, nA=0}NW;)#0, Vj <i}

Supongamos que p € Py p ¢ &, entonces existe un j < p tal que (ANW;)U({p : W,NA = 0}nN
W;) = 0. Asi, j € A, pues si j € A se cumple que ANW; # ). En consecuencia, por la regularidad
de A, se tiene que existe k < j tal que Wy N A = (. Por lo tanto, k € {p: W, NA =0} NW,.
Luego (ANW;)U({p: WyNA = 0}NW;) # 0, contradiciendo la hipétesis. De manera que p € &,
con lo que se obtiene (4.17)

Por otro lado, veamos que

Ae(A)=0 = An{p:W,NA=0}=10 (4.18)

Supongamos que AN {p: W, N A = 0} # (0, entonces existe un z € A tal que W, N A = {), pero
z € W, N A, lo que es una contradiccion. Comprobando asi (4.18).
Verifiquemos que

A=A = {¢g:-Wn{p:W,NA=0}=0}=A
&

Se probard que & C A por reducciéon al absurdo. Supongamos que existe un z € & tal
que z € A, entonces por regularidad de A existe [ < z tal que W; N A = ). En consecuencia
lef{p: WynA =10}y comol € W,, se tiene que W, N {p : W, N A = 0} # 0. Por lo
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tanto z ¢ &, contradiciendo la hipétesis. Luego, & C A. Por otro lado, sea z € A, entonces
W,N{p: W,NA=0} =0. En consecuencia z € &. Luego, A C &, concluyendo que & = A.
Veamos ahora que se cumplen las leyes de De Morgan. Primero probemos que

(A+B)=A"eB" = {p:W,NAUB=0}={p:W,NA=0}n{p: W,NB =0}
{p: W, NAUB=0} = {p:Wn{z:VI<z(W,Nn(AUB)#0)} =0}
&

= {p:Wyn{z:WI<2(WinAUW; N B) #0)} =0}

{p:W,NnA=0}n{p:W,NB=0}={p: W, NA=0AW,NB =0}
P

Considerando el desarrollo realizado, se demostrard que & = #. Veamos que & C &. Si
m € &, entonces W, N{z: (W, NA)UW,NB)#0, VI<z}=0.Sim¢M, se concluye que
WmNA#OV W, N B # 0. Tomando en cuenta el primer caso de la disyuncién se tiene que
existe k € W,, N A. Luego, W;,N A # 0 y méas todavia, k € {z: (W,NA)U(W,NB) #0, VI < z},
pues como k € A se cumple que W; N A # 0, VI < k. En consecuencia, como k € W, se tiene
que:

Wy N {z: (W nA)UW,NB)#0, VI<z}#10

entonces m ¢ &, contradiciendo la hipdtesis. Si se toma el segundo caso de la disyuncion, W,,, N
B = (), se aplica el mismo procedimiento y se obtiene la misma contradiccion. Por tanto, & C é.

Probemos ahora que # C &. Sea z € #, entonces W, N A = (0 y W, N B = (). También
(WiNnA=0)A(W,NB=10), VI <z Siz¢é, entonces:

W, n{z:(WNAUW,NB)£0, VI<z}#0

En consecuencia, existe un s < z tal que (W, N A)U (W, N B) # 0, VI < s. De modo que
(W.NA#0)v (W, N B #0), contradiciendo la hipotesis. Por tanto, z € &. Luego, # C &.
Comprobemos la tltima ley de De Morgan

(AeB)=A"+B" = {p:W,n(ANB)=0}={p:W,NA=0}u{p: W,NnB =10}

Llamemos {p : W, N (AN B) = (} y hagamos

L)

{p:W,NA=0}yU{p:W,NB=0} =

:{k:Wmﬁ({p:WpﬂA:@}U‘{p:WpﬂBZQ)})#ﬂ Vm <k} =
={k:[(Wun{p: W, NA=0HUW,,n{p: W,NB=10})]#0, Vm < k}

Se debe probar que & = #. Veamos que & C #. Sea z € &, entonces W, N (AN B) = (). Sea
m < z, aqui se deben estudiar 5 casos:
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Caso 1: Si W, C A, entonces por hipétesis W,,, N B = () y en consecuencia

W0 {p: W,NB =10} #0.

Caso 2: Si W,,, C B, entonces por hipétesis W,,, N A = () y en consecuencia
Wy N{p: W, NA=0} #0.

Caso3: SiW,,NA=0y W,, NB =0, entonces

Wi {p: W, NA=0}#0 y Wyun{p:W,NnB=10}+#0.

Caso 4: Si W,,, N A # (), entonces existe r € W, tal que r € A. r no puede estar en B, pues
si estuviera, como él pertenece a W,,, C W, se tendria que W, N (AN B) # 0, lo cual
contradice la hipétesis. Luego r» ¢ B, entonces por regularidad de la cortadura B existe
un d < r tal que WyN B = 0. d € W, por lo tanto W,, N {p: W, N B =0} # 0.

Caso 5: Si W,,,NB # 0, se procede de manera analoga al Caso 4 y se obtiene el resultado buscado
W N {p: Wy N A =0} # 0. En consecuencia z € #, de modo que & C #.

Ahora se realiza la prueba de que # C &. Aplicando reduccién al absurdo, supongamos que
existe un z € # y que z ¢ &, entonces W, N (AN B) # 0. Por lo tanto, existe un d < z tal que
de ANB.SiWyn{p: Wygn A =0} # (), entonces existe un s < d tal que Wy N A = (. Pero
s € Ay s € W, contradiccion. Luego, WyN{p: WyNA =0} =0.Si Wyn{p: WynB =0} # 0,
entonces existe un s < d tal que Wy N B = (). Pero s € By s € W, contradicciéon. Luego,
Win{p: : WygnNA=0}=0y Wyn{p: Wgn B =0} = 0. En consecuencia z ¢ #, contradiciendo
la hipotesis. Por tanto, # C é&.

Para terminar la prueba del teorema solo falta mostrar que D es completa. Recordemos que
D es completa si el supremo de S (D> S) y el infimo de S ([]S) existen en D, para cualquier
S C D. Esto se cumple pues si S = {S; : j € J} C D, entonces se prueba sin dificultad que

[1S=N;c; 8 €Dy >.5=U,c;5; €D, usando las definiciones de cortaduras regulares. [

Como D es el dlgebra booleana completa de las cortaduras regulares en P se denota D = c.r(P).
Vale la pena resaltar que la funcién e : P — D, definida por e(p) = W), es una funcién que
preserva el orden y, ademas, el conjunto {e(p) : p € P} C D\ {0} es denso en D. Se dice que la
funcion e es una inmersion densa de P en D.

También se puede probar que D es tnica salvo isomorfismo (ver [2, 19, 20, 21, 25]). Veamos
un prueba de esto en el siguiente lema:

Lema 4.1. Dadas dos dlgebras booleanas completas C y £ que tienen a P como subconjunto
denso, la funcion m : C — & definida asi:

I
m(c)=S{pe Pip<ceh,

es un isomorfismo entre C y £.

Demostracion. Sea h : £ — C definida por

C
he)=S{pePip<sel.
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Probemos que las funciones compuestas honm = 1l¢ y que mw o h = 1g, para concluir que
7 : C — & es una funcién biyecctiva. Veamos que h o m = 1¢, para esto probemos que

p<cc+=>p<gm(c), (4.19)

para cadap € Py cada c € C. Si p <¢ ¢, entonces m(p) = p <g 7(c), por la propiedad del supremo.
Ahora, si p <g 7(c), entonces per(c) = py peX-{q € P: g<cc} = Y- {peq : g <c ¢} = p, porque
£ es una algebra booleana completa y satisface la propiedad de distributividad generalizada. Dado
que si g<cc, entonces pe g<cpec <¢ ¢, se tiene que p<¢c (por la propiedad del supremo, ya
que ¢ es una cota superior). Asi, se obtiene la ecuacion (4.9).

Por otro lado, por la densidad de P en C se tiene que,

C
c=> fgeP:q<cch,

Sup

En efecto, se tiene que Sup <¢ ¢, ya que ¢ es una cota superior del conjunto {q € P : ¢<cc}
y, ademas, se tiene que ¢ <¢ Sup ya que si ¢ £¢ Sup, entonces c o (Sup)’ # 0. Luego, por la
densidad de P se tiene que existe un ¢ € P, con g # 0, tal que ¢ <¢ c e (Sup)’. De modo que
qg<ccyq<c (Sup). Como q <¢ ¢, entonces q € {qg € P : g<cc}y, por tanto, ¢ <¢ Sup. Asi,
q <c (Sup)’ y q¢ <c¢ Sup. Esto implica que ¢ = 0 (pues en toda &algebra booleana se cumple que
z<wyax<y,entonces zex < wey).

De lo anterior se concluye que,

C C
c=Y fgeP:q<cct =) {q€ P:q<em(c)} = h(n(c)),

es decir, hom = 1¢.

Por ultimo, probemos que 7w o h = 1g, para esto veamos que p <g e si y solo si p <¢ h(e), para
cada p € Py cada e € £. La prueba se realiza de manera analoga al caso anterior. Por lo tanto,
moh=1g. De modo que 7 : C — &£ es una funcién biyecctiva.

Por otro lado, se cumple que 7(0¢) = 0g y 7(1¢) = lg, entonces falta probar que 7 preserva
las funciones de C y £. Como tales funciones se pueden definir con el orden parcial de cada una
de ellas (definido a su vez por sus operaciones booleanas), es suficiente probar que 7 preserva el
orden entre ambas estructucturas, es decir, que (C, <¢) es isomorfa con (£, <g). Probemos que:

c1 <epco = 71'(01) <g 7T(CQ).

Si ¢1 <¢ ¢, entonces 7(c1) <g w(c2), por la propiedad de supremo. Luego, si 7(c1) <g 7(cz), en-
tonces ¢1 <¢ ¢ ya que, por reduccion al absurdo, si ¢1 €. ca, entonces c¢; @ c2” # 0. Luego, como P
es un subconjunto denso de C, existe un p € P, con p # 0, tal que p <c (c¢1 ® ¢3’). En consecuen-
cia, p<cc1 y p<cco. Por tanto p e ¢y’ = p # 0, es decir, p £ 2. Asi, por la ecuacion (4.19) se
concluye que

pZe 7(cs) (4.20)

Por otro lado, por la hipotesis y por la propiedad de supremo, se tiene que p <g m(cy) <g m(ca),
entonces
pSg 71'(62) (421)

Las ecuaciones (4.20) y (4.21) son contradictorias. Por lo tanto, ¢; <¢ co. Asi, C = &. O
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Vale la pena resaltar que D tiene una version topolégica (ver [2, 15, 19, 20, 21, 25, 30]). En
efecto, en dicha topologia para P, los abiertos basicos son los subconjuntos W, de P, para cada
p € P. Un conjunto abierto X de un espacio topologico se dice que es abierto regularsi X = (X)°,
es decir si X es igual al interior de su clausura. Sea Z el conjunto de los abiertos regulares de la
topologia para P cuya base es {W), : p € P}. Se definen la operaciones booleanas de la siguiente
manera:

XeY=XNY X+Y=(XUY)°

X'=P\X 0=0 1=P

Se cumple que Z = (Z,+,e,,0,1) es un algebra booleana completa, el algebra de los abiertos
regulares de P, por eso algunos libros la denotan asi: Z = a.r(P). Tal algebra aparece referida
(entre otros) en [15, 19, 20, 21, 25, 30], y una demostracion de que es algebra booleana completa
puede encontrarse en [15, 19, 25|, entre otros. Por la unicidad de la completacion de P, que se
mencion6 anteriomente, se puede concluir que D y Z son isomorfas.

En el Teorema 4.1 se supuso que el orden parcial (P, <) era separativo, si P no fuera separativo
se puede construir un orden parcial (Q, <) que es separativo, tal que existe una funcion h : P — Q
que cumple:

(i) Siz <y, entonces h(z) < h(y).
(ii)  y z son compatibles en P siy solo si h(x) y h(z) son comptibles en Q.

Se define una relacién de equivalencia en P asi: x ~ y si y solo si se cumple que y es compatible
con z siy solo si x es compatible con z, Vz € P. Sea

Q=L (W pery

~

donde [p] = {¢ € P : p ~ q}. Luego, [z] = [y] si y solo si Vz < x se cumple que z y y son
compatibles. Asi, (Q, <) es separativo. La funcion h se define por h(p) = [p], para todo p € P.
Se puede probar que (@, <) es unico salvo isomorfismo (ver [20, 21]).

Ahora, tomando en cuenta: este resultado sobre (P, <) y (Q, <X); el Teorema 4.1; y el isomor-
fismo 7, se puede inferir el siguiente resultado general como corolario (ver [2, 20, 21, 25]).

Corolario 4.1. Para cualquier orden parcial (P, <) eziste un dlgebra booleana completa tinica,
salvo isomorfismo, D = c.r(P) (o D = a.r(P)) y una funcion e : P — D tal que:

1. Sip < q entonces e(p) < e(q).
2. p y q son compatibles si y solo si e(p) e e(q) # 0.
3. {e(p) :p€ P} CD\ {0} es denso en D.

La funcion e se llama “inmersion densa" de P en D.

Observacion 4.1. Antes de pasar a la siguiente seccion vale la pena destacar que una interesante
lista de 25 problemas abiertos sobre Algebras booleanas, que relaciona dlgebra, topologia, ldgica,
teoria de conjuntos y teoria de drdenes, puede encontrarse en el articulo [1] de Bekkali.
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5 Versiones débiles del Axioma de eleccidén, relacionadas con
algebras booleanas

Definicion 5.1. Sea B un dlgebra booleana.

e Un ideal sobre B es un subconjunto I C B tal que:

(a) 0l , 11
(b) Sizxelyzel, entoncesz+z€ 1
(c) Siz,zeB,xzelyz<ux, entonces z € I.

e Un ideal I sobre B es primo si Vb € B se cumple quebe IV € 1.
Ejemplos de ideales son (ver [20, 30]):

1. Sea (F,U,N, ¢ 0,S) un algebra de conjuntos sobre S. Y sea K € F tal que K # S. Se define
Ix ={D e F:D C K}. Ik es un ideal sobre F, el ideal generado por K .

2. Sea B= (B,+,e,/,0,1) un algebra booleana:

e {0} es un ideal sobre B.

e Seabe B,b#1,sedefine I, = {x € B:x <b}. I, es un ideal sobre B, el ideal
generado por b.

3. Los conjuntos borelianos de R de medida de Lebesgue cero son un ideal sobre la o-algebra
de los conjuntos borelianos de R (B(R)).

4. Sea (Y, T) un espacio topolégico. Un conjunto X C Y es nunca denso si (X)° = (). Un
conjunto D se dice que es magro si D es una unién numerable de conjuntos nunca densos.
El conjunto de los conjuntos borelianos magro forman un ideal sobre B(R).

A continuacién se presenta la definicién de funcidn selectora que nos permitira comprender el
enunciado del axioma de eleccién, a saber: Todo conjunto tiene una funcion selectora.

Definicién 5.2. Dado un conjunto B se dice que una funcidn g es una funciéon selectora (o una
funcién de eleccion) para B si g : B\ {0} — | B tal que para todo b € B\ {0} se cumple que
g(b) €b.

Es importante notar que el axioma de leccién y el lema de Zorn son equivalentes. Una demos-
tracion de este hecho puede encontrarse en [9, 11], entre otros. A continuacion se formula el lema
de Zorn, el cual permite demostrar todos los resultados principales de esta seccién:

Lema 5.1 (Lema de Zorn, 1935). Sea (K,S) un conjunto parcialmente ordenado tal que ca-
da X C K totalmente ordenado tiene una cota superior en K, entonces K tiene un elemento
mazimal.

Teorema 5.1 (Teorema del ideal primo (TIP), Stone, 1936). Toda dlgebra boleana tiene un ideal
Pprimo.
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Demostracion. Sea B un algebra booleana. Sean b € B, con b # 1 e I}, el ideal sobre B, generado
por b. Sea F' el siguiente conjunto parcialmente ordenado por la relacién de inclusién:

F={ICB:I, CIAI esun ideal sobre B}.

F cumple con todas las hipoétesis del lema de Zorn, entonces por dicho lema existe un ideal H
maximal en F. H también es maximal en B y como un ideal es maximal si y sélo si es primo, se
tiene que H es el ideal buscado, es decir, B tiene un ideal primo. O

Definicion 5.3. Sea B un dlgebra booleana.
(1) Un filtro sobre B es un subconjunto F' C B tal que:

(a) 1€ F ,0¢F.
(b) Size FyzeF, entonces v.z € F.
(c) Siz,zeB,zeF yx <z, entonces z € F.

(2) Sea F un filtro sobre B. F es un ultrafiltro siVx €e B:z € F V —z € F.
Ejemplos de filtros son (ver [9, 27, 30]):

1. Sea el algebra de conjuntos sobre N, (P(N),U,N, 0,N). F = {X € P(N): N\ X es finito}
es un filtro sobre F, el Filtro de Frechet.

2. Sea (F,U,N, ¢, 0,S) un algebra de conjuntos sobre S. Sea K € F tal que K # (). Se define
Iy ={D € F: K C D}. Ik es un filtro sobre F, el filtro generado por K.

Sea B un dlgebra booleana. Sea I un ideal sobre B. El filtro dualde I es FPT = {¥/ € B:b € I}.
Sea F' un filtro sobre B. El ideal dual de F es IPF = {V/ € B : b € F}. Existe una funci6n inyectiva
entre el conjunto de los ideales de B y el conjunto de los filtros de B. Reciprocamente: Existe una
funcion inyectiva entre el conjunto de los filros de B y el conjunto de los ideales de B (ver [30]).

Teorema 5.2 (Teorema del ultrafiltro (TUF), Tarski, 1930). Todo filtro en un dlgebra booleana
se puede extender a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea B un algebra booleana y F' un filtro sobre B. Se aplica el lema de Zorn como
en el caso del TIP usando el siguiente conjunto parcialmente ordenado por la inclusion:

{GCB:F CGAG esfiltro sobre B}.

O

Vale la pena resaltar que los ultrafiltros son fundamentales para el método de construccion
de modelos llamado “ultraproductos", los cuales tienen mucha utilidad en investigaciones ma-
tematicas contemporaneas, por ejemplo en la teoria de conjuntos, teoria de modelos, anélisis
no estandar, etc. (ver [6, 7, 26, 27]). Una interesante lista de problemas abiertos de teoria de
modelos relacionados con ultrafiltros, ultraproductos, teorias matematicas, cardinales, cardinales
medibles, ZFC, etc, puede encontrarse en el texto de Chang y Keisler [7, p. 597-602].

Teorema 5.3 (Teorema de representacién de Stone (TRS), 1936). Toda dlgebra booleana es
isomorfa a un dgebra de conjuntos.
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Demostracion. Sea B un dlgebra booleana. Sea:
T = {F : Fes un ultrafiltro sobre B}.

Para cualquier b € B sea Z, el conjunto de todos los ultrafiltros F' de T tal que b € F, es decir,
Zy={Fe€T:beF} Sea F={Z,:be B}, asi F C P(T). Por las propiedades de ultrafiltro se
cumple que F es un algebra de conjuntos sobre T'. En efecto: T =2, € F.Si Z, € Fy Zy € F,
entonces Zo U Zy = Ziayp) € F, Za N Zy = Zqery € F, vy T — (Zy) = Zy € F. Ahora se define
una funcion j : B — F por j(b) = Z,, para toda b € B. Por la definicion de filtro, se cumple
que j(1) =T y que 5(0) = (. También, por las propiedades de ultrafiltro, se tiene que j es una
funcion sobreyectiva que satisface: j(a e b) = j(a) Nj(b), j(a+b) = j(a)UF(b) y j(a’) =T\ j(a).
Para probar la inyectividad de j supongase que a # b, entonces se considera el filtro generado
por a e ', es decir, Flaepry = {x € B : (a ®b') < z}. Luego, por el TUF existe un ultrafiltro
F" D Flqepry- Asi, por la propiedad de ultrafiltro, a v’ € I’ si y sélosi a € ' y b’ € F'. De
manera que b ¢ F'. En consecuencia F' € j(a) y F' ¢ j(b). De modo que j(a) # j(b). Por tanto,
j es inyectiva. Teniendo que B y F son isomorfas. O

Ahora se enuncia el teorema de completitud para el cilculo de predicados en primer orden (con
lenguajes de cualquier cardinalidad):

Teorema 5.4 (Teorema de completitud de Gadel (1930), Malcev (1936), Henkin (1949)). Sea
Y un conjunto de sentencias de un lenguaje de primer orden con cualquier cardinalidad. X es
consistente si y solo st ¥ un modelo.

Una prueba de este resultado puede encontrarse en [7, p. 61-66] y [27, p. 114], entre otros. El
teorema de compacidad para el calculo de predicados en primer orden (con lenguajes de cualquier
cardinalidad) es la siguiente proposicion:

Teorema 5.5 (Teorema de compacidad (1930), extendido). Sea ¥ un conjunto de sentencias
de un lenguaje de primer orden con cualquier cardinalidad. ¥ tiene un modelo si y solo si cada
subconjunto finito de ¥ tiene un modelo.

Este resultado se puede probar como un corolario del teorema de completitud o directamente
(usando el método de construccion de modelos llamado “ultraproductos”, por ejemplo). Una
prueba como corolario del teorema de completitud y otra prueba usando “ultraproductos"puede
encontrarse en [7, p. 67; 219-220], entre otros.

Como se dijo en la introducciéon de este articulo el TIP, el TUF, el TRS, el teorema de com-
pletitud para el calculo de predicados de primer orden (con lenguajes de cualquier cardinalidad)
y el teorema de compacidad para el cilculo de predicados de primer orden (con lenguajes de
cualquier cardinalidad) son equivalentes y son consecuencia estricta del axioma de eleccion. La
consecuencia estricta fue probada por Halpern y Lévy en 1967, tales autores probaron que el TIP
vale en el modelo basico de Cohen en el cual no vale el axioma de eleccion (ver [17]). Es impor-
tante resaltar que en dicha prueba Halpern y Lévy usaron un resultado de combinatoria infinita
llamado el teorema de Halpern-Lauchli, una version para érboles del teorema de Ramsey (y al
teorema de Halpern-Lauchli lo utilizaron combinado con el médodo de forcing y automorfismos).
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