V| UNIVERSIDAD Serbiluz Biblioteca Digital

= DEL ZULIA B s R Repositorio Académico

Divulgaciones Matematicas Vol. 17, No. 2 (2016), pp. 15-42

Dos teoremas de interpolaciéon

Two interpolation theorems

Franklin Galindo (franklin.galindo@ucv.ve)

Departamento de légica y Filosofia de la Ciencia.
Escuela de Filosofia. Universidad Central de Venezuela.

Resumen

En este articulo se presentan dos demostraciones del teorema de interpolacidn: Una para
la ldgica proposicional y otra para la ldgica de primer orden (fxyx,). Ambas se realizan en
el contexto de la teoria de modelos. El teorema de interpolacion afirma que si ¢ y ¥ son
férmulas, donde ¢ no es una contradiccién, ¢ no es valida y ¢ es una consecuencia logica
de ¢ (¢ E 1), entonces existe una férmula § que esta escrita en un lenguaje comiin al de ¢
y ¥, tal que ¢ =0 y & = 9. El teorema de interpolacion fue demostrado por primera vez
para fx,x, por William Craig en 1957, y desde entonces se ha investigado la posibilidad de
generalizarlo o aplicarlo. Dicho teorema tiene generalizaciones o aplicaciones en teoria de la
demostracion, teoria de modelos abstracta, ciencias de la computacion, léogica modal, légica
intuicionista, etc. Se presentan ejemplos de aplicaciones o generalizaciones de la propiedad
de interpolacion relacionados con légicas infinitarias, cuantificadores generalizados, segundo
orden, no clasicas, abstractas, etc. También se ofrecen referencias de problemas abiertos so-
bre interpolacion en el contexto de la teoria de modelos abstracta.

Palabras y frases clave: logica proposicional, logica de primer orden, propiedad de
interpolacién de Craig, construccién de modelos a partir de constantes y teorias inseparables,
teoria de modelos abstracta.

Abstract

In this paper we present two proofs of the interpolation theorem: One for propositional
logic and one for first order logic (fx,x,). Both are performed in the context of model theory.
The interpolation theorem states that if ¢ and v are formulas, where ¢ is not a contra-
diction, % is not valid, and ¢ is a logical consequence of ¢ (¢ = v), then there exists a
formula ¢ which is written in a common language to that of ¢ and 1, such that ¢ = § and
0 |= 1. The interpolation theorem was first proved for fx,r, by William Craig in 1957, and
since then the possibility of generalizing or applying it has been investigated. This theorem
has generalizations or applications in proof theory, abstract model theory, computer science,
modal logic, intuitionistic logic, etc. Examples of applications or generalizations of the in-
terpolation property are presented related to infinitary logics, generalized quantifiers, second
order, non-classical, abstract, etc, are presented. References on open problems regarding the
interpolation property in the context of abstract model theory are also offered.
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16 Franklin Galindo

1 Introduccién

En este articulo se presentan dos demostraciones del teorema de interpolacion: Una para la ldgica
proposicional ((y,op) y otra parala ldgica de primer orden ({x,x,). Ambas se realizan en el contexto
de la teoria de modelos. El teorema de interpolaciéon afirma que si ¢ y ¥ son féormulas, donde ¢
no es una contradiccion, ¢ no es vélida y 1 es una consecuencia logica de ¢ (¢ = 9), entonces
existe una férmula ¢ que esta escrita en un lenguaje comun al de ¢ y ¢, tal que ¢ = dy ¢ = . El
teorema de interpolacién fue demostrado por primera vez para fx,r, por William Craig en 1957,
y desde entonces se ha investigado la posibilidad de generalizarlo o aplicarlo. Dicho teorema tiene
generalizaciones o aplicaciones en teoria de la demostracion, teoria de modelos abstracta, ciencias
de la computacion, logica modal, l6gica intuicionista, etc. Se presentaran ejemplos de aplicaciones
o generalizaciones de la propiedad de interpolacién relacionados con logicas infinitarias, 1dgicas
con cuantificadores generalizados, légica segundo orden, légicas no clésicas, légicas abstractas,
etc. También se ofrecen referencias de problemas abiertos sobre interpolacién en el contexto de
la teoria de modelos abstracta.

Vale la pena resaltar que, segun [32], existen varias pruebas del teorema interpolacion de
Craig: Con métodos de teoria de la demostracion (por ejemplo la original de Craig de 1957 , ver
[6, 7]), con métodos de la teoria de modelos (por ejemplo la de Henkin, 1963, ver [18]) y con
métodos de teoria de juegos y teoria de conjuntos (por ejemplo Svenonious, 1965, ver [32]). En
este articulo se realizard una demostraciéon utilizando ideas de una prueba que se encuentra en
[8], y también usando ideas propias del autor de este trabajo (incluyendo ejemplos propios). Tal
prueba se hace utilizando el método de Henkin (1949, ver [17]) de construccion de modelos a partir
de constantes (con el cual se puede construir un modelo para una teoria T que sea consistente)
extendido por el mismo Henkin (ver [18]) con la nocién de “par de teorias inseparables", lo cual
proporciona un nuevo método de construccién de modelos para la unién de dos teorias 77 U T,
donde T;7 y T» son inseparables y consistentes. La demostraciéon del teorema interpolaciéon de
Craig que se realiza es por reduccion al absurdo. Vale la pena resaltar que la unién de dos teorias
consistentes no necesariamente tiene un modelo, por ejemplo, como consecuencia del teorema de
incompletitud de Gadel (1931) (ver [16]) existe una proposicion indecidible ¥ de la aritmética de
Peano en primer orden (AP (fx,x,)), es decir, AP({x,x,) I/ Uy AP(€xyx,) I/ —0. Asi, las teorias
extendidas AP (fx,x,)U{-0} y AP(fx,x,)U{V} son consistentes. Sin ambargo, la unién de ambas
AP(ly,x,) U{d, 0} es inconsistente y, por lo tanto, no tiene modelo.

También existen distintas pruebas del teorema de interpolacién para f,..p. En este trabajo
se realiza una demostraciéon que es constructiva y usa el principio de induccién matemaética,
utilizando ideas de una prueba que se encuentra en [21], y también se usaran ideas propias del
autor de este trabajo (incluyendo ejemplos propios). Es importante destacar que el autor de
este articulo no conoce la fecha exacta de la demostracion del teorema de interpolacion para la
logica proposicional, en consecuencia no sabe si se demostré antes o después de la prueba de
interpolacion de Craig para fx,x,-

Segun Feferman el teorema de interpolaciéon de Craig, a pesar de la aparente simpleza (ver
[13]), es una propiedad logica central que se ha utilizado para revelar una profunda armonia entre
la sintaxis y la seméntica de fyx,x,-

Dos importantes consecuencias del teorema de interpolacién de Craig son el teorema de de-
finibilidad de Beth (1953, ver [4]) v el teorema de consistencia de Robinson (1956, ver [27]).
También el teorema de consistencia Robinson implica al teorema de interpolacién de Craig, es
decir, ambos resultados son equivalentes. Y una mejora del teorema de interpolacion de Craig es
el teorema de interpolacion de Lyndon (1959, ver [8]). El teorema de definibilidad de Beth pro-
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porciona (entre otros) un importante método para investigaciones metamatematicas de teorias
matematicas axiomatizadas, que permite realizar pruebas de independencia de términos primi-
tivos. Y el teorema de consistencia Robinson proporciona un valioso método para investigar la
consistencia de teorias matemaéticas axiomatizadas. Una formulacién del teorema de definibilidad
de Beth y del teorema de consistencia de Robinson, asi como una demostracién de los mismos,
a partir del teorema de interpolacién de Craig puede encontrarse en el texto [8, p. 90-91]. Y
una formulacion y demostracion del teorema de interpolacion de Lyndon puede encontrarse en el
texto [8, p. 92-93].

Ademas de las demostraciones de los teoremas de interpolacién para Cprop ¥ fxgx,, que se
realizan en este articulo, se presentan ejemplos de generalizaciones o aplicaciones de la propiedad
de interpolacion de Craig que han sido hechas por diversos investigadores en el transcurso del
tiempo. Se presenta una lista de resultados obtenidos en diversos sistemas logicos (logicas infi-
nitarias, loégicas con cuantificadores generalizados, logica de segundo orden, légicas no clasicas,
logicas abstractas, etc), en la cual se dird explicitamente si estas cumplen o no la propiedad de
interpolacién. Dichos resultados han sido recopilados por el autor de este articulo de distintas
fuentes, eligiendo presentar (principalmente) una parte importante de la tabla de resultados que
se encuentra en el texto [19] porque se considera que es una de las més completas que aparece en
la bibliografia consultada. También se expone una caracterizaciéon de la légica infinitaria fx,x,,
logica que admite conjunciones y disyunciones infinitas numerables. Dicha caracterizacion se rea-
liza en el contexto de la teoria de modelos abstracta y usando la propiedad de interpolacién. Solo
se formula el teorema, y para ello se define el concepto de ldgica abstracta, tal resultado se encuen-
tra en [23, p. 17]. Adicionalmente, en la secciéon 6 de este articulo, se ofrecen algunas referencias
de problemas abiertos sobre la propiedad de interpolacion (siguiendo los articulos [13, 33]), tales
problemas abiertos pertenecen a la teoria de modelos abstracta.

Vale la pena resaltar que las pruebas que se realizan en este trabajo pueden hacerse solo
con ZF (La teoria axiomética de conjuntos de Zermelo-Fraenkel), no se necesita el axioma de
eleccién. Sin embargo, en las secciones de este articulo donde se hace referencia al concepto de
ldgica abastracta (teoria de modelos abstracta) si se requiere del axioma de eleccion para poder
trabajar sin ninguna restriccién con las logicas infinitarias o con las logicas con cuantificadores
geralizados, entre otros sistemas légicos. El estudio de tales légicas tiene gran importantancia, por
ejemplo, en teoria de modelos finitos y en el estudio de problemas de complejidad computacional
(ver [33, p. 51]). También las 16gicas infinitarias son fundamentales en la teoria de modelos y en
la teoria de conjuntos para investigar problemas de grandes cardinales [8, 10], entre otros.

El orden expositivo del contenido del articulo es siguiente: En la seccién 2 se define £0p
describiendo su sintaxis y su semantica, y luego se formula y demuestra el teorema de interpolacion
para {,rop. En la seccién 3 se define /y,n, describiendo su sintaxis y su semdntica, luego se
formula y demuestra el teorema de interpolacién para fx,x,. En la seccién 4 se presenta una lista
de sistemas légicos, mencionada anteriormente. En la seccién 5 se presenta un resultado, en el
contexto de la teoria de modelos abstracta, que caracteriza a la légica infinitaria fx,x,, usando
la propiedad de interpolacion (entre otras). En la secciéon 6 se presentan algunas referencias de
problemas abiertos antes mencionados. Y en la seccién 7 se ofrecen algunas conclusiones del
articulo.
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18 Franklin Galindo

2 Teorema de interpolacién para la légica proposicional

A continuacién se presenta una demostracién del teorema de interpolacién para £p,.p. Tal demos-
tracion es constructiva y se realiza utilizando el principio de induccién matemaética, para hacer la
misma se definen primero los conceptos basicos sintacticos y semanticos de la légica proposicional
tal como son presentados en la mayoria de los textos contemporéneos de légica matemaética, por
ejemplo [8, 9, 11, 25, 26]. Tales conceptos son los de proposicion, valuacion (o interpretacion),
tautologia, contradiccion, satisfacible, consecuencia logica (X = o), etc. En esta seccion se usaran
las definiciones expuestas en los textos [9, 11, 26]. La demostracién que se realiza usa ideas de
la prueba del teorema que se encuentra en el texto [21, p. 79-80], entre otros. También utilizan
ideas propias y ejemplos propios del autor de este trabajo.

Definicién 2.1 (Lenguaje de ¢,,,,). Sea po,p1,p2,... un conjunto numerable de letras pro-
posicionales, se llamara a este conjunto LP. Para construir el lenguaje también se requiere de
otros simbolos: las conectivas y los paréntesis. Las conectivas son: — (negacion), A (conjuncion),
V (disyuncion), — (condicional material) y <> (bicondicional). Los paréntesis son: “)" paréntesis
derecho y “(" paréntesis izquierdo. Con estas letras, mas las conectivas y los paréntesis, se define
lo que es una proposiciéon usando induccién:

Definicién 2.2.

(a) Toda letra proposional es una proposicion.

(b) Si ¢ y % son proposiciones, entonces (—¢), (¢ V¥), (¢ AY), (¢ = ¥) v (p < ) son
proposiciones.

(c) Solo son proposiciones las sucesiones finitas de simbolos que se puedan construir aplicando
una cantidad finita de veces las clausulas (a) y (b).

Se denota el conjunto de todas las proposiciones por PROP, y cuando no exista posibilidad
de ambiguedad se eliminarén los paréntesis externos (por simplicidad). Por ejemplo, en vez de
(p V ¢) es escribird ¢ V ¢. Ahora se definira la semantica de £p,qp:

Definicién 2.3.
e Una asignacion de valores de verdad es una funcion A : LP — {V, F'}.
e Una valuacion (o interpretacion ) es una funcion I : PROP — {V, F'} tal que:
I(~¢)=V < I(p)=F.
(p—=)=V=I(p)=Foll)=V.
(PAY) =V = I(p) =V y )
HpVi) =V = I(p) =V ol{¥)
Hp o 4) =V = I(p) = I(¢).

Las asignaciones y las valuaciones guardan una estrecha relacién que se describe a continua-
cién en el siguiente lema:

I
I =V.
|4

B

Lema 2.1. Sea A una asignacion. Se cumple que para todo par de valuaciones Z y W, si
Z1A=WTA, entonces Z =W.
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"« "o«

Ahora se procederéd a definir los conceptos de “tautologia", “contradiccion", “satisfacible” y
“consecuencia logica":

Definicién 2.4. Sea ¢ € PROP una proposicion, entonces se cumple que

1.

© es una tautologia si I(¢) = V, para toda valuacion I. Cuando ¢ es una tautologia también
se dice que @ es valida.

¢ es una contradiccion si I(p) = F, para toda valuacion 1.

¢ es satisfactible si existe una valuacién I tal que I(¢) = V, es decir, si ¢ no es una
cotradiccion. En tal caso, se dice que I es un modelo de .

Sea I' € PROP un conjunto de proposiciones. Se dice que ¢ es una consecuencia logica de
', denotado por I' |E ¢, si toda valuacion I que sea un modelo de T (es decir: I(o) =V,
para toda o € I') también es un modelo de ¢, es decir, si no existe una valuacion I que sea
modelo de I' y no sea modelo de . Cuando se trata de consecuencia légica de conjuntos
unitarios, por ejemplo {¢} &= ¢, se escribe ¥ = . Y cuando se trata de consecuencias
logicas del conjunto de sentencias vacio, ) = ¢, se escribe asi: = .

Observacion 2.1. Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que: ¢ es una tauto-
logia si y solo si = .

Teorema 2.1 (Teorema de interpolacion para la légica proposicional). Sean x y ¢ dos proposi-
ciones tal que x |= ¢, entonces se cumple una de las siguientes afirmaciones:

(i) x es insatisfacible

(ii) ¢ es vdlida

(iii) Existe una proposicion X tal que x E X y A = (, y cualquier letra proposicional que aparece

en X\ también aparece en x y en ¢ (en ambas). La proposicion X es llamada una interpolacion
de x y C.

Ejemplo 2.1 (Ejemplos del teorema de interpolacion para £prop)-.

(1) x=[r— (sAt)] y (=[-r— —=s]. Es claro que x |= ¢. Una interpolacion de x y ¢ es:

A=-r—s.

2) x=[p—=9Ap—=(q—=7)] y (=(p—r). Es claro que x = ¢. Una interpolacion de

x y ( es:

A=p=(V-r)Ap—=((rv-r)=r)]Vip—= FA-1)AP—= ((rA-r)—r)).

La proposicién A presente en el item (2), del Ejemplo 2.1, ha sido construida con un procedi-
miento efectivo que se describira en la demostracion del Teorema 2.1. Tal procedimiento usa las
letras proposicionales que estan en x y no estédn en ¢ hasta eliminarlas todas sustituyéndolas por
una tautologia (r V —r) o por una contradiccion (r A =r) de una manera especifica (utilizando
disyunciones) para lograr construir la proposicion interpolacion.
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Demostracion del teorema. Para probar el teorema se supone que (i) y (ii) no ocurren y se prueba
que se cumple (iii). Como (i) y (ii) no ocurren entonces x y —( son satisfacibles, es decir, existe una
valuacion V : PROP — {V, F'} tal que V(x) = V y existe una valuacion W : PROP — {V, F}
tal que W({) = F, donde PROP es el conjunto de todas las proposiciones. Entonces x y ¢ tienen
al menos una letra proposicional en comun, pues si esto no ocurre se puede definir una valuacién
H : PROP — {V, F} tal que H coincida con V en los valores a las letras proposicionales de x
y H coincide con W en los valores a las letras proposicionales de (, en consecuencia H(x) =V
y H(¢) = F (para definir H se usa la Definicion 2.3 y el principio de inducciéon matemaética), lo
cual contradice la hipotesis x = (. Por lo tanto, x y ¢ tiene al menos una letra proposicional en
comun.

Sea ¢ € PROP, y sea LP(¢) el conjunto de las letras proposicionales que aparecen en ¢.
Considérese el conjunto de las letras proposicionales que aparecen en ¢ y no aparecen en (, es
decir, LP(¢) \ LP(¢). El cardinal | LP(¢) \ LP(¢) | es un numero natural. Se probara (iii) por
induccion en N, usando | LP(¢)\ LP(() |. Se demostrara la siguiente Proposicion @ que implica
(iii) y donde ¢ esta fija:

Proposicion @: Vn € N y V¢ € PROP. Si ¢ = (, ¢ es satisfacible y | LP(¢) \ LP(() |= n,
entonces existe una proposicion interpolacion de ¢ y (.

Demostracion de la Proposicion @. Caso base: (n = 0). Sea o una proposicion tal que o =, o
es satisfacible y | LP(0) \ LP(C) |= 0, entonces se toma A = 0. Claramente se cumple que o |= o
y, por hipétesis, ocurre ¢ |= ¢. También, todas las letras proposicionales de o estédn en o y en ¢
ya que | LP(o) \ LP(¢) |=0.

Caso inductivo: Sea k € N, k > 0. Supéngase que para cualquier 7 < k se cumple la Propo-
sicion @, es decir, existe una proposicion interpolacion de ¢ y ¢, donde ¢ |= (, ¢ es satisfacible
y | LP(¢)\ LP(() |=r, Vr < ky V¢ € PROP. Se demostrara que la Proposicion @ se cumple
para k, es decir, se mostrard que existe una proposicion interpolacion de ¢ y ¢, donde ¢ =, ¢
es satisfacible y | LP(¢) \ LP(¢) |= k, V¢ € PROP.

Sea ¢ una proposiciéon tal que o |= (, o es satisfacible y | LP(o) \ LP(¢) |= k. Como k > 0
sea u € LP(0) \ LP((). Sea s una letra proposicional que aparece en o y . Se construyen dos
proposiciones a partir de o: la proposicion o1, que resulta de sustituir u por la tautologia (sV —s)
en o; y la proposicion o9, que resulta de sustituir u por la contradiccion (s A —s) en o. Se probara
que 01 = C y 02 | (. Para probar que 01 = (, sea V una valuacioén tal que V(o1) = V. Se cumple
que V(u) =V o V(u) = F.

Caso 1: (V(u) = V). Por la construccién de oy a partir de o, como en o1 no aparece u y en
los lugares donde estaba w aparece (sV —s) y V((sV -s)) =V, se concluye que V(o) = V. Luego,
por hipotesis V({) = V.

Caso 2: (V(u) = F). Como u no aparece en oy se define a partir de V otra valuacion V' que
coincide con V en los valores a todas las letras proposicionales menos u, es decir, V'(u) = V.
En consecuencia, V'(0) = V. Luego, por hipétesis V'(¢) = V. De modo que V() = V, pues
como u no aparece en ¢ se cumple que V'(¢) = V({). La prueba de o2 |= ( se realiza de manera
anéloga pero considerando la sustitucion de (s A —s) por u en o. Por lo tanto, como o1 = ( y
o9 | (, se concluye que o1 V o2 = (. Entonces, como por construcciéon la proposicion oy V o9
tiene k — 1 letras proposicionales que no aparecen en (, y es satisfacible porque o lo es, se aplica
la hipotesis inductiva y se tiene que existe una proposicién A interpolacion de oy V o2 y (. Es
decir, 01 Vo2 = Ay A |E (, y cualquier letra proposicional que aparece en A también aparece
en 01 V oy y en ¢. Como se cumple que o |= o1 V 09, entonces o = A. Por lo tanto A es una
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proposicién interpolacién de o y (. Lo que se queria demostrar. Ha terminado la demostracion
de la Proposicion € y, por lo tanto, ha finalizado también la prueba del Teorema 2.1. O

3 Teorema de interpolacién para la légica de primer orden

A continuacién se presenta una demostracién del teorema de interpolacién para fx,x,- Tal prueba
se hace utilizando el método de Henkin (ver [17]) de construccion de modelos a partir de constantes
(con el cual se puede construir un modelo para una teoria T que sea consistente) extendido con
la nocion de “par de teorias inseparables" (extension que hace el mismo Henkin en [18]), lo cual
proporciona un nuevo método de construcciéon de modelos para la unién de dos teorias T7 U Ts,
donde 77 y 75 son inseparables y consistentes. Para hacer la formulacién y demostracion del
teorema se requiere definir previamente los conceptos basicos de la sintaxis y la seméantica de
fxon,- Estas nociones se presentan siguiendo la metodologia de textos contemporaneos de la
logica matemaética, por ejemplo [8, 9, 11, 12, 24, 25]. Los conceptos sintacticos y semanticos son

los de “lenguaje", “estructura" (o “interpretacion"), “estructuras isomorfas", “formalizacion de un

lenguaje", “término", “formula", “sentencia", “satisfaccion", “verdad", “contradiccion", “validez",
“consecuencia logica" (X = o), “deducibilidad" (X F o), etc. Especificamente se describiran tales
nociones tal como se hace en los textos [8, 9, 11], y en el articulo [15]. En la demostraciéon que se
realiza en esta seccién del teorema de interpolacién para fy,x, se usan ideas que se encuentran
en la prueba que hacen Chang y Keisler en el texto [8], y también se utilizan ideas propias (y
ejemplos propios) del autor de este trabajo. El orden expositivo de esta seccion es el siguiente:
En las siguientes tres subsecciones (3.1, 3.2 y 3.3) se describe la sintaxis y la seméntica de fx,x,
y, ademaés, se enuncian dos resultados previos que se usarin en la demostracién: el teorema de
completitud de Godel y el teorema de compacidad. En la altima subsecciéon (3.4) se formula y
demuestra el teorema de interpolacion para fx,x, -

3.1 Lenguajes de primer orden, estructuras e isomorfismo entre estruc-
turas

Las definiciones se haran siguiendo el orden y la notacion (principalmente) de los textos [8, 9],
pero se realizardn de manera generalizada para cualquier cardinal:

Definiciéon 3.1.1. Un lenguaje £ es un conjunto de simbolos cuyo cardinal puede ser finito,
infinito numerable o infinito no numerabe (de cualquier cardinalidad mayor que Xg). Los simbolos
de £ son agrupados en tres clases:

e Simbolos relacionales Ry, Ry, Ra, R3, ..., Ra,...(a € 7). Donde v es cualquier ordinal. (El
conjunto de simbolos relacionales puede ser vacio).

o Simbolos funcionales ho, hi,ha,h3,... hg,...(8 € 6). Donde 0 es cualquier ordinal. (El
conjunto de simbolos funcionales puede ser vacio).

o Simbolos constantes do,d1,ds, ... ,d,,...(p € n). Donde n es cualquier ordinal. (El conjunto
de simbolos constantes puede ser vacio).

Todo simbolo relacional y todo simbolo funcional, tiene asociado un namero natural n > 1 (su
namero de argumentos), de este modo se tienen entonces simbolos relacionales o funcionales
unarios, binarios, 3-arios, 4-arios, 5-arios, 6-arios, ..., n-arios, etc.
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Definicién 3.1.2. Una estructura 3 para un lenguaje £ (o una interpretacion 3 para un lenguaje
L) esta cosntituida por:

e Un conjunto no vacio U (el universo de )
e Para cada simbolo relacional n-ario R, de £, una relacién

RY c U,

e Para cada simbolo funcional n-ario hg de £, una funcién
hy U™ — U.
e Para cada simbolo constante d, de £, un elemento
d e U.
La estructura 31 definida se puede expresar asi:
U= (U< RY >acy, < [§ >pes, < dit >pen).

Definicién 3.1.3. Sean 3t = (U, < R >,c,, < gg >pes, < di;1 >pen), ¥ X = (X, < RX >,
, < h% >ges, < dze >,cn) dos estructuras para un lenguaje £. & y X son isomorfas (U = X) si
y solo si existe una funcién biyectiva i : U — X que satisface:

1. Para cada simbolo relacional R, de L, sin es la aridad de R,,, entonces para cada (u1, ..., u,) €
un:
R (uy, .. yun) & RE(i(ur), ..., i(un)).

2. Para cada simbolo funcional hg de £, sin es la aridad de hg, entonces para cada (u1, ..., u,) €
Uun:
i(hE (ur, . ) = h (i(ur), .. i(un)).

3. Para cada simbolo constante d, de £ se tiene que:
i(d) = d>.

Ejemplo 3.1.1. [Ejemplos de estructuras isomorfas]

(1) Sean (N,<) y (N\ {0},<) dos estructuras para el lenguaje {<}, donde < es un simbolo
relacional binario. La funcion g : N\ {0} — N tal que g(n) = n — 1 es un isomorfismo, es
decir, (N, <) = (N\ {0}, <) (ver [24, p. 57]).

(2) Teorema (Cantor): Si (B,<p) y (A,<a) son dos ordenes totales, densos, no acotados
y numerables, entonces (B,<p) = (A, <4) (ver [22, p. 38-39/). Notar que un lenguaje
adecuado para estas estructuras es el mencionado en (1) del presente ejemplo {<}.
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(3)

(4)

Teorema (Cantor): Si (A, <4) es un orden total, denso, completo y, ademds, (A, <) tiene
un subconjunto numerable y denso E isomorfo a (Q,<), es decir, (E,<4) = (Q, <), en-
tonces (A, <) = (R, <) (ver [22, p.38-39]). (Un orden total (A, <) es “denso”"siVx € A,
Vye Alx <ay— Tz € Alx <4 2<ay)). Un conjunto Y C A es un “subconjunto denso"de
A si para todo x <4 y en A existe un z € Y tal que x <4 z < y. Un conjunto ordenado es
“no acotado"si no tiene mayor, ni menor elemento. Un orden total (A, <4) es “completo”si
cualquier subconjunto Y C A distinto de vacio tiene un supremo, es decir, una menor cota
superior). Notar que un lenguaje adecuado para estas estructuras es también el mencionado
en el Ejemplo 3.1.1 {<}.

Teorema (Dedeking): Cualquier dos estructuras de Peano son isomorfas (ver [12, p. 47-48]).
Donde una estructura de Peano es una estructura (A, s,0) para el lenguaje {8, 6}, donde
S es un simbolo funcional binario y 0 es simbolo constante, que cumple con los siguientes
tres ariomas

P1: Va(s(x) # x).

P2: VaVy(s(z) =35(y) > z =vy).

P3: VX[(X(0) A V(X (z) = X(3(x))) = VyXy].

Los dos primeros aziomas P1 y P2 son expresables con el lenguaje de la logica de primer
orden que se define mds adelante en esta seccion, y el tercer axioma P3 (el principio de
induccion matemdtica) no se puede expresar en el lenguaje de la légica de primer orden
si no en el lenguaje (por ejemplo) de la logica de segundo orden, la razén es que en la
logica de primer orden no se puede cuantificar sobre variables de propiedades si no solo
sobre variables de individuos. Un ejemplo de estructura de Peano es (N, S,0), donde S es
la operacion sucesor en N (S(n) =n+1).

Otros ejemplos de estructuras isomorfas pueden encontrarse en [8] y en [24, p. 56-57]. En la
demostracion del teorema de interpolaciéon para fy,x, que se realiza en la subsecciéon 3.4 se prueba
que dos estructuras para un lenguaje determinado son isomorfas. Ademas, se usara el concepto
de isomorfismo para construir una estructura (a partir de otra) que permitira concluir la prueba
del teorema.

3.2

Formalizacién de un lenguaje de primer orden, satisfacién, verdad,
validez, contradiccién y consecuencia léogica

Sea £ un lenguaje. Para formalizar a £ se utiliza un conjunto de simbolos ldgicos, los cuales se
listan a continuacién:

Conectivas: —, V, A\, —, +> (negacion, disyuncién, conjuncién, condicional y bicondicio-
nal, respectivamente).

Cuantificadores: ¥V, 3 (universal y existencial, respectivamente).

Simbolo de identidad: = (un simbolo relacional binario).
Variables: vo,v1,v2,v3,04,...,0%,... (k € Rg). El conjunto de las variables se denotara
por VAR.

Paréntesis: ) , ( (paréntesis derecho y paréntesis izquierdo, respectivamente).
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e La coma: ,

Ahora se presentara una lista de definiciones que tienen por objetivo indicar cémo usar los
simbolos légicos y los simbolos de £ para construir términos y férmulas del lenguaje £, términos
y férmulas que permitiran hablar de las estructuras para L. Se inicia definiendo Término del
lenguaje £, usando induccién:

Definicién 3.2.1.
(a) Toda variable y todo simbolo constantes es un término.

(b) Si f es un simbolo funcional n-ario y ¢1,...,t%, son términos, entonces f(t1,...,%,) es un
término.

(c) Una sucesion de simbolos es un término si y solo si se obtiene aplicando una cantidad finita
de veces las clausulas (a) y (b).

El conjunto de los términos de £ se denotara por Tz. Ahora se define formula atémica de L,
las férmulas mas simples del lenguaje L:

Definicién 3.2.2. (a) Sit; y t2 son términos, entonces t; = to es una formula atomica.

(b) Si R es un simbolo relacional n-ario y t1,...,t, son términos, entonces R(¢1,...,t,) es una
férmula atémica.

Con la definicion de férmula atémica se procede ahora a formular el concepto de férmula
(féormula bien formada) de L, dicha definicién se hace usando induccion:

Definicién 3.2.3. (a) Toda férmula atémica es una formula.
(b) Si ¢y x son formulas, entonces (=), (¢ V x), (¢ Ax), (¢ = x) v (¢ > x) son formulas.
(c) Siw es una variable y ¢ es una formula, entonces (Vv)¢ y (Jv)¢ son formulas.

(d) Una sucesion de simbolos es una formula si y solo si se obtiene usando una cantidad finita
de veces las clausulas (a), (b) y (c).

Por simplicidad, cuando no exista ambiguedad, se eliminaran los paréntesis externos de las
formulas y de los cuantificadores, es decir, se escribird —¢ en lugar de (=) y Yoy en lugar de
(W), por ejemplo. El conjunto de las formulas de £ se denotara por F.

Una ocurrencia de una variable en una férmula se dice que es libre si esta ocurrencia no esté
bajo el alcance de algun cuantificador. Se dice que dicha ocurrencia es ligada en caso contrario, es
decir, si ella esté bajo el alcance de algtn cuantificador. Segun esta definicién se puede apreciar que
una variable puede tener ocurrencias libres y ocurrencias ligadas en una férmula. Una definicién
inductiva de estos conceptos puede encontrarse en [9, p. 41-42]. Con las dos nociones anteriores
se define cudndo una variable estd libre en una formula: Una variable esté libre en una férmula
si ella tiene al menos una ocurrencia libre en dicha formula. En caso contrario se dice que dicha
variable no est libre en la formula. Dada una férmula ¢ se escribe ¢(x1,...,x,) para indicar
que las variables libres de v estan entre x1,...,x,.

Los términos de un lenguaje denotan objetos en una estructura (para dicho lenguaje) y las
formulas del lenguaje afirman hechos relativos a estos objetos en tal estructura, a continuacion
se definirdn de manera precisa estos conceptos. Luego, se definira (entre otros conceptos) cuando
una férmula es verdadera y cuando es falsa en una estructura.
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Definiciéon 3.2.4. Sea 4l una estructura para £y k : VAR — U. Se define el valor de un
término de £ en i segin k inductivamente en la complejidad del término. Dado un término ¢ se
denotaré este valor por tg[k] y se omitird mencionar la estructura 4L en los casos donde no exista
posibilidad de ambiguedad.

(a) Sit es la variable v, tg[k] = k(v).

(b) Sit es el simbolo constante ¢, ty[k] = c.

(c¢) Sity,...,t, son términos, f es un simbolo funcional n-ario y t = f(¢1,...,t,), entonces
tulk] = fH(tiulk], .. taulk]).

Intuitivamente, el valor de ¢t en A segtiin k, es el elemento de U denotado por ¢ cuando
asignamos a la variables de t valores segin k.

De lo anterior se deduce que si k y k’ coinciden en las variables que aparecen en el término ¢,
entonces ty[k] = ty[k'].

Sea il una estructura para £, k: VAR — U y ¢ una formula de L. Se procede a definir lo
que significa que k satisface a ¢ en 4L, lo que se denota por 3 |= ¢[k]. El significado intuitivo de
M ¢[k] es que el resultado de sustituir en ¢ las variables libres por sus valores segtn k, es una
afirmacion verdadera en 3. La definicién se hace aplicando induccién en la construccion de las
formula ¢.

Definicién 3.2.5.
(Caso base)

(a) Caso base: Si ¢ es una formula atémica, es decir, ¢ = t; =ty 0 ¢ = R(t1,...,t,), entonces:
(a.1) M=t = talk] <= t1g[k] = tog[K].
(a.2) M= R(ty,...,ty)[k] &= R*(t14[k], ..., taslk]).

(b) Caso inductivo: Sip=-xyodp=x >c00p=xAco¢p=xVooeo=yx+< o, donde xy
o son férmulas para las cuales se ha definido lo que se quiere, entonces:

— 0)[k] <= 4 £ x[k] o U = o[Kl.

K < syl y 4 ofkl.
[k] <= 4 |= x[k] o U |= o[K]
U (x o)kl <= {4t x[k] y & = ok]} o {4~ x[k] y 2L [~ ofk]}

ME (Vo)x)[k] <= U = x[K'] para toda k' : VAR — U que difiere de k a lo sumo
en el valor que le asigna a la variable v.

(b.7) M E ((Fv)x)[k] <= U = x[k'] para alguna k' : VAR — U que difiere de k a lo sumo
en el valor que le asigna a la variable v.

Definicién 3.2.6. Sea Al una estructura para £y ¢ una férmula de £, entonces se cumple:
(a) ¢ es satisfacible si existe una estructura £l y una k : VAR — U tal que U = ¢[k].

(b) ¢ es verdad en Al siy solo si M = ¢[k], para toda k : VAR — U. Esto también se expresa
diciendo que 4 es un modelo de ¢ y se denota por U = ¢.
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(c) ¢ es falsa en Ll siy solo si 8 = ¢[k], para todak : VAR — U.

(d) SiT es un conjunto de formulas, se dice que 3 es un modelo de T si toda formula ¢ € T es
verdad en il.

Observacion 3.2.1. Se cumple que si ¢ es una formula con variables libres v;q,...,v;,,, en-
tonces el que k : VAR — U satisfaga a ¢ en 4 solo depende de los valores de k en las
variables v;q,...,0im,- De modo que si a3 = k(viq),...,am = k(v;,), entonces se escribira

M= @lag, ..., am] en vez de M = ¢[k].

Definicién 3.2.7. Sea I' un conjunto de férmulas en un lenguaje £ y ¢ una férmula de L. Se
dice que:

(a) ¢ es logicamente valida (o valida) si es verdad en toda estructura.
(b) ¢ es contradictoria si —¢ es logicamente vélida, es decir, si ¢ es falsa en toda estructura.

(c) ¢ es una consecuencia logica de I', denotado por I' = ¢, si toda estructura para £ que es un
modelo de I' también es un modelo de ¢, es decir, si no existe una estructura para £ que
sea modelo de I' y no sea modelo de ¢. Cuando se trata de consecuencia légica de conjuntos
unitarios, por ejemplo, {¢} = ¢, se escribe ¢ = ¢. Y cuando se trata de consecuencias
logicas del conjunto de sentencias vacio, ) = ¢, se escribe asi: = ¢.

Observacion 3.2.2. Como en el caso de la logica proposicional, una consecuencia inmediata de
la definicion anterior es que: ¢ es logicamente valida si y solo si = .

3.3 Teorema de completitud de Godel y el teorema de compacidad

A continuacion se enuncia el teorema de completitud de Gaodel para fx,x,, €l cual se utilizara
en la prueba del teorema de interpolacién para fx,x,. En especial, se usard la técnica de Henkin
de construcciéon de modelos a partir de constantes que se aplica contemporaneamente en la de-
mostracion del teorema de Completitud de Gédel (ver [17]). Dicha técnica, contiene un método
que permite construir un modelo para un conjunto consistente de sentencias T" en un lenguaje 7,
extendiéndola (inductivamente) a una teoria maximal consistente T, en un lenguaje expandido
J U E, donde F es un conjunto numerable de nuevos simbolos constantes que funcionan como
“testigos"para T". El modelo se construye con los términos cerrados de J U E, o solamente con
FE, usando clases de equivalencia de los mismos y la propiedad de maximal consistencia. Més
adelante se definiran estos conceptos. Una prueba contemporanea del teorema de completitud de
Gadel aplicando el método de Henkin puede encontrarse en los textos [8, 9, 11, 12, 24, 25]. La que
se utiliza en este trabajo es la version presente en [8]. Se presentan dos enunciandos del teorema
que son equivalentes, pero antes de formularlos se definira la nocién de “deducibidad", pues ella
es requerida para dichas formulaciones.

Axiomas para fx,x, (esquemas de axiomas) (ver [11, p. 166-167]): Son todas las generalizacio-
nes de formulas de la formas siguientes, donde z, y son variables y ¢ y x son formulas (Definicién:
¢ es una generalizacion de x si ¢ es Va1,...,x, Y, para variables x1,...,2,):

1. Todas las instancias de tautologias de la lo6gica proposicional.
2. Vx¢p — ¢7, donde t es substituible por z en ¢.

3. Va(p — x) = (Vzp — V).
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4. ¢ — Vz¢, donde x no ocurre libre en ¢.

5. y=y.

6. (x=y)— (¢p— ¢/), donde ¢ es una férmula atémica y ¢ se obtiene de ¢ al reemplazar x
por y en cero o més lugares (aunque no necesariamente en todos).

REGLA DE INFERENCIA: (Modus Ponens) A partir de ¢ — x v ¢ se puede inferir x.

Definicién 3.3.1. Sea I' un conjunto de férmulas y ¢ una férmula. Se dice que ¢ se deduce de
I" 0 que ¢ se demuestra a partir de I', lo que se denota por

T'F o,

si existe una sucesion finita o1, ..., o, de formulas tales que 0, = ¢, y cada o; es un axioma, o es
un miembro de I'; o se obtiene de dos férmulas anteriores en la sucesion por la regla de inferencia
Modus Ponens. Si T = (), entonces se escribe - ¢ en lugar de ) - ¢.

Definicién 3.3.2. Sea © un conjunto de féormulas de un lenguaje L. Se dice que O es consistente
si y solo si no existe una férmula v del lenguaje £ tal que © - ¢ y © F —). Y se dice que O es
inconsistente si © no es consistente.

Teorema 3.3.1 (Teorema de completitud de Gdédel (1930), Henkin (1949)). Sea ¥ un conjunto
de sentencias de un lenguaje numerable L y ¢ una sentencia de L, entonces:

(1) Primera version:
Y es consistente <= X tiene un modelo.

(2) Segunda version:
Yhop <= Y Eo.

Vale la pena resaltar que el teorema de completitud de Godel también se cumple para lenguajes
de primer orden de cualquier cardinalidad, en tal caso se requiere del axioma de eleccién para
hacer la prueba (ver [8, 25]).

Una consecuencia muy conocida del teorema de completitud de Gdédel es el teorema de compa-
cidad, dicho teorema también se utilizara en la prueba del teorema de interpolacién para fx,x,-
El teorema de compacidad se puede probar como un corolario del teorema de completitud de
Godel o directamente usando, por ejemplo, el método de ultraproductos. Ambas pruebas pueden
encontrarse (entre otros) en los textos [8, 9, 11, 24]. A continuacién se presentan dos enunciados
del teorema de compacidad que son equivalentes, en este trabajo se utilizaré la segunda version:

Teorema 3.3.2 (Teorema de compacidad). Sea X un conjunto de sentencias de un lenguaje
numerable L y ¢ una sentencia de L, entonces:

(1) Primera version:
Y tiene un modelo <= cada subconjunto finito de X tiene un modelo.
(2) Segunda version:

Y | ¢ <= Euxiste un subconjunto finito 3o C X tal que g = .
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Vale la pena resaltar que no es facil encontrar en la bibliografia la fecha de la primera demos-
tracion del teorema de compacidad para fx,x,, la mas antigua que conoce el autor de este trabajo
es la de Godel de 1930 (ver [16]), quien lo prob6 como un cololario de su teorema de completitud.
Es conocido que la propiedad de “compacidad” en légica esté estrechamente relacionada con la
propiedad de “compacidad” en el analisis matematico o en la topologia, pues (por ejemplo) se
cumple que el teorema de compacidad para una teoria en primer orden I' es equivalente a que el
espacio (topoldgico) de Stone correspondiente al dlgebra de Lindenbaum de I' sea compacto. Y
los antecedentes de la propiedad de compacidad en analisis y Topologia (segun la bibliografia) se
remontan al teorema clasico de Heine-Borel (ver [28]) que afirma que “todo cubrimiento abierto
de un conjunto cerrado y acotado del espacio de los reales tiene un subcubrimiento finito", dicho
teorema (Heine-Borel) tiene versiones de finales del siglo XIX (ver [30]).

3.4 Formulacién y demostraciéon del teorema de interpolacién

A continuacion se presentardn una serie de definiciones que seran pilares fundamentales para la
demostraciéon del teorema principal de esta seccion.

Definicién 3.4.1. Una teoria de un lenguaje J, es un conjunto de sentencias de 7.

Definicién 3.4.2. Sea ¥ un conjunto de sentencias de un lenguaje 7. ¥ es mazimal consistente
si X es consistente y no existe un conjunto de sentencias consistente I' que contenga propiamente
a X, es decir, un I' tal que ¥ C T' y exista una sentencia ytal y e 'y v € 3.

Definiciéon 3.4.3. Sea X un conjunto de sentencias de un lenguaje J y E un conjunto de
constantes de J. Se dice que E es un conjunto de testigos para ¥ en J si para toda formula ¢
de J con a lo sumo una variable libre (digamos, z) existe una e € E tal que:

Y F Jze(x) — o(e).

Es importante destacar que en la demostraciéon del siguiente teorema se presentan una serie
de proposiciones, intrinsecas del mismo, que se irdn probando acorde a su apariciéon para hacer
menos pesado el dearrollo de la demostracién del teorema, ya que la misma es extensa. Para tal
fin se usaré el simbolo “W” para indicar el final de la prueba de las proposiciones, distinguiendo
de esta forma el final de la demostracién del teorema que se indicard con el simbolo “[1”. Tam-
bién se presentan una serie de observaciones intrinsecas, y de utilidad, para el desarrollo de la
demostracion.

Teorema 3.4.1 (Teorema de interpolacion para la logica de primer orden). Sean x y ¢ dos
sentencias en primer orden tal que X |= C, entonces existe una sentencia \ tal que:

(i) xXEAyAEC

(ii) Cualquier simbolo de relacion, funcidn o constante (excluyendo la identidad) que ocurra en
A, también ocurre en x y C. La sentencia A es llamada una “interpolacion de x y C".

Observacion 3.4.1. Los siguientes tres ejemplos muestran porque es necesario permitir que
el simbolo de la identidad ocurra en A y no necesariamente en y y (, en efecto, notar que los
siguientes pares de sentencias tienen el simbolo de identidad a lo sumo en una de ellas, y sin
embargo, ellas no tienen interpolacién A que no tenga el simbolo de identidad:

(1) x =3x(SzA-Sz) y ¢ =3xRx. Una = -Va(z=uzx).
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(2) x=3zRx y (=3x(SzxV-Sz). Una=Vr(r=ux).
(3) x=VaVy(r=y) y (=VaVy(Sz < Sy). Una A =VaVy(z =y).

Sin embargo, cuando el simbolo de identidad no aparece en x ni en {, y x no es una sentencia
contadictoria y { no es una sentencia valida, entonces en la interpolaciéon A de x y ¢ no aparece
el simbolo de identidad (ver [8]). Por ejemplo: x = VaVy((T'(z,y) — C(z,y)) ANT(f(a),d)) y
¢ = C(f(a), b)) AT(f(a),h))- Una X = (T(f(a), b)) — C(f(a), b)) AT(f(a),b).

Otro ejemplo de interpolacion es el siguiente: x = g(b) = d A Q(g(b)) y ( = (d =e) — Q(e).
Una A = Q(d).

Demostracion del teorema. Considerando la observaciéon anterior se tiene que si y es una sentencia
insatisfacible, entonces una sentencia A interpolacion de x y ¢ es =Va(x = z), y si ¢ es una
sentencia valida, entonces una sentencia A interpolacion de y y ¢ es Va(x = z). En consecuencia,
para terminar de demostrar el teorema se considerard el caso en que x no es una sentencia
insatisfacible (x es satisfacible) y ¢ no es una sentencia vélida (—( es satisfacible). Se demostrara
este caso por reduccion al absurdo. Supongase que no existe una sentencia A interpolacién para
X ¥ ¢. Se obtendra una contradiccion demostrando que no ocurre x = ¢ contruyendo un modelo
para x A (. (Notar que la prueba que se realizara no es constructiva,).

Sea L el lenguaje de todos los simbolos que ocurren en y o en ¢ 0 en ambas. Sea £ el lenguaje
de todos los simbolos que ocurren en y, L5 el lenguaje de todos los simbolos que ocurren en ( y
Ly el lenguaje de todos los simbolos que ocurren en ambas (x y ¢), es decir,

L=L1ULs,

Lo =L1NLs.

Ahora se extiende el lenguaje £ a un lenguaje £’, agregandole un conjunto numerable C' =
{¢n : n € Ng} de nuevos simbolos constantes, es decir, £ = £ U C. En correspondencia con esta
extension de L, se definen las extensiones con C de Ly, L1 y Lo, asi:

b=LoUC,
'=L,UC,
/2:£2UC.

Considérese ahora un par de teorias K de £} y H de L). Se dice que una sentencia A de L},
separa a K y a H siy solo si:
KEMNy HE-A

Ademais, se dice que las teorias K y H son inseparables si y solo si ninguna sentencia A de L
separa a Ky H.

Lo que resta de la demostraciéon se parece a la prueba del teorema de completitud de Gddel
usando la técnica de Henkin sobre construcciéon de modelos a partir de constantes, pero usando
adicionalmente la nocién de “par de teorias inseparables’. Veamos de inicio la siguiente:

Proposicion $: {x} y {=¢} son inseparables.

Demostracion: Aplicando reduccién al absurdo, supéngase que existe una sentencia A(ci, ..., cp)
de L{ que separa a Ky H, donde ¢y,...,¢c, € C. Sean z1, 2, . .., z, variables que no ocurren en
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Aer, e, ..., ), entonces la sentencia Vz1Vzs ... V2, A(21, 29, . .., 2,) es una interpolacion de x y
¢, es decir, x E Vz1Vaa .. Yo A(21, 22, ..., 2n) ¥ V21V29 ... V2 A(21, 22, . . ., 2,) = (. Contradic-
cién pues se estd suponiendo que no existe una sentencia interpolacién para x y ¢. B

El conjunto de todas las sentencias de £ es numerable y también el conjunto de todas las
sentencias de £}. Considérese una lista de tales sentencias, primero las de £} y luego las de L£}:

X07X17X27-~-aXna---(nENO>7 CO?ChCQ)"')CTL:'--(neNO)

Ahora se construiran dos secuencias crecientes de teorias de £} y de £}, respectivamente,

X} =Ko CK; CKy...CK,...(n €Xy), {~(}=HyCHy CHy...CH,...(n €Xy),
tales que cumplen las siguientes propiedades:

(i) K, y H, son conjuntos finitos de sentencias inseparables.

(ii) Si K, U {xn} es inseparable con H,, entonces y, € Kp+1. Si K,11 vy H, U {{,} son
inseparables, entonces (,, € H,4+1 (Notar que el procedimiento es en zigzag).

(iii) Si xn = Jzp(x) v xXn € Kny1, entonces p(a) € Kp41, para alguna a € C tal que a no
aparezca en K, U {x,}. Si ¢, = a7(x) y {, € H,11, entonces 7(b) € H, 41, para alguna
b € C tal que b no aparezca en H, U {(,}.

Si han sido definidas las teorias K,, y H,, entonces se pueden construir las teorias K, ;1 y
H,,+1 de la manera usual:

K, U{xn} si K, U{xn} es inseparable con H,, y X, no es existencial
Ko =4 K, U{xntU{pla)} siK,U{xn} esinseparable con H,,y x, = Jzp(z)
K, en caso de que K, U{x,} no sea inseparable con H,

donde a es la menor constante de C' (en la numeracion fijada al incio) que no aparece en K, U{x,}.

H,U{¢} si Hy, U{(,} es inseparable con K, 1 y ¢, no es existencial
H,y1 =< H,U{¢}uU{r(b)} si H,U{{} esinseparable con K, 11,y ¢, = Ja7(x)
H, en caso de que H, U{(,} no sea inseparable con K, 1

donde b es la menor constante de C' (en la numeracion fijada al incio) que no aparece en H,,U{(,}.

Entonces, como por construccion se tiene a las teorias Ko = {x} y Ho = {—(}, se puede con-
tinuar construyendo inductivamente, mediante la regla de definicién anterior, a las dos secuencias
de teorias K; y H;, para cada i € Ny. Se demostrard que tales secuencias tienen las propiedades
(i), (ii) y (iii). Solo se mostrara (i), pues las propiedades (ii) y (iii) se cumplen por contruccién.

(i) Hay que probar que Vi € Xg, K; y H; son finitos e inseparables. Se hara por induccion en
N:
Caso base: (n = 0).
Obviamente Ky y Hy son finitos y también son inseparables (Ver Proposicion ).

Caso inductivo:
Sea n € N. Supéngase que K,, y H, cumplen con lo deseado, es decir, son finitos e inse-
parables. Se debe probar que K, 1 y H,+1 son finitos e inseparables. El que son finitos es
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inmediato por la construccién. Para probar que son inseparables hay que considerar varios
casos segun la definicion inductiva (K41 y Hp41 tienen tres posibilidades de ser cada uno),
pero la idea principal de dicha prueba se puede presentar demostrando un caso modelo de
todos los posibles, los demés casos salen usando esa idea y/o la hipotesis inductiva y/o la
definiciéon inductiva.

Considérese el siguiente caso:
K1 =Ky, U{xn} U{p(a)},

Hpy1 =H, U {Cn} U {T(b)}’ (1)

donde x,, = 3xp(z), ¢, = Jo7(x), a es la menor constante de C' (en la numeracién fijada
al incio) que no aparece en K,, U {x,}, vy b es la menor constante de C' (en la numeracion
fijada al incio) que no aparece en H, U {(,}. Supéngase que K,,+1 y H, 1 son separables,
es decir, existe una sentencia A de £, tal que:

Knp1i EAY Hop1 A

Aplicando el teorema de completitud de Gdédel y el teorema de la deduccion en H,, 41 se
tiene que:
H, U{G.} F7(b) = -\,

Entonces, como b no aparece en H,,U{(, }, se aplica la regla de introduccién del generalizador
y se tiene que:
H, U{{.} FVa(r(z) = —N).

Volviendo a aplicar el teorema de completitud de Gddel se concluye que:
Hp U{Cn} E Va(r(z) = -A).

En consecuencia se tiene que:
H,U{¢} E -\

Entonces K,,+1 y H, U {(,} son separables. Esto contradice la definicion de H, 11 en el
caso analizado, ver la ecuacion (1) y la definicién inductiva. Por lo tanto, K, 11 y Hp11 son
inseparables, lo que se queria probar.

Sean ahora,
K, = Kn, H, =] Hn.
new new

Se mostrara lo siguiente:
Proposicion &: K, y H,, son inseparables.

Demostracion: Aplicando reduccion al absurdo, si K, y H,, son separables, entonces existe una
sentencia A de L] tal que K, = Ay H, = —A. Entonces, por el teorema de compacidad, existen
conjuntos finitos I'o C K, y I'1 C H,, tales que I'y = A y I'1 |E —A. Luego, por la construccion
K, y H,, existe j € g tal que 'y C K; y I'y C H;. En consecuencia, K; = Ay H; = —\. Por lo
tanto, K; y H; son separables. Esto contradice la clausula (i) probada anteriormente. Entonces,
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K, y H, son inseparables.ll
Ahora, tomando en cuenta la Definicién 3.4.2 y la Definicién 3.4.3, se tiene lo siguiente:

Proposicion A: K, y H,, son teorias mazimal consistentes en L} y L5, respectivamente. Ade-
mds, ambas tienen al conjunto de constantes C' como conjunto de testigos (en Ly y L}, respecti-
vamente).

Demostracion: Primero se probard que K, y H, son consistentes, luego se probard que son
méximal consistentes, y por tltimo se probard que el conjunto de constantes C' es un conjunto
de testigos para K, y también para H, (en L] y L}, respectivamente).

Para probar que K, y H, son consistentes primero se probard que Vi € Ny, K; y H; son
consistentes. Aplicando induccién en N:

Caso base: (n =0).
K tiene un modelo, pues por hipotesis y no es insatisfacible, y Hy tiene un modelo, pues por hi-
potesis ¢ no es valida, entonces por el teorema de completitud de Godel Kg y Hy son consistentes.

Caso inductivo:

Sea n € N. Supéngase que K,, y H, cumplen con lo deseado, es decir, ellas son consistentes. Se
debe probar que K,,+1 y H,11 son consistentes. Para esto hay que considerar varios casos segin
la definicién inductiva (K41 y Hpy1 tienen tres posibilidades de ser cada uno), pero la idea
principal de dicha prueba se puede presentar demostrando un caso modelo de todos los posibles,
los demés casos salen usando esa idea y/o la hipétesis inductiva y/o la definicién inductiva.

Considérese ahora el siguiente caso:
KnJrl =K,U {X’n} U {p(a)}u (2)
Hyy1 = H, U{G}U{r (D)}, (3)

donde x,, = Jzp(x), {, = Jx7(x), a es la menor constante de C' (en la numeracion fijada al incio)
que no aparece en K, U{xx}, y b es la menor constante de C (en la numeracion fijada al incio) que
no aparece en H, U {(,}. Supongase que K, 11 es inconsistente, entonces cualquier proposicion
de L] es consecuencia logica de K, 1. Sea A una sentencia contradictoria de L{,, entonces:

Kot = A

Aplicando el teorema de completitud de Gédel y el teorema de la deduccion en K, 11 se tiene
que:
KU {xa} F pla) = A

Entonces, como a no aparece en K,, U {xn}, se aplica la regla de introduccion del generalizador
y se tiene que:

K, U{xn}FVa(p(x) = A).
Volviendo a aplicar el teorema de completitud de Gadel se concluye que:
KU {xn} = Var(p(z) = \).

En consecuencia, se tiene que K, U {x,} es insatisfacible. Por lo tanto, K, U {x»} E X y, como
-\ es una sentencia vélida, se tiene que H, = —A. Asi, K, U {xn} v H, son separables. Esto
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contradice la definicién de K, 11 en el caso analizado, ver ecuacion (2) y definicién inductiva. Por
lo tanto, K,, 41 es cosistente.

Si H, 11 es inconsistente, entonces se aplica un razonamiento analogo al caso anterior de K, 11
y se concluye que H,, U{(,} v K41 son separables lo cual contradice a definicion de H, 1 en el
caso analizado, ver ecuacion (3) y definicion inductiva. Por lo tanto, H, 11 es consistente. Con lo
queda demostrado que Vi € Ny, K; y H; son consistentes.

Ahora se probard que K, y H, son consistentes. Si K, es inconsistente, entonces por la
Definicion 3.3.1 se tiene que existe un conjunto finito I'y C K, tal que I'y es inconsistente.
En consecuencia, (por construcciéon) existe un j € ¥y tal que I'y € Kj. Por lo tanto, K; es
inconsistente. Esto contradice el resultado anterior. Entonces K, es consistente. Aplicando un
razonamiento analogo se prueba que H,, es consistente.

Seguidamente se probara que K, y H,, son maximal consistente en £ y L}, respectivamente.
Se demostrara que H,, es maximal consistente en L), para esto suficiente mostrar que Vi € Ny,
(& € H,) o (—¢; € H,). Por reducciéon al absurdo, supéngase que existe un n € ¥, tal que
(o & Hy) y (0C, & H,,). Asi, por construccion, ambas proposiciones fueron sacadas en el paso
corespondiente a su subindice, (,, en H, 41, y supéngase que —(, en H,,1, donde r € Vg, es decir,
por construccion: H,, U {(,} es separable con K, 11;y H, U{(-} es separable con K, 1, donde
—(, = (. En consecuencia, existe una sentencia A de £{ tal que (H, U{(,}) E Ay Knt1 = -
Y existe una sentencia A’ de £{ tal que (H, U{=(,}) = XN y K,11 | —). Sin perder generalidad,
supéngase que r > n. Entonces, por construccion, H, C H, y K,+1 C K, 41, teniendo que:

H.=(— A\ Ky |, H, E~C — N, Kep1 BN,

Luego,
H. EOQVXN), Koy E-(AVY).

En consecuencia,
K, EOMVXN), H, E-(AVX).

Por lo tanto, K, y H, son separables. Esto contradice lo desmostrado anteriormente en la
Proposicion &, entonces Vi € No, ({; € H,) o (=(; € H,), concluyendo que H, es maximal
consistente. La prueba de que K, es maximal consistente se realiza de manera anéloga.

Por dltimo, se probaré que el conjunto de constantes C' es un conjunto de testigos para K, y
para H, (en L} y L}, respectivamente). Se mostrara que C es un conjunto de testigos para K, en
L}. Sea Jxp(z) una sentencia de £}. Como K|, es maximal consistente, entonces Jrp(x) € K, o
—Jzp(z) € K. Si Jzp(z) € K, entonces por construccion para alguna constante a € C' se tiene
que p(a) € K. Asi, K, F ¢(a) y, en consecuencia, K, b Jzp(z) — ¢(a). Si -Fzp(z) € K,,
entonces K, b —3zp(x). Luego, K, b (=3zp(x)) V p(a) para cualquier constante a € C. En
consecuencia, K, F Jzp(z) — ¢(a) para cualquier constante a € C. En conclusiéon, C es un
conjunto de testigos para K, en £). La demostracion de que C es un conjunto de testigos para
H, (en L) se realiza de manera analoga. B

Proposicion &: K, N H, es una teoria mazimal consistente en L.

Demostracion: Como K, NH, C K,y K,NH, C H, y K, y H, son teorias consistentes,
entonces K, N H,, es consistente. Se probara que K, N H, es maximal consistente demostrando
que para toda proposicion ¢ de L{ se cumple que ¢ € K, N H, o —¢ € K, N H,. Sea una
proposicion ¢ de L£j,. Como K, y H,, son inseparables, entonces no puede ocurrir que ¢ € K, y
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-¢ € H,oque ¢ € K,y ¢ € H,. Entonces como K, y H, son teorias maximal consistentes en
Ly L}, respectivamente, se concluye que ¢ € K, N H, o =¢ € K, N H,. Por lo tanto, K, N H,,
es maximal consistente. l

Ahora se procedera a construir un modelo para la teoria K, UH,, y como x € K,y ¢ € Hw
entonces se tendrd el modelo buscado para x A =(. Con esto terminara la demostracion del
teorema:

Usando la técnica de construccion de modelos a partir de constantes de Henkin, que se aplica
para demostrar en teorema de completitud de Gadel en [8], se puede construir un modelo para la
teoria K, y otro modelo para la teoria H,,, pues se ha demostrado (Proposicion A) que dichas
teorias son maximal consistentes en £} y £}, respectivamente. Ademés, ambas tienen al conjunto
numerable de nuevas constantes C' = {c,, : n € g} como un conjunto de testigos (en £} y L5,
respectivamente).

Sea 2( una estructura para £], modelo para K, que se construiré utilizando la técnica referida
anteriormente. Sea C' = {c, : n € Xy} el conjunto de nuevas constantes. Para no tener problemas
con las sentencias atomicas de K, se define sobre C' una relacion de equivalencia ~ de la siguiente
manera:

Sean ¢; € C'y ¢; € C, entonces

ci~c; siysolosic =c; € K,.
Notar que ~ es una relacion de equivalencia porque, la relacion de identidad es reflexiva, simé-

. . C . . .
trica y transitiva. Sea — = {[¢,] : ¢, € C'} el conjunto cociente determinado por ~. Notar que el

. C
cardinal de — es a lo sumo numerable.

- c
El universo A de la estructura 2( es el conjunto cociente —, y las interpretaciones en 2 para

los simbolos de £} son las siguientes:

(1) Siecy,...,c, son constantes de C'y R es un simbolo relacional n-ario de £} entonces,

R®*([c1], ..., [en]) <= R(c1,...,cn) € K.

(2) Si a es un simbolo constante de £}, entonces,

a’i’l = [Ci]7
para alguna constante ¢; € C tal que a = ¢; € K,,. Tal constante existe, pues - Jz(a = ).
Por tanto, J3z(a = z) € K,,. Luego, como C' es un conjunto de testigos para K, se concluye
que existe una constante ¢; € C tal que (a = ¢;) € K,,. Notar que por las propiedades de
la relacion de identidad = la interpretaciéon de a en A, a*, es tnica. Notar también que
2A

Vj € Vg si ¢; € C, entonces ¢;' = [¢j], pues ¢; = ¢; € K.

(3) Sici,...,c, son constantes de C'y f es un simbolo funcional n-ario de £ entonces,

fg(([cl]v B [Cn]) = [ci]7

para alguna constante ¢; € C tal que (f(c1,...,¢,) = ¢;) € K,,. Como en el caso anterior,
tal constante ¢; existe pues 3x(f(c1,...,¢,) =) € K, y C es un conjuntos de testigos para
K. Notar también que por las propiedades de la relacién de identidad estd garantizada la
unicidad de la imagen en A de f*([c],. .., [cn])-
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Con esto termina la definiciéon de la estructura 2 que es un modelo de la teoria K. Sea ahora
una esructura 9B para £}, modelo para H,,, que se construye de manera aniloga a la estructura
2A para L}. Los universos de 2 y 2 son los siguientes (por construccion):

A=A{cn] : cn € C}, B={[cy) :cn € C}.

Como K, N H, es una teoria maximal consistente en £{, (Proposicién #), pues K, y H,, son
inseparables (Proposicion &), se cumple que 24 [ £ y B | L} son isomorfas. Donde 21 | L{ es
la estructura para £{, que tiene el mismo universo de 2 y preserva la misma interpretacion de 21
para los simbolos de L, y B [ L{ es la estructura para £ que tiene el mismo universo de B y
preserva la misma interpretacion de 2B para los simbolos de LJ,.

En efecto, sea f: A — B una funcién de A en B definida asi: f([c,]) = [¢n]’. Claramente,
f es sobreyectiva, y f es inyectiva porque K, N H,, es una teoria maximal consistente en Lj.
Por tanto, f es una funcién biyectiva. Se demostrard que f preserva las funciones, relaciones y
constantes corrrespondientes a L.

Sea R un simbolo de relacion n-ario de £{,. Hay que probar que:

R*([c1], ..., [en)) © RE (1], - ., [en])-
Por definicién se tiene que:
R%([c1], ..., [cn]) © Rlci,...,cn) € K,
Como K, N H, es maximal consistente, entonces
R(ci,...,cn) € K, & R(ey,...,cq) € Hy,.

Luego, por definicién,
R(ci,...,cpn) € Hy < RB([c1]', ..., [ea]).

Sea g un simbolo de funcién n-ario de £{,. Hay que probar que:

Fg* (e, [eaD)) = g® (F([ea), - -, F([en])-

Por definicién de f, se obtiene que

g®(f(ead), -, flen])) = g% ([er)'s - [en])

Dado que g(ey,...,¢en) = ¢; € H,, (para algin i € ), entonces
g%([(}l]/, R [Cn]/) = [Ci]/-

Por definicion de f, se tiene que [¢;]" = f([c;]). Asi, dado que g(c1,...,cn) = ¢ € K, pues
K, N H, es maximal consistente, se tiene

flei) = flg™(erls-- - [en))-

Sea ¢; una constante de C, entonces por definicién, ¢ = [¢;] y ¢® = [¢;]’. En consecuencia,
fe) = f(le) =[] = P

Sea a una constante de L£{, que no estd en C, entonces existe un j € Xy tal que ¢; € C'y
a=c; € K,. Luego, a = ¢; € H, pues K, N H, es maximal consistente. En consecuencia, por
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A =[cj] y a® = [¢;)', concluyendo que f(a®)=a®. Asi, se tiene que A | L{ y B | L]

definicién, a
son isomorfas.

Considérese ahora que A = B, es decir, que Vn € Ry([e,] = [¢n]’). Sea D un conjunto
equipotente a By h : B — D una funcién biyectiva de B en D, entonces se construye una
extension de la estructura 2B al lenguaje £’ de la manera usual (teniendo presente la definicion
de estructuras isomorfas), es decir, se construye de la manera natural una estructura ® para L’
tal que © | L, y B sean isomorfas, y © [ L] y 2A sean isomorfas. En consecuencia, ® es un

modelo de T,, U H,, y, como x € K, y =¢( € Hw, entonces ® es un modelo de x A —(. O

Observacion 3.4.2. Como se dijo en la introduccién de este articulo un corolario importante
del teorema de interpolacion de Craig es el teorema de definibilidad de Beth (1953): T'(Q) define
a Q implicitamente si y solo si T'(Q) define a Q explicitamente. Donde @ es un simbolo relacional
n-ario y I'(Q)) es un conjunto de sentencias de un lenguaje que contiene a @) y (posiblemente) a
otros simbolos relacionales. Otro corolario destacado del teorema de interpolacién de Craig, es
el teorema de consistencia de Robinson (1956): Sean Jy y Jo dos lenguajes y sea J = J1 N Jo.
Supdngase que K es una teoria completa en J, y K1 O K y Ko O K son dos teorias consistentes
en J1 y Ja, respectivamente. Entonces K1 U Ko es una teoria consistente en J1 U Jo. Una
(detallada) formulacion y demostracion de ambos teoremas a partir del teorema de interpolacion
de Craig puede encontrarse en el texto [8, p. 90-91].

4 Algunas generalizaciones del teorema de interpolacién Craig
a otros sistemas légicos

La revision de bibliografia especializada sobre la propiedad de interpolacién Craig revela que tal
tema es bastante amplio y profundo, (como se dijo en la introduccién de este articulo) abarca
teoria de la demostracién, teoria de modelos abstracta, ciencias de la computacién, l6gica modal,
logica intuicionista, etc. Por ejemplo, se ha investigado si dicha propiedad la cumplen otros
sistemas logicos, y entre los resultados obtenidos se encuentran los siguientes [13, 14, 19, 32],
entre otros.

Antes de enunciar dichos resultados se presentaran dos maneras de formular la propiedad
de interpolacion Craig que exiten (entre otras) en la bibliografia especializada: La propiedad de
interpolacion Craig (PIC™), también llamada propiedad de interpolacion local o propiedad de
interpolacion fuerte, y |=-propiedad de interpolacion Craig (PIC‘:), también llamada propiedad
de interpolacion global o propiedad de interpolacion débil, ambas propiedades no son comparables,
es decir, ninguna implica a la otra (PIC~ #= PICF y PICF #= PIC~), una prueba de ello
puede encontrarse en [19, p.31]. Aunque bajo algunas condiciones (teorema de deduccion local)
se cumple que PIC~ = PICF (ver [19, p. 30]):

PIC7: Sea ¢ una logica la cual tiene la implicacién entre sus conectivas logicas. Se dice que
{ tiene la propiedad de interpolacion Craig, o que PIC™ ocurre para ella, si para cualquier par
de formulas y y ¢ del lenguaje de £ tal que =, x — (, existe una formula interpolante en £. Es
decir, existe una formula A del lenguaje de ¢, con un lenguaje comin a x y ¢ tal que: ¢ x — A
Yy EeA— (.

Observacion 4.1. En el caso de que la logica ¢ no contenga féormulas constantes las cuales
denoten verdad y falsedad, la existencia de una interpolante para =, y — ( es requerida solo en
el caso de £ —x y £ ¢. Un ejemplo de una logica con estas caracteristicas es la logica de primer
orden sin identidad (£x,x,*), esta logica no tiene PIC' ™ pues, por ejemplo, no existe interpolante
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para =« @) = (I'(z) +» T(x)). Sin embargo, el teorema de interpolacion ocurre para tal
logica si se agrega a la definicion PIC™ la observacién anterior.

PICF: Sea ¢ una logica. Se dice que ¢ tiene la |=-propiedad de interpolacion Craig, o que
PICF ocurre para ella, si para cualquier par de formulas x y ¢ del lenguaje de ¢ tal que x E ¢,
existe una férmula interpolante en ¢. Es decir, existe una férmula A\ del lenguaje de ¢, con un
lenguaje comtn a x y ¢ tal que: x |=¢ Ay A |=¢ . (Aplica para PIC la misma observacion que
para PIC™).

Notar que PIC~ depende de la nocion de validez y PICF depende de la relacion de conse-
cuencia légica.

En la bibliografia consultada se pueden encontrar varias tablas que resumen algunos resulta-
dos obtenidos, dichos resimenes son con PIC™ o con PICF, y ellos tienen algunos resultados
similares, se elige presentar aqui una parte de la tabla resumen que se encuentra en [19, p. 40],
la cual se hace considerando PIC™. La eleccion de esta tabla resumen se debe a que en la mis-
ma aparecen sistemas légicos no clasicos, ademas de los clasicos, algo que no ocurre con otros
resimenes revisados:

4.1 Logicas que cumplen C'/P~

1. Loégica proposicional, ver [19, p. 40]. En este trabajo se probé que también cumple con
PICF.

2. Logica de primer orden, (ver Craig, [6, 7]). En este trabajo se prob6 que también cumple
con PICF.

3. Ix,x,: logica infinitaria que admite conjunciones y disyunciones infinitas numerables. (Lopez-
Escobar, 1965), ver [19, p. 40|. También cumple con PICF (Lopez-Escobar, 1965), ver [32].

4. Logica modal proposicional T. (Gabbay, 1972), ver [19, p. 40].
5. Logica modal proposicional S4. (Gabbay, 1972), ver [19, p. 40].
6. Logica modal proposicional S5. (Schumm, 1976). ver [19, p. 40].

7. Logica modal en primer orden T (sin la férmula de Barcan), (Gabbay, 1972), ver [19, p.
40].

8. Logica modal en primer orden S4 (sin la formula de Barcan), (Gabbay, 1972), ver [19, p.
40].

9. Logica intuicionista de predicados, (Schiitte, 1962), ver [19, p. 40].

4.2 Lobgicas que no cumplen C'IP~

1. Logica de segundo orden (¢;;), (Lopez-Escobar, Barwise), ver [13]. (Observacidn: La logica
de segundo orden cumple con PICF [29, p. 163-164])

2. Logicas con cuantificadores generalizados: £¢_ , para todo ordinal o > Rg. Qur Pz | {x :
P(z)} |> Na, (Lopez-Escobar, Barwise), ver [13].
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3. Logicas infinitarias: £4x,, para todo a > Ny, 0 a = 00. (fax, admite conjunciones y disyun-
ciones de cardinal menor que «, y {on, admite conjunciones y disyunciones de cuaquier
cardinalidad), (Malitz, 1971), ver [19, p. 40]. También no cumple con PIC=. (Malitz, 1971),
ver [32].

4. Logica modal S5 en primer orden, (Fine, 1979), ver [19, p. 40].

5. Las logicas con varios valores de verdad de Lukasiewuiz, para n > 2, (Krzystek y Zacho-
rowski, 1977), ver [19, p. 30].

6. Logica de la relavancia R, (Urquart, 1999), ver [19, p. 40].

7. Logica Entailment E, (Urquart, 1999), ver [19, p. 40].

5 Una caracterizaciéon de la légica infinitaria (x5, usando
interpolacién en el contexto de la teoria de modelos abs-
tracta

Por los resultados presentados en la seccion anterior (4) se tiene que la logica fy,x, satisface
el teorema de interpolacion Craig (Lopez-Escobar, 1965). También se tiene que Scott y Engeler
probaron (de manera independiente) que:

(%) Toda estructura numerable para un lenguaje numerable puede ser caracterizada, salvo iso-
morfismo, con una sentencia de fx,x, (ver [23, p. 17]).

Después de eso Makowsky probé en 1973 un teorema que carateriza a fx,r, con tal propiedad (*)
e interpolacion (ver [23, p. 23]), la caracteriza como la menor logica (la légica de menor poder
expresivo) que satisface la propiedad de interpolacion de Craig y cumple con (x). Para formular
el teorema primero se deben presentar dos conceptos fundamentales de la teoria de modelos
abstracta: (1) “logica abastracta”, £, y (2) cudndo una légica abstracta ¢ es “al menos més fuerte”
que otra logica abstracta £: £ < ¢'. Se formulan tales conceptos a continuacion siguiendo los textos
[12, p. 193-194] y [8, p. 128]:

Definicién 5.1. Una ldgica abstracta (o sistema 16gico), ¢, es un par ordendo (S, |=¢) donde S
es una funcién y =, una relacion binaria que cumplen con las siguientes propiedades:

1. S asocia a cualquier lenguaje £ un conjunto S(L), el conjunto de las sentencias de ¢ corres-
pondientes al lenguaje £, las S-sentencias de /.

2. Si L C L*, entonces S(L£) C S(L*).

3. Si M9 (es decir, 3 y ¢ estan relacionadas segin =), entonces para algin lenguaje £, 81
es una estructura para Ly ¢ € S(L).

4. (Propiedad de isomorfismo). Si =40 y M = X, entonces X|=4¢.

5. (Propiedad de reduccion). Si L C L*, ¢ € S(L), y U es una estructura para L£*, entonces:

g = U [ L.
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Ejemplo 5.1. Algunos ejemplos de ldgicas abstarctas son: Iu,x,, Crr, Ixing, Q. (ver [12, p.
194)).

Si ¢ es una logica abstracta y ¢ € S(L£), entonces:
Modf (¢) = {81 : $L es una estructura para £y 3=, ¢}.

Definicién 5.2. Sea ¢y ¢’ dos logicas abstractas.

1. ¢ es al menos mas fuerte que ¢, £ < £, siy solo si, para cualquier lenguaje £ y para cuaquier
¢ € S(L) existe ¢ € §'(L) tal que:

Modg (¢) = Modg; ().

2. £y £ son igual de fuertes (£ y ¢ tienen el mismo poder expresivo), £ ~ ¢’ siy solo si £ < ¢
y O <UL

Ejemplo 5.2. Algunos ejemplos son: Iugx, < 0115 Oxgrg < Oxanos Irgie < €015 €0 £ Oxones ir
Uxoro; Irirg L Ixgr,- Demostraciones de algunos de estos resultados pueden encntrarse en [12].

Ahora, finalmente, se formula el teorema que carateriza a fx,x,:

Teorema 5.1. Sea ¢ una ldgica abstracta que satisface el teorema de interpolacion de Craig v,
ademds, se cumple que toda estructura numerable para un lenguaje numerable puede ser caracte-
rizada, salvo isomorfismo, con una sentencia de £, entonces Iy, n, < £.

6 Problemas abiertos en teoria de modelos abstracta rela-
cionados con la propiedad de interpolacién

A continuacion se presenta uno de los primeros problemas abiertos (clasicos) que fueron plan-
teados en relacion con las logicas abstractas, los cuantificadores generalizados, la propiedad de
interpolacion y fx,xn,. Dicho problema contribuyé con el desarrollo de la teoria de modelos abs-
tracta y fue formulado (por ejemplo) por Feferman, Friedman y Shelah (ver [33, p. 2]), mas
informacion sobre el mismo puede encontrarse en [33], el autor de este articulo no tiene noticias
de que halla sido resuelto:

Problema abierto 1 : >FEziste una ldgica abstracta { que sea extension propia de ly,x, Y que
satisfaga las siguientes propiedades: compacidad numerable, y interpolacion Craig?

Una logica abstracta ¢ tiene la propiedad de compacidad numerable si satisface el teorema de
compacidad (Teorema 3.3.2) para todo conjunto numerable de sentencias ¥ C Lenguaje de/.
Por ejemplo, la logica £g, es numerablemente compacta [13, p. 18], [12, p. 142-143] y [8, p. 134].
Sin embargo, ella no satisface la propiedad de interpolacién de Craig como aparece referido en
el resumen de sistemas 1dgicos que no satisfacen la propiedad de interpolacién expuesta anterior-
mente en la seccién 4.

Problema abierto 2: >FEwiste una ldgica abstracta ¢ que sea extension propia de fn,x, Y Sea
“razonable”?. (ver [13, p. 22])
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Donde se ha sugerido que para que una logica ¢ sea “razonable” ella debe satisfacer compacidad
numerable y A-interpolacién, o al menos la propiedad de Beth. La definicién (y referencias) de
estas propiedades puede encontrarse en [13], entre otros. Pero intuitivamente se puede decir que
A-interpolacion es una propiedad mas débil que la propiedad de interpolaciéon (interpolacion
implica A-interpolacién) y que la propiedad de Beth significa que “definibilidad explicita” es
equivalente a “definibilidad implicita” (ver [8]). Por ejemplo, la logica ¢g, es numerablemente
compacta, pero ella no satisface A-interpolacion (ver [13, p. 21]).

Otros interesantes problemas abiertos sobre la propiedad de interpolacién en el contexto de
la teoria de modelos abstracta pueden encontrarse en [13, 33|, entre otros.

7 Conclusiones

Se cumplié con el objetivo de presentar dos demostraciones del teorema de interpolacién: Una
para lprop ¥ Otra para fx,x,. Ambas en el contexto de la teoria de modelos. Vale la pena resaltar
que la demostracion que se realizé para £y, €s constructiva y usa el principio de induccién mate-
maética. Tal demostracion proporciona un procedimiento efectivo para construir una proposicién
A interpolaciéon de x y ¢, para cualquier par de proposiciones x y ¢ que cumplan con las hipotesis
del teorema. Dicho procedimiento usa las letras proposicionales que estdn en y y no estdn en
¢ hasta eliminarlas todas sustituyéndolas por una tautologia (s V —s) o por una contradiccion
(s A —s) de una manera especifica (utilizando disyunciones) para lograr construir la proposiciéon
interpolacion. La demostracion realizada para fx,x, no es constructiva, es decir, se demuestra
la existencia de la sentencia A interpolacién de x y ¢ por reduccion al absurdo sin ofrecer un
procedimiento efectivo para calcularla. Es importante destacar que la técnica usada, para dicha
prueba (Henkin, 1963), es una ampliacion del método de construccion de modelos a partir de
constantes de Henkin (1949), mediante la nocion de “teorias inseparables". El nuevo método de
construcciéon de modelos resultante, permite construir un modelo para la unién de dos teorias
Ko U Hy en un lenguaje L1 y Lo, respectivamente, las cuales son consistentes e inseparables,
expandiéndolas simultaneamente (por induccién y en zigzag) a dos teorias K, y H, maximal
consistentes e inseparables en un lenguaje extendido £ UC' y L5 U C, respectivamente, donde C'
es un conjunto numerable de nuevos simbolos constantes que funciona como testigos para ambas.
También se cumple (por la maximal consistencia e inseparabilidad) que la teoria K, N H, es
maximal consistente. El modelo buscado ® para Ky U Hj se construye (Henkin, 1963) aplicando
el hecho de que K, N H, es maximal consistente a dos modelos previos: Un modelo 2 para K,
y un modelo 2B para H, que se construyen mediente el método de Henkin de 1949.

Adicionalmente se presentaron ejemplos de aplicaciones o generalizaciones de la propiedad
de interpolacién a otros sistemas l6gicos distintos a fprop ¥ fxor, como por ejemplo: logicas
infinitarias, logicas con cuantificadores generalizados, logica de segundo orden, logicas no clasicas,
logicas abstractas, etc. Y también se ofrecieron referencias de problemas abiertos en el contexto de
la teoria de modelos abstracta relacionados con la propiedad de interpolacion, como por ejemplo:
>Existe una ldgica abstracta ¢ que sea extension propia de Iy n, y que sea “razonable”?, donde se
ha sugerido que para que una légica sea “razonable” ella debe satisfacer compacidad numerable
y A-interpolacion, o al menos la propiedad de Beth.
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