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Resumen

Establecemos una aproximacién (tipo Weierstrass) para operadores definidos sobre el es-
pacio de funciones regladas, G[a, b], via la representacion integral (tipo Riesz) de operadores
no lineales.
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Abstract

We establish a Weierstrass approximation for operators defined in the space of regulated
functions, G|a, b, via Riesz integral representation of nonlinear operators.
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1 Introduccion

La aproximacion de operadores (funcionales) no lineales por operadores (funcionales) polinomia-
les, es decir, los Teoremas de Weierstrass en espacios de Banach, fue obtenida por Istratescu [5].
Posteriormente, Baesler-Dauvaget [2] tratarén el problema analogo donde los espacios de Banach
son espacios de funciones (Cla,b] y Lyla, b]) y los operadores polinomiales son sumas parciales de
series de Volterra.

En este trabajo, mostraremos dos resultados: primero, que todo funcional continuo, definido
sobre un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por fun-
cionales polinomiales de Volterra-Stieltjes. Y luego, que todo operador continuo, definido sobre
un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por operadores
polinomiales de Volterra-Stieltjes. En ambos casos, procedemos via la representacion integral (ti-
po Riesz) de operadores y funcionales no lineales. Con ese propésito fue necesario generalizar, al
caso multilineal, las reprentaciones integrales realizadas por Honig [4], caso lineal, y Prandini [6],
caso bilineal.
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2 Nelson Viloria

2 Funciones Regladas

Consideremos [a,b] C R un intervalo cerrado y X, W espacios de Banach.

Definicién. z : [a,b] — X es una funcion reglada si x solo tiene discontinuidades de primera
especie, esto es, si

i) Para todo t € [a,b) existe x(tT) = HLI)I x(t+e),

i) Para todo t € (a,b] existe x(t™) = 11'%1 z(t —e).
Por G([a,b], X) designamos el espacio de Banach de las funciones regladas de [a,b] en X, consi-
derado con la norma del supremo.

Es directo de la definicién que toda funcién continua es reglada. Otros espacios de funciones
de uso frecuente (de variacion acotada, monotonas, Lipschitz, absolutamente continuas, Darboux,
con primitiva, etc.) estan estrechamente relacionadas con el espacio de las funciones regladas.

Definicién. z : [a,b] = X es una funcion reglada por la izquierda si
i) z(a) =0,
ii) z(t™) = z(t), para todo t € (a,b].

El espacio de las funciones regladas por la izquierda, G~ ([a,b], X), es un sub-espacio cerrado de

G([a,b], X).

Definicién. z : [a,b] = L(W, X) es una funcion simplemente reglada si, para todo w € W,
la funcion

z-w:[a,b — X
t — x(t)w, es reglada.

En Arbex [1] se muestra que el espacio de las funciones regladas, G([a,b], L(W, X)), esta
contenido en el de las simplemente regladas, G?([a, b], L(W, X)), y son iguales si, y solo si, W es
de dimension finita.

3 Funciones de semivariacion acotada

Consideremos [ay,b1], [az,b2], ..., [am,bm] CRy X1, Xo,..., X, Y, Z espacios de Banach.
m

Definiciéon. Una particién de un m-bloque, H[ambr] C R™, es un congunto finito del tipo
r=1

m
P = HPT’ con P. una particion de [a,,b,], donde los puntos de esta verifican que a, =ty <

r=1
m m

oo <tyry = by. Hacemos n(P) = H n(r) y|P| = H |P.|, con |P,| la norma de la particion P,.
r=1

r=1

m
Denotamos por IE”( 1_[[%7 br]) al conjunto de todas las particiones del m-bloque.
r=1
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Aproximacién de operadores no lineales por polinomiales 3

Definicién. Sean z : H[ar,br] — ZyP= HPT’ con P € P(H[ar,br]) Y ar =ty <
r=1 r=1 r=1
. < ty(ry = bp. Fijando r, consideramos un entero positivo i(r) con 1 <i(r) < n(r) y definimos:
Para m =1,

Para m > 2,
r—1 m
Ajryz H aj,bj] x H a;,b;
Jj=1 J=r+1
por
(Ai(r)z)(slv sy Sr=1,Sr+41y - -0 Sm) =
2(517 B Sr—lati(r)7 Sply s sm) - Z(sla R Sr—lvti(r)—lv Sr4lyeeey Sm)

Considerando q, 1 < q < m, podemos calcular

Al(l) (Az(Q)( .. Az(q)Z) ‘e )(5q+17 ey Sm)
al que denotamos por

Ai(l)Ai(2) ce Al(q)z

Definiciéon. Un operador A : HXT — Y es m-lineal o multilineal si es lineal en cada
r=1

variable. Escribimos A € L(X1,...,Xn;Y) si A es m-lineal y continuo (i.e., existe M > 0 tal

que [|A(z1, .., zm)|| < M|zl [|2m]])-

Definicién. Sea K : H ar,b.] — Z. La variacion Vitali de K en H ar,b,| estd dada por

r=1 r=1

VK] = supp V,[K],

donde
n(P) m
VP[K] = Z ||Ai(1)---Ai(m)K||7PEP(H[0’T76T]>'
i(1),...,i(m) r=1
Si VK] < o0, diremos que K es de variacion acotada en H[ar,br] y escribimos
r=1

KeBV(Har, al )

m

Definicién. Sea K : [ [lar,b:] — L(X,Y). La semivariacion de Vitali de K en [ [ [ar, b,]

r=1 r=1
estd dada por
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SVIK] =sup SV, [K],
P

n(P)
K] = sup Ajay - Dim) K (2501).im) || Ti1).igm) € X
H‘T’i(l),.,i(ﬂl)Hél 2(1),,7,(m)

Si SV[K] < o0, diremos que K es de semivariacion de Vitali acotada y escribimos

K e SV(ﬁ[ar, b, L(X, Y)).

r=1
Teorema 1. BV(H[ar,br],L(X, Y)) C SV(H[ar,br],L(X, Y)> Ademds, si
r=1

r=1
m

H[a,.,b,.],L(X, Y)), entonces SV[K| < V[K].

r=1

KeBV(

Demostracién. Dados K € BV(H[ar,bT],L(X,Y)) P e ]P’(H[ar,br]> Y i), itm) € X,

r=1 r=1
1 <i(r) <n(Py), r=1,...,m, tales que ||x;1)..i(m)|| < 1, entonces
n(P) n(P)
Ajry - Ay K (31)..i0m)) || < Z Ay - Ay K|
i(1),...,i(m) i(1),...,i(m)
< V[K].
Luego, SV[K] < V[K]. O

m

Definicion. Sea K : H[aT,bT] — L(X1,...,Xm;Y). La semivariacion de Fréchet de K en

r=1
H[ar, b.] estd dada por
r=1

SF[K] =sup SF,[K],
P
donde
n(P)
SFP [K] = sup Z Ai(l) e Ai(m)K(wi(l)a RN ,xi(m)) Ty € X,

i 1S i), i(m)
Si SF[K] < oo, diremos que K es de semivariacion de Fréchet acotada y escribimos

m

K e SF(H[a,,,bTLL(Xl,...7Xm;Y)>.

r=1
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De forma anéloga al teorema anterior se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2. BV( H[ar, brl, L(X1, ..y Xim; Y)) C SF( H[ar, brl, L(X1, ..y Xim; Y)) . Ade-
r=1 r=1
mds, si K € BV(H[ar,br],L(Xl, . ,Xm;Y)>, entonces SF|K] < V[K].
r=1

4 Integral de Dushnik

Definicién. Sean e, (e,)pep puntos de un espacio topoldgico E. Escribimos e = Ilair% e, cuando,
€
para toda vecindad V de e, existe P, € P tal que
P>P, e, eV

m

Definicion. Sean K : H[a,.,br] = L(X1,.... Xm;Y) y @ ¢ [ap,by] = Xpyr = 1,...,m. Si

r=1
existe
n(P)
Eg}» Z Ai(l) cee Ai(m)K(xl(gi(l))a e 7xm(£1i(m))
i(1),...,i(m)
m
con §iry € (Ligry—1tiery) y P= IP’( H[aT, br]), este limite es llamado la integral de Dushnik
r=1
de x = (x1,...,%m) con respecto a K y la denotamos por

b1 bm
/ / Aoy s K (51, s 8m)(@1(51), -+ s Tm(Sm))-
al Am
En Honig [3] se muestra que, para funciones continuas, la integral de Dushnik y la integral de
Riemann-Stieltjes coinciden.

Definicién. z € Q,([a,b], X) si, y solo si, para todo € > 0 el conjunto {t € [a,b] |||z(t)|| > €} es
finito.

En Honig [3] se muestra que el espacio de las funciones regladas se puede descomponer como
suma directa de las regladas por la izquierda y €2,.

Teorema 3. Si K € SF(H[ar,br],L(Xl,...,Xm;Y)) y zr € G(lap, b,), X)), r=1,...,m,

r=1
entonces

b1 b
i) Ezxiste A, x :/ / oy s, K (51,0 oy Sm)(@1(81)s -« oy T (Sm))s
al Am,

it) A, es m-lineal,
i) [Ny xl| < SE[E][[za]]- - [Jem]],

i) Si z, € Qo([ar, br], X,), para algin r =1,...,m, tenemos que A, x = 0.
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Demostracion. Si x, = 0, para algin r, o K = 0, el resultado es inmediato. Por tanto, conside-
remos . #0,r=1,...,m,y K # 0.
i) Veamos que el criterio de Cauchy se verifica.

Sea € > 0, entonces para todo r, » = 1,...,m, por caracterizacién de las funciones regladas,
existe P.(e) € Pla,,b,] tal que

w (zr) < izl ‘
P, (e) 2,5'F[K]H.%‘1||||37m”

Si P > P(e) = H P,(¢), podemos obtener P de P(¢) intercalando un nimero finito de

r=1
puntos en las particiones P.(e). Inductivamente, todo se reduce al caso en el cual P se
obtiene insertando un punto en alguna particion Py (€) para algin k, k = 1,...,m. Sea O
el punto considerado, en algun intervalo de Py(€). Asi,

Op = 0py = Z Aj1y .- Ai(m)K(fﬂl(&u)), o r—1(Gik—1)),

i (&iry) — 2k(Eor)s Thr1 (Gikr1))s - - - axm(gi(m)))

n(P)
+ Z Az’(l)~'~Ai(m)K<x1(£i(1))w~~axk1(£i(k—1))7

i(1),...,i(m)

v (o,) — r(&ity—1)s Trr1 Cier1))s - - - ,xm(fi(m)))

De donde,
n(P)
xl(fi(l))
JP_O'P(S) = Z AZ(l)Al(m)K(HﬁElH cey
i(1),...,i(m)
2SF K] [|za]] - - ||zm]| T (Ei(m)) €
(@ (Eiry) — 2k(€0)))s -+ -
eljzl] () - lzml| ) 2SF[K]
(P)
m1(571(1))
i(1),...,i(m)
2SF K] ||z - - ||zm]| xm(&(m))) €
xr — X i _ gee ey .
Luego,
€ € € €
- < SFIK F[K = — 4 — —¢.
llor =oroll = SFIKlGepmg +SFIKlsgpmg =3 T2 =
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y, por tanto,
P,P>P(e)=>|lo, —0,|| <e

ii) Es directo de la definicion de la integral.

m

iii) Para cualquier P € IP’< H[ar, br}>, tenemos

r=1
n(P)
z1(&i(1)) Tm (&i(m))
oo || = 3 Ai(l)...Ai(m)K( III(II) T <||> Nzl |zl |
i(1),...,i(m) ! m

De donde,

ol < SE[E][[z1]] - - [|zm]]
Asi, pasando al limite, resulta

[Agez|| < SFIK]||za|] - - [Jzm]]-

iv) Sin pérdida de generalidad, supongamos que x; € Qq([a1,b1], X1). Entonces, por la defini-
cion de Qq, para todo € > 0 existe Pj(€) € Play, by] tal que

{t€ labi] Il O] = srmymerea | © Pale)-

m
De donde, si P = H P, con P; > Pi(e) y las otras particiones son arbitrarias, entonces

r=1
n(P)
SE[K]||zal - - |zmll
loall=|| > A AWK( 6 (&),
§(1),i(m)
z2(&i(2)) Tm (€i(m)) €
H"L?H v Hl"mH ) HSF[K] <€
Por lo tanto, A, z =0.
O
Tal como en el caso bilineal ([6, Theorem 4.3]) se tiene que
Teorema 4. Sean K € SF<H[ar,br],L(Xl,...,Xm;Y)> y z € G(lar,b.],X,), para todo
r=1

r,r=1,...,m. Entonces,

b by
Asz/ ds, - de, K (81, ..y 8m)x1(81) -+ T (Sm)-
QAm, al
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5 Representaciéon Integral tipo Riesz

Demostraremos ahora dos teoremas de representacién integral tipo Riesz, para operadores y
funcionales multilineales. Esos teoremas serén piezas fundamentales para expresar operadores y
funcionales polinomiales como operadores y funcionales de Volterra-Stieltjes, es decir para probar
los Teoremas 7 y 8, de la ultima seccién.

m
Definicién. Sea K : H[a,., be],— L(X1,...,Xm; Z), escribimos

r=1
K¢ SFam(H[a,,br],L(Xl,...7Xm;Z))
r=1
st K(81,...,8i—1,04,Sit1,---,8m) = 0 para todo i,i=1,...,m.

Teorema 5. La aplicacion K — A, donde

bm by
AKP/ dSm.../ do, K (1, 8m)71(51) - T (510)

m al

es una isometria entre los espacios de Banach

SFa"‘(H[a'T7bT]7L(X1>' 7XmaZ)>

r=1
Y
LG~ ([a1,01], X1), - -, G~ ([ams bin], Xim ); Z).
Ademds,
K(s1y.oy8m)(T1, .., Tm) = Ay (X(al,sl]ffl» ce X(am,sm]fm)
Y

1Al = SFIK].

Demostracion. Por el Teorema 3, la aplicacion esta bien definida, es lineal y continua; ademas,

IAll < SFIK].
Inyectividad: Si K # 0, existen 7, € (a,,b.] y T € X,,r =1,...,m tales que

K(Tl,...,Tm)((fl,...,ifm) #0

Sea z, = X(q,,7,1Zr € G~ ([ar, br], X;), entonces A, # 0, pues

b, by
AK(E = / / dslu.smK(sly'~'7Sm)(X(a1,‘rl](81)j1a~~~7X(am,7'm](sm)fz'm)
am ay

K(11,. oy Tm)(Z1y - ooy Tm)-
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Sobreyectividad: Dada A € L(G™ [a1,b1], X1), ..., G~ ([am, bm], Xim); Z), si existe

K e SFym ( H[ar, br], L(X1,..., Xm; Z)) tal que A = A, entonces
r=1
K(Tl, e ,Tm)(i'l, ey ffm) = A(X(al,n]fh e 7X(am,'rm]jm)a
Tr € (ar, by y T € Xpyr = 1,...,m. Tomemos esta como la definicién de K.

Debemos probar que: a) SF[K] < ||A||y b) A, = A.

a)SFP [K} = sup Z Az(l) c.. Ai(m)K(ji(l)v ey fi(m)) : ji(r) e X,
1Z:m IS |i),i(m)
n(p)

- 7Sllp Z A(X(f,(m 1, L(l)] 1(1)’ e ( i(m)—1,t 1(rn)] 1(m))

NZim <1 | (i), i(m)

n(p1) n(pm)

= sup A Z X(ti1y—1, 1(1)] i(1)s - Z X(tigmy—1:tiom)] ¥ Li(m) < lIA]

[1Zim [I<1 i(1)=1 z(m) 1

b) Tenemos que A, A, € L(G~([a1,b1], X1), ..., G~ ([am,bm], Xm); Z). Para probar la igualdad
A, = A, basta ver que coinciden en los elementos de la forma X(4, 7,171, -+ s X(am ,rn]Tm DUES
estos forman un conjunto total en G~ ([a1,b1], X1),..., G~ ([@m, bm], Xim), respectivamente. De

heChO A X(al,n]xlv ce. aX(am,T,n]an) =

/ / ds,. 31 e sm)(X(al,n](Sl)jla e 7X(am,'rm](sm)j3m)

Am

—K’Tl,.. (1’1,.. CCm)

- A(X(al,‘rl]xlw”aX(am,‘rm]fim) O

Consideremos ahora el caso de operadores entre espacios de funciones. Necesitaremos, para
esto, la siguiente definiciéon.

m

Definicién. Sea K : [a,b] X H[ar,b,«] — L(Xy,...,Xm;Y). Definimos
r=1
Kt H[aﬁbr] — L(X1,..., Xm;) y Kem : [a,b] — L(X1,...,Xm;Y) por
r=1

Kt (s1,..y8m) = K(t,81,...,8m) = Kgn(t).

Ademiés, consideremos las siguientes propiedades:
(G°) : K es simplemente reglada como funcion det, i.e.,

Kgm € G7([a,b], L(X1,..., Xm;Y)).
(SF*) : K es uniformemente de semivariacion de Fréchet acotada como funcion de
(81, 8m), 1.6,

SF“[K] = sup SF|K'] < co.
t€la,b]
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(SFY.) : K satisface (SF“)y K* € SFym | [] [ar,br], L(X1, ..., Xm; Z)) paratodo t € [a,b].
r=1
Cuando K verifica ambas (G7) y (SF™), escribimos

KecGe.SFe ([a,b] < [lar b:], (X1, ... ,Xm;Y)>.

r=1
Analogamente para K € G7 - SF}...

Teorema 6. La aplicacion K — A, donde

b by
AKx(t):/ do oo [ Ao K (51, )21 (51) - T (5m0)

es una isometria entre los espacios de Banach

G7 - SEn <[a7b] x H[ar,br},L(Xhm,Xm;Y))

r=1
Y
L(G™([a1,01], X1), -, G ([am, b, X ); G([a, 8], V).
Ademds,
K(t,s1,. . 8m)(Z1, - Tm) = Mg (X(ar,s11Z10 -+ s X(am 5] Zm ) ()
Y

1Al = SF[K].

Demostracion. Para t € [a,b], Ksm es de semivariacion de Fréchet acotada. Por otro lado, z, es
reglada, para r = 1,...m, entonces A, (1,...,%;,)(t) esta bien definida. Como en la prueba
anterior, la linealidad y la inyectividad son consecuencias directas de la definicion. Ademas, para
t € la,b],

(Aez) @O < SFIK ||| - |||
Luego,
[Agz|] < SEUIK] [l - [[am]]-
Por lo tanto,
IAkll < SFUK].

Sobreyectividad: Sea A € L(G~ ([a1,b1], X1), ..., G ([am,bm], Xm); G([a,b],Y)). Por el teore-
ma anterior, existe

s

K€ SFam( [ar,br],L(Xh...,Xm;G([a,b],Y)>

r=1

tal que

Divulgaciones Matematicas Vol. 17 No. 1 (2016), pp. 1-13
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b by
Ax:/ dsm~--/ ds, K(51,. ., 8m)21(51) -« 2 (Sm)s

m 1

donde
R(Sl, BN Sm)(jl, s a'fm) = A(X(al,sl]jla s aX(am,sm]jm)'
Definiendo
K :[a,b] x [Jlar. 0] — L(X1, ..., Xpm; Y)
r=1
por
K(t,s1,. s 8m) (@1, s Tm) = (K(81, -+ 8m) (T1, -, Zm)) (1),

tenemos

A(X(ar,510T15 - s X(am,sm]Tm) (1) = K(t, 51, .., 8m) (T1, -+ o s Trn).

Por lo tanto,

bm, bl
Malt) = [y [ oK s s)ni() (o).

m 1
Mostremos ahora que K € G° - SF. <[a, b] x H[a"’ bl L(X1, ..oy Xon; Y)>
r=1

a) K(t,ay,...,am)(T1,- ., Zm) = (K(a1,. .., am) (@1, ..., %m))(t) = 0.

b) K es uniformemente de semivariacion de Fréchet acotada en (si,...,$,,). De hecho, sean
m

P =] PP €Plar,b] y Zipy € X, con ||Ty(r)|| < 1 para todo i(r), 1 < i(r) < n(r),¥r =

r=1
1,...,m.
n(P)
Entonces, Z Ai(l) . Ai(m)K(t) (‘(Ei(l)a e afi(m)) =
i(1),...,i(m)
n(Py) n(Prm)
= A D Xt or i Tis - D Xttim—s i) Timy | (@)
i(1)=1 i(1)=1
n(Pr) n(Pm)
<||A Z X(ti(l)—lvti(l)]i’i(l)’ tt Z X(ti(m)fluti(m)]ji(m)
i(1)=1 i(1)=1
n(P1) n(Prm)
< ||AH Z X(ti(l)—lvti(l)]ji(l) Z X(ti(nL)flati(wn)]ji(m) < ||AH
i(1)=1 i(1)=1
Luego,
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SF[K' <||A]| Vt € [a,b].
De donde,
SFU[K] < [[A]].

c) K es simplemente reglada como funcién de ¢; pues como A toma valores en G([a,b],Y), por
la definicion de K, tenemos que, para todo (s1,..., Sy ), la funcién

¢:la, b)) —Y
definida por

o) = K(t, 81,y 8m)(Z1, -y Tm),

para todo (Z1,...,Tm), es reglada.

6 Aproximaciéon de operadores no lineales
Definicién. Si h,, € G- SE*([a,b]™ !, L,,(X;R)), el funcional
Pm - Gi([avaX)—)Rv

definido por

m b b
(pm)(t) :ho(t)+Z/ dsn~--/ Ao, b (t, 51, -, sp)2(s1) - - 2(sn),

es llamado funcional polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

En Istritescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass, el cual expresa que el conjunto de
todos los operadores polinomiales continuos, definidos sobre un subconjunto compacto de un
espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los operadores continuos, en ese mismo
compacto. En su prueba, utiliza tres importantes teoremas del Anélisis Funcional: el Teorema de
Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman y el Teorema de Riesz-Katutani.

Teorema 7. Sean A C G~ ([a,b], X) compacto y p: A — R continuo. Entonces, para todo € > 0,
existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes p,, tal que

16 — pml] < e,
para todo x € A.

Demostracion. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.1] tenemos que todo funcional conti-
nuo, definido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser aproximado
uniformemente por funcionales polinomiales. Por el teorema 5, estos son funcionales polinomiales
de Volterra- Stieltjes. O
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Definicién. Si h,, € G° - SF*([a,b|™* !, L,,(X; X)), el operador
Py Gi([aa b]vX) — Gi([a’vb]aX),
definido por

m b b
(me)(t):ho(t)—i—Z/ dsn-.-/ Ay, hn(t, 51, ..., sp)(s1) -~ 2(sn),

n=174a

es llamado operador polinomzial de Volterra-Stieltjes, de grado m.
También en Istrdtescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass para funcionales, el cual
expresa que el conjunto de todos los funcionales polinomiales continuos, definidos sobre un sub-

conjunto compacto de un espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los funcionales
continuos, en ese mismo compacto.

Teorema 8. Sean A C G~ ([a,b], X) compacto y P : A — G~ ([a,b], X) continuo. Entonces, para
todo € > 0, existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes P, tal que

||Px — Pnx|| < e
para todo x € A.

Demostracion. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.5] tenemos que todo operador conti-
nuo, definido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser apro-ximado
uniformemente por operadores polinomiales. Por el teorema 6, estos son operadores polinomiales
de Volterra- Stieltjes. O
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