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Resumen

Establecemos una aproximación (tipo Weierstrass) para operadores de�nidos sobre el es-
pacio de funciones regladas, G[a, b], vía la representación integral (tipo Riesz) de operadores
no lineales.
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Abstract

We establish a Weierstrass approximation for operators de�ned in the space of regulated
functions, G[a, b], via Riesz integral representation of nonlinear operators.
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1 Introducción

La aproximación de operadores (funcionales) no lineales por operadores (funcionales) polinomia-
les, es decir, los Teoremas de Weierstrass en espacios de Banach, fue obtenida por Istratescu [5].
Posteriormente, Baesler-Dauvaget [2] tratarón el problema análogo donde los espacios de Banach
son espacios de funciones (C[a, b] y Lp[a, b]) y los operadores polinomiales son sumas parciales de
series de Volterra.

En este trabajo, mostraremos dos resultados: primero, que todo funcional continuo, de�nido
sobre un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por fun-
cionales polinomiales de Volterra-Stieltjes. Y luego, que todo operador continuo, de�nido sobre
un subconjunto compacto de funciones regladas por la izquierda, es aproximable por operadores
polinomiales de Volterra-Stieltjes. En ambos casos, procedemos vía la representación integral (ti-
po Riesz) de operadores y funcionales no lineales. Con ese propósito fue necesario generalizar, al
caso multilineal, las reprentaciones integrales realizadas por Hönig [4], caso lineal, y Prandini [6],
caso bilineal.
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2 Funciones Regladas

Consideremos [a, b] ⊂ R un intervalo cerrado y X,W espacios de Banach.

De�nición. x : [a, b]→ X es una función reglada si x solo tiene discontinuidades de primera
especie, esto es, si

i) Para todo t ∈ [a, b) existe x(t+) = ĺım
ε↓0

x(t+ ε),

ii) Para todo t ∈ (a, b] existe x(t−) = ĺım
ε↓0

x(t− ε).

Por G([a, b], X) designamos el espacio de Banach de las funciones regladas de [a, b] en X, consi-
derado con la norma del supremo.

Es directo de la de�nición que toda función continua es reglada. Otros espacios de funciones
de uso frecuente (de variación acotada, monótonas, Lipschitz, absolutamente continuas, Darboux,
con primitiva, etc.) están estrechamente relacionadas con el espacio de las funciones regladas.

De�nición. x : [a, b]→ X es una función reglada por la izquierda si

i) x(a) = 0,

ii) x(t−) = x(t), para todo t ∈ (a, b].

El espacio de las funciones regladas por la izquierda, G−([a, b], X), es un sub-espacio cerrado de
G([a, b], X).

De�nición. x : [a, b]→ L(W,X) es una función simplemente reglada si, para todo w ∈ W ,
la función

x · w : [a, b] −→ X

t 7−→ x(t)w, es reglada.

En Arbex [1] se muestra que el espacio de las funciones regladas, G([a, b], L(W,X)), está
contenido en el de las simplemente regladas, Gσ([a, b], L(W,X)), y son iguales si, y solo si, W es
de dimensión �nita.

3 Funciones de semivariación acotada

Consideremos [a1, b1], [a2, b2], . . . , [am, bm] ⊂ R y X1, X2, . . . , Xm, Y, Z espacios de Banach.

De�nición. Una partición de un m-bloque,
m∏
r=1

[ar, br] ⊂ Rm, es un conjunto �nito del tipo

P =

m∏
r=1

Pr, con Pr una partición de [ar, br], donde los puntos de esta veri�can que ar = to(r) <

. . . < tn(r) = br. Hacemos n(P ) =

m∏
r=1

n(r) y |P | =
m∏
r=1

|Pr|, con |Pr| la norma de la partición Pr.

Denotamos por P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
al conjunto de todas las particiones del m-bloque.
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De�nición. Sean z :

m∏
r=1

[ar, br] −→ Z y P =

m∏
r=1

Pr, con P ∈ P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
y ar = to(r) <

. . . < tn(r) = br. Fijando r, consideramos un entero positivo i(r) con 1 ≤ i(r) ≤ n(r) y de�nimos:
Para m = 1,

∆iz = z(ti)− z(ti−1) ∈ Z.

Para m ≥ 2,

∆i(r)z :

r−1∏
j=1

[aj , bj ]×
m∏

j=r+1

[aj , bj ] −→ Z

por

(∆i(r)z)(s1, . . . , sr−1, sr+1, . . . , sm) =
z(s1, . . . , sr−1, ti(r), sr+1, . . . , sm)− z(s1, . . . , sr−1, ti(r)−1, sr+1, . . . , sm)

Considerando q, 1 ≤ q ≤ m, podemos calcular

∆i(1)(∆i(2)(. . .∆i(q)z) . . . )(sq+1, . . . , sm)

al que denotamos por

∆i(1)∆i(2) . . .∆i(q)z.

De�nición. Un operador Λ :

m∏
r=1

Xr −→ Y es m-lineal o multilineal si es lineal en cada

variable. Escribimos Λ ∈ L(X1, . . . , Xm;Y ) si Λ es m-lineal y continuo (i.e., existe M ≥ 0 tal
que ||Λ(x1, . . . , xm)|| ≤M ||x1|| · · · ||xm||).

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ Z. La variación Vitali de K en
m∏
r=1

[ar, br] está dada por

V [K] = supP VP [K],

donde

V
P

[K] =

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∣∣|∆i(1) . . .∆i(m)K
∣∣ |, P ∈ P

( m∏
r=1

[ar, br]

)
.

Si V [K] <∞, diremos que K es de variación acotada en
m∏
r=1

[ar, br] y escribimos

K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], Z

)
.

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X,Y ). La semivariación de Vitali de K en
m∏
r=1

[ar, br]

está dada por
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SV [K] = sup
P
SV

P
[K],

donde

SV
P

[K] = sup
||xi(1)...i(m)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1)...i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : xi(1)...i(m) ∈ X

 .

Si SV [K] <∞, diremos que K es de semivariación de Vitali acotada y escribimos

K ∈ SV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
.

Teorema 1. BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
⊂ SV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
. Además, si

K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
, entonces SV [K] ≤ V [K].

Demostración. Dados K ∈ BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X,Y )

)
, P ∈ P

( m∏
r=1

[ar, br]

)
y xi(1)...i(m) ∈ X,

1 ≤ i(r) ≤ n(Pr), r = 1, . . . ,m, tales que ||xi(1)...i(m)|| ≤ 1, entonces∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1)...i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

n(P )∑
i(1),...,i(m)

||∆i(1) . . .∆i(m)K||

≤ V [K].

Luego, SV [K] ≤ V [K].

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ). La semivariación de Fréchet de K en

m∏
r=1

[ar, br] está dada por

SF [K] = sup
P
SF

P
[K],

donde

SF
P

[K] = sup
||xi(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(xi(1), . . . , xi(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : xi(r) ∈ Xr

 .

Si SF [K] <∞, diremos que K es de semivariación de Fréchet acotada y escribimos

K ∈ SF
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.
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De forma análoga al teorema anterior se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2. BV

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
⊂ SF

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
. Ade-

más, si K ∈ BV
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
, entonces SF [K] ≤ V [K].

4 Integral de Dushnik

De�nición. Sean e, (e
P

)P∈P puntos de un espacio topológico E. Escribimos e = ĺım
P∈P

e
P
cuando,

para toda vecindad V de e, existe P
V
∈ P tal que

P ≥ P
V
⇒ e

P
∈ V.

De�nición. Sean K :

m∏
r=1

[ar, br] → L(X1, . . . , Xm;Y ) y xr : [ar, br] → Xr; r = 1, . . . ,m. Si

existe

ĺım
P∈P

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(x1(ξi(1)), . . . , xm(ξi(m))

con ξi(r) ∈ (ti(r)−1ti(r)) y P = P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
, este límite es llamado la integral de Dushnik

de x = (x1, . . . , xm) con respecto a K y la denotamos por∫ b1

a1

· · ·
∫ bm

am

ds1...smK(s1, . . . , sm)(x1(s1), . . . , xm(sm)).

En Hönig [3] se muestra que, para funciones continuas, la integral de Dushnik y la integral de
Riemann-Stieltjes coinciden.

De�nición. x ∈ Ω
0
([a, b], X) si, y solo si, para todo ε > 0 el conjunto {t ∈ [a, b] ‖|x(t)|| ≥ ε} es

�nito.

En Hönig [3] se muestra que el espacio de las funciones regladas se puede descomponer como
suma directa de las regladas por la izquierda y Ω

0
.

Teorema 3. Si K ∈ SF
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y xr ∈ G([ar, br], Xr), r = 1, . . . ,m,

entonces

i) Existe Λ
K
x =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bm

am

ds1...smK(s1, . . . , sm)(x1(s1), . . . , xm(sm)),

ii) Λ
K

es m-lineal,

iii) ||Λ
K
x|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||,

iv) Si xr ∈ Ω0([ar, br], Xr), para algún r = 1, . . . ,m, tenemos que Λ
K
x = 0.
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Demostración. Si xr = 0, para algún r, o K = 0, el resultado es inmediato. Por tanto, conside-
remos xr 6= 0, r = 1, . . . ,m, y K 6= 0.

i) Veamos que el criterio de Cauchy se veri�ca.

Sea ε > 0, entonces para todo r, r = 1, . . . ,m, por caracterización de las funciones regladas,
existe Pr(ε) ∈ P[ar, br] tal que

ω
Pr (ε)

(xr) <
ε||xr||

2SF [K]||x1|| · · · ||xm||
·

Si P ≥ P (ε) =

m∏
r=1

Pr(ε), podemos obtener P de P (ε) intercalando un número �nito de

puntos en las particiones Pr(ε). Inductivamente, todo se reduce al caso en el cual P se
obtiene insertando un punto en alguna partición Pk(ε) para algún k, k = 1, . . . ,m. Sea Ok
el punto considerado, en algún intervalo de Pk(ε). Así,

σ
P
− σ

P (ε)
=

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1)), . . . , xk−1(ξi(k−1)),

xk(ξi(k))− xk(ξOk), xk+1(ξi(k+1)), . . . , xm(ξi(m))

)

+

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1)), . . . , xk−1(ξi(k−1)),

xk(ξOk)− xk(ξi(k)−1), xk+1(ξi(k+1)), . . . , xm(ξi(m))

)

De donde,

σ
P
− σ

P (ε)
=

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
. . . ,

2SF [K] ||x1|| · · · ||xm||
ε||xk||

(xk(ξi(k))− xk(ξOk)), . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

)
ε

2SF [K]

+

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
, . . . ,

2SF [K] ||x1|| · · · ||xm||
ε||xk||

(xk(ξOk)− xk(ξi(k)−1)), . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

)
ε

2SF [K]
·

Luego,

||σ
P
− σ

P (ε)
|| ≤ SF [K]

ε

2SF [K]
+ SF [K]

ε

2SF [K]
=
ε

2
+
ε

2
= ε.
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y, por tanto,

P, P̄ ≥ P (ε) =⇒ ||σ
P
− σ

P̄
|| ≤ ε.

ii) Es directo de la de�nición de la integral.

iii) Para cualquier P ∈ P
( m∏
r=1

[ar, br]

)
, tenemos

||σ
P
|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
x1(ξi(1))

||x1||
, . . . ,

xm(ξi(m))

||xm||

)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ · ||x1|| · · · ||xm||

De donde,

||σ
P
|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||.

Así, pasando al límite, resulta

||Λ
K
x|| ≤ SF [K]||x1|| · · · ||xm||.

iv) Sin pérdida de generalidad, supongamos que x1 ∈ Ω0([a1, b1], X1). Entonces, por la de�ni-
ción de Ω0, para todo ε > 0 existe P1(ε) ∈ P[a1, b1] tal que{

t ∈ [a1, b1] : ||x1(t)|| ≥ ε
SF [K]||x2||···||xm||

}
⊂ P1(ε).

De donde, si P =

m∏
r=1

Pr con P1 ≥ P1(ε) y las otras particiones son arbitrarias, entonces

||σ
P
|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K

(
SF [K]||x2|| · · · |xm||

ε
x1(ξi(1)),

x2(ξi(2))

||x2|| , . . . ,
xm(ξi(m))

||xm||

) ∣∣∣∣∣∣∣∣ ε

SF [K]
< ε.

Por lo tanto, Λ
K
x = 0.

Tal como en el caso bilineal ([6, Theorem 4.3]) se tiene que

Teorema 4. Sean K ∈ SF

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y xr ∈ G([ar, br], Xr), para todo

r, r = 1, . . . ,m. Entonces,

Λ
K
x =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm).
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5 Representación Integral tipo Riesz

Demostraremos ahora dos teoremas de representación integral tipo Riesz, para operadores y
funcionales multilineales. Esos teoremas serán piezas fundamentales para expresar operadores y
funcionales polinomiales como operadores y funcionales de Volterra-Stieltjes, es decir para probar
los Teoremas 7 y 8, de la última sección.

De�nición. Sea K :

m∏
r=1

[ar, br],−→ L(X1, . . . , Xm;Z), escribimos

K ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
si K(s1, . . . , si−1, ai, si+1, . . . , sm) = 0 para todo i, i = 1, . . . ,m.

Teorema 5. La aplicación K 7−→ Λ
K
, donde

Λ
K
x =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm)

es una isometría entre los espacios de Banach

SFam

( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
y

L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z).

Además,

K(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ
K

(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)

y

||Λ
K
|| = SF [K].

Demostración. Por el Teorema 3, la aplicación está bien de�nida, es lineal y continua; además,
||Λ|| ≤ SF [K].

Inyectividad: Si K 6= 0, existen τr ∈ (ar, br] y x̄r ∈ Xr, r = 1, . . . ,m tales que

K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m) 6= 0.

Sea xr = X(ar,τr]x̄r ∈ G−([ar, br], Xr), entonces Λ
K
6= 0, pues

Λ
K
x =

∫ bm

am

· · ·
∫ b1

a1

ds1...smK(s1, . . . , sm)(χ(a1,τ1](s1)x̄1, . . . , χ(am,τm](sm)x̄m)

= K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m).
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Sobreyectividad: Dada Λ ∈ L(G−[a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z), si existe

K ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
tal que Λ = Λ

K
, entonces

K(τ1, . . . , τm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m),

τr ∈ (ar, br] y x̄r ∈ Xr, r = 1, . . . ,m. Tomemos esta como la de�nición de K.
Debemos probar que: a) SF [K] ≤ ||Λ|| y b) Λ

K
= Λ.

a)SF
P

[K] = sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(p)∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(x̄i(1), . . . , x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ : x̄i(r) ∈ Xr


= sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(p)∑
i(1),...,i(m)

Λ(χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . , χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣


= sup
||x̄i(r)||≤1


∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(p1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(pm)∑
i(m)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
 ≤ ||Λ||.

b) Tenemos que Λ,Λ
K
∈ L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);Z). Para probar la igualdad

Λ
K

= Λ, basta ver que coinciden en los elementos de la forma χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m pues
estos forman un conjunto total en G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm), respectivamente. De
hecho, Λ

K
(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m) =

=

∫ bm

am

· · ·
∫ bm

a1

ds1...smK(s1 . . . sm)(χ(a1,τ1](s1)x̄1, . . . , χ(am,τm](sm)x̄m)

= K(τ1, .., τm)(x̄1, . . . , x̄m)
= Λ(χ(a1,τ1]x̄1, . . . , χ(am,τm]x̄m).

Consideremos ahora el caso de operadores entre espacios de funciones. Necesitaremos, para
esto, la siguiente de�nición.

De�nición. Sea K : [a, b]×
m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ). De�nimos

Kt :

m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm; ) y Ksm : [a, b] −→ L(X1, . . . , Xm;Y ) por

Kt(s1, . . . , sm) = K(t, s1, . . . , sm) = Ksm(t).

Además, consideremos las siguientes propiedades:
(Gσ) : K es simplemente reglada como función de t, i.e.,

Ksm ∈ Gσ([a, b], L(X1, . . . , Xm;Y )).

(SFu) : K es uniformemente de semivariación de Fréchet acotada como función de
(s1, . . . , sm), i.e.,

SFu[K] = sup
t∈[a,b]

SF [Kt] <∞.
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(SFuam) : K satisface (SFu) y Kt ∈ SFam
(

m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Z)

)
para todo t ∈ [a, b].

Cuando K veri�ca ambas (Gσ) y (SFu), escribimos

K ∈ Gσ · SFu
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.

Análogamente para K ∈ Gσ · SFuam .

Teorema 6. La aplicación K 7−→ Λ
K
, donde

Λ
K
x(t) =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(t, s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm)

es una isometría entre los espacios de Banach

Gσ · SFuam
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
y

L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);G([a, b], Y )).

Además,

K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ
K

(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)(t)

y

||Λ
K
|| = SFu[K].

Demostración. Para t ∈ [a, b],Ksm es de semivariación de Fréchet acotada. Por otro lado, xr es
reglada, para r = 1, . . .m, entonces Λ

K
(x1, . . . , xm)(t) está bien de�nida. Como en la prueba

anterior, la linealidad y la inyectividad son consecuencias directas de la de�nición. Además, para
t ∈ [a, b],

||(Λ
K
x)(t)|| ≤ SF [Kt]||x1|| · · · ||xm||.

Luego,

||Λ
K
x|| ≤ SFu[K]||x1|| · · · ||xm||.

Por lo tanto,

||Λ
K
|| ≤ SFu[K].

Sobreyectividad: Sea Λ ∈ L(G−([a1, b1], X1), . . . , G−([am, bm], Xm);G([a, b], Y )). Por el teore-
ma anterior, existe

K̄ ∈ SFam
( m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;G([a, b], Y )

)
tal que
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Λx =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K̄(s1, . . . , sm)x1(s1) . . . xm(sm),

donde

K̄(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = Λ(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m).

De�niendo

K : [a, b]×
m∏
r=1

[ar, br] −→ L(X1, . . . , Xm;Y )

por

K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m) = (K̄(s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m))(t),

tenemos

Λ(χ(a1,s1]x̄1, . . . , χ(am,sm]x̄m)(t) = K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m).

Por lo tanto,

Λx(t) =

∫ bm

am

dsm · · ·
∫ b1

a1

ds1K(t, s1, . . . , sm)x1(s1) · · ·xm(sm).

Mostremos ahora que K ∈ Gσ · SFuam
(

[a, b]×
m∏
r=1

[ar, br], L(X1, . . . , Xm;Y )

)
.

a) K(t, a1, . . . , am)(x̄1, . . . , x̄m) = (K̄(a1, . . . , am)(x̄1, . . . , x̄m))(t) = 0.

b) K es uniformemente de semivariación de Fréchet acotada en (s1, . . . , sm). De hecho, sean

P =

m∏
r=1

Pr, Pr ∈ P[ar, br] y x̄i(r) ∈ Xr con ||x̄i(r)|| ≤ 1 para todo i(r), 1 ≤ i(r) ≤ n(r),∀r =

1, . . . ,m.

Entonces,

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

n(P )∑
i(1),...,i(m)

∆i(1) . . .∆i(m)K(t)(x̄i(1), . . . , x̄i(m))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

 (t)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣Λ
 n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1), . . . ,

n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤ ||Λ||

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n(P1)∑
i(1)=1

χ(ti(1)−1,ti(1)]x̄i(1)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ · · ·

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n(Pm)∑
i(1)=1

χ(ti(m)−1,ti(m)]x̄i(m)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ||Λ||.

Luego,
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SF [Kt] ≤ ||Λ|| ∀t ∈ [a, b].

De donde,

SFu[K] ≤ ||Λ||.

c) K es simplemente reglada como función de t; pues como Λ toma valores en G([a, b], Y ), por
la de�nición de K, tenemos que, para todo (s1, . . . , sm), la función

φ : [a, b] −→ Y

de�nida por

φ(t) = K(t, s1, . . . , sm)(x̄1, . . . , x̄m),

para todo (x̄1, . . . , x̄m), es reglada.

6 Aproximación de operadores no lineales

De�nición. Si hm ∈ Gσ · SFua ([a, b]m+1, Lm(X;R)), el funcional

ρm : G−([a, b], X) −→ R,

de�nido por

(ρmx)(t) = h
0
(t) +

m∑
n=1

∫ b

a

dsn · · ·
∫ b

a

ds1hn(t, s1, . . . , sn)x(s1) · · ·x(sn),

es llamado funcional polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

En Istr�aµescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass, el cual expresa que el conjunto de
todos los operadores polinomiales continuos, de�nidos sobre un subconjunto compacto de un
espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los operadores continuos, en ese mismo
compacto. En su prueba, utiliza tres importantes teoremas del Análisis Funcional: el Teorema de
Hahn-Banach, el Teorema de Krein-Milman y el Teorema de Riesz-Katutani.

Teorema 7. Sean A ⊂ G−([a, b], X) compacto y ρ : A→ R continuo. Entonces, para todo ε > 0,
existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes ρm tal que

||ρx− ρmx|| < ε,

para todo x ∈ A.

Demostración. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.1] tenemos que todo funcional conti-
nuo, de�nido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser aproximado
uniformemente por funcionales polinomiales. Por el teorema 5, estos son funcionales polinomiales
de Volterra- Stieltjes.
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De�nición. Si hm ∈ Gσ · SFua ([a, b]m+1, Lm(X;X)), el operador

Pm : G−([a, b], X) −→ G−([a, b], X),

de�nido por

(Pmx)(t) = h
0
(t) +

m∑
n=1

∫ b

a

dsn · · ·
∫ b

a

ds1hn(t, s1, . . . , sn)x(s1) · · ·x(sn),

es llamado operador polinomial de Volterra-Stieltjes, de grado m.

También en Istr�aµescu [5] se muestra el Teorema de Weierstrass para funcionales, el cual
expresa que el conjunto de todos los funcionales polinomiales continuos, de�nidos sobre un sub-
conjunto compacto de un espacio de Banach, es denso en el conjunto de todos los funcionales
continuos, en ese mismo compacto.

Teorema 8. Sean A ⊂ G−([a, b], X) compacto y P : A→ G−([a, b], X) continuo. Entonces, para
todo ε > 0, existe un operador polinomial de Volterra-Stieltjes Pm tal que

||Px− Pmx|| < ε

para todo x ∈ A.

Demostración. Del teorema de Weierstrass [5, Theorem 2.5] tenemos que todo operador conti-
nuo, de�nido sobre un subconjunto compacto de un espacio de Banach, puede ser apro-ximado
uniformemente por operadores polinomiales. Por el teorema 6, estos son operadores polinomiales
de Volterra- Stieltjes.
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