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Resumen

A partir del promedio de la expresión analítica aproximada del ángulo sólido subtendido
por un detector circular con respecto a una fuente puntual no-axial, presentada en 1986 (12),
son obtenidas expresiones analíticas para el ángulo sólido promedio subtendido por un detec-
tor circular con respecto a una fuente circular coaxial y el subtendido por un detector del mis-
mo tipo con respecto a una fuente cilíndrica coaxial. El procedimiento utilizado permite intro-
ducir el concepto de fuente equivalente.

Palabras clave: ángulo sólido, fuente equivalente, sistema espectrométrico.

On the solid angle and the equivalent sources

Abstract

From the average of the approximated analytical expression of the average solid angle sub-
tended by a circular detector with respect to no-axial source point, presented in 1986 (12), ana-
lytical expressions are obtained for the average solid angle subtended by a circular detector
with respect to a coaxial circular source and the one subtended by an equal detector with re-
spect to a coaxial cylindrical source. The used procedure allows to introduce the concept of
equivalent source.

Key words: solid angle, equivalent source, spectrometric system.

Introducción

Hasta la fecha se han realizado nume-
rosos trabajos con el objetivo de calcular
analítica y numéricamente (usando el méto-
do de Monte Carlo) el valor del ángulo sólido
promedio subtendido por el detector con
respecto a la fuente, para sistemas detec-
tor-fuente con diferentes geometrías. Ejem-
plos concretos los encontramos en las refe-
rencias (1-8) para detectores circulares y
fuentes circulares y cilíndricas, en (9, 10)

para detectores tipo pozo y fuentes puntua-
les y circulares, y en (11) para detectores ci-
líndricos y fuentes rectangulares.

En 1986 (12) fueron publicadas las si-
guientes expresiones analíticas del ángulo
sólido promedio:

1. Para un sistema detector circu-
lar-fuente puntual (SCP) no-axial,
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donde u r yd� / y w R y� / , con y la
distancia entre la fuente y el plano del
detector, rd el radio del detector y

R x y� �2 2 la distancia entre la fuen-

te puntual y el eje del detector. El sub-
índice P indica que es para una fuente
puntual y ~ indica que pertenece a las
publicadas en (12).

2. Para un sistema detector circu-
lar-fuente circular (SCC) coaxial,
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donde 
 � 2r yf / , con r f el radio de la
fuente y y es la distancia entre el plano
del detector y el plano de la fuente. El
subíndice C indica que es para una
fuente circular.

3. Para un sistema detector circu-
lar-fuente cilíndrica (SCCil) coaxial,
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donde:

A a c d� � � �( )2 2 2 2 , B A c� �2 2

C A d� �2 2 , D a c d� � �2 2 2 ,

E D c� �2 2 , F D d� �2 2 ,

G a a a� � � �2 1 2 42( )( )

con a w b� � �( )1 , b w� � �2 2/ ( ),
c b� 1

2
 , d bu� .

Aquí ��w h yf / , y es la distancia entre
el plano que contiene la base de la fuen-
te cilíndrica más cercana al detector y

el plano del detector (el eje del detector
pasa por los centros de ambas bases de
la fuente), h f es la altura de la fuente.
El subíndice Cil indica que es para una
fuente cilíndrica.

La expresión [1] es, en realidad, una
aproximación que resulta de despreciar el
término 2� 
 
R ocos( )� en la integral exacta
para un SCP no-axial cuya fuente está si-
tuada a una distancia y del plano del detec-
tor y R con respecto a su eje dada por (ver re-
ferencias (13, 14) para detalles y justifica-
ción de la aproximación),
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lo cual, ciertamente, introduce anomalías
(14) en la solución.

Dados un SCC y un SCCil (ambos coa-
xiales) y partiendo de la expresión [1], en
este trabajo se obtendrán expresiones analí-
ticas para el ángulo sólido promedio subten-
dido en dichos sistemas. Se demuestra ade-
más la existencia de fuentes que, al cumplir
con ciertas condiciones, comparten el mis-
mo ángulo sólido que la fuente original. A es-
tas fuentes las denominaremos fuentes
equivalentes.

La existencia de las fuentes equivalen-
tes permitirá simplificar los cálculos me-
diante la sustitución de la fuente a estudiar
por su fuente equivalente de menor dimen-
sión, transformando el sistema a otro con
geometría más simple.

Para darle sustento a todo lo anterior,
los resultados serán comparados con las ex-
presiones [2] y [3] que fueron obtenidas en
1986 (12) usando un método distinto al aquí
presentado.
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Equivalencia entre una fuente
anular y una puntual

Para calcular el ángulo sólido promedio
subtendido por un detector circular con res-
pecto a una fuente anular de radio r f coa-
xial, situada a una distancia y del plano del
mismo, la fuente será subdividida en infini-
tas fuentes puntuales como muestra la figu-
ra 1a.

Ahora, el ángulo sólido promedio para
la fuente anular �A vendrá dado por el pro-
medio de los ángulos sólidos de las fuentes
puntuales

~
�P sobre la circunferencia des-

crita por dicha fuente. Por lo tanto,

� �� � �A
f

P
f

Pr
ds

r
x z� � ��

1
2

1
2 1

2

	 	
� �

�

�~ ~
( ), ( )

C

dx

d

dz

d
d

( ) ( )�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

2 2
1

2

[5]

(aquí s es la longitud del camino) sobre el ca-
mino C dado por,

�
r x e z e r e r ex z f x f z� � � �( ) � ( ) � cos( ) � ( ) �� � � �sen

que se ha parametrizado mediante �, con
� 	� [ , ]02 . Ahora, al sustituir la expresión [1]
en la [5], resulta lo siguiente,

� ��A f f dy y r y r r� � � � �� �2 2 2 2 2 21
2

1
2	 ( ) ( ) [6]

expresión que es idéntica a la [1], para una
fuente puntual ubicada a una distancia
R r f� del eje del detector, por lo tanto,

� �A P�
~

[7]

que indica la equivalencia entre la fuente
puntual y la fuente anular bajo las condicio-
nes descritas.
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Figura 1. (a) Sistema detector circular y fuente

anular (a la izquierda) y anular subdi-

vidida en infinitas fuentes puntuales

(a la derecha). (b) SCC coaxial (a la iz-

quierda) y fuente circular subdividi-

da en infinitas fuentes anulares, que a

la vez equivalen a fuentes puntuales

que, en conjunto, configuran una fuen-

te lineal (a la derecha). (c) SCCil coa-

xial (a la izquierda) y fuente cilíndrica

subdividida en infinititas fuentes cir-

culares que, a la vez, resulta en infini-

tas fuentes lineales, formando así una

fuente rectangular (a la derecha).



Ángulo sólido promedio
para un SCC coaxial.

Equivalencia entre una fuente
circular y una fuente lineal

Para calcular el ángulo sólido prome-
dio �C subtendido por el detector con res-
pecto a la fuente en un SCC coaxial, cuya
fuente está situada a una distancia y del
plano del mismo y con radio r f , la fuente
puede ser subdividida en infinitas fuentes
anulares concéntricas (figura 1b). Además,
ya que debido a lo expresado en la sección 2
cada fuente anular equivale a una fuente
puntual, entonces podemos construir una
fuente lineal a lo largo de todo el radio con el
conjunto de todas estas fuentes puntuales.
A su ángulo sólido promedio lo denotare-
mos por �L . Todo lo anterior evidencia la
equivalencia entre una fuente circular y
una lineal, bajo las condiciones descritas.
Por lo tanto,

� �C L� [8]

Empleando un procedimiento análogo
al llevado a cabo en la sección anterior, pero
partiendo de,

� �L
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[9]

el valor de �L , a lo largo del camino C recto
�
r z e ez z� �( ) � �� � (donde � � [ , ]0 r f ) que con-
tiene a la fuente y parametrizado mediante
�, vendrá dado por,
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donde u r yd� / y 
 � 2r yf / , que tiene la
misma forma a la dada en 2006 (15) y en
2008 (14) por los mismos autores, pero para
una fuente lineal de longitud L simétrica con
respecto al eje del detector y paralela al pla-
no que lo contiene.

Para el presente caso L r f� 2 y si deno-
tamos con ��L el ángulo sólido subtendido
por el detector con respecto a dicha fuente li-
neal, entonces:

� �� �L L [11]

Lo anterior representa un resultado
que deberíamos esperar ya que la represen-
tación gráfica (figura 2a) de la expresión [1]
con respecto a x y z es simétrica, permitien-
do concluir además que,

� �C L� � [12]

De todo lo anterior, se puede escribir
que,

�C u
u

� �
� �

� � �

�

�
�
�

�

�
�
�

4
1

4

4 4

2
2

2 2

	





 



 

ln [13]

Ángulo sólido promedio
para un SCCil coaxial.

Equivalencia entre una fuente
cilíndrica y una fuente

rectangular

Por último, en esta sección será calcu-
lado el ángulo sólido promedio �Cil subten-
dido por el detector con respecto a la fuente
para un SCCil coaxial de radior f y alturah f ,
estando la cara superior de la fuente situada
a una distancia y del plano del detector
como muestra la figura 1c.

La fuente cilíndrica puede ser subdivi-
dida en infinitas fuentes circulares parale-
las y concéntricas. Sin embargo, según [8]
cada fuente circular equivale a una fuente li-
neal a lo largo de todo su radio, entonces po-
demos construir una fuente rectangular con
el conjunto de todas estas fuentes lineales,
cuyo ángulo sólido promedio denotaremos
por �R , como se muestra en la figura 1c.
Todo esto conduce a la siguiente conclusión,

� �Cil R� [14]
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Se comenzará ahora calculando �R . La
expresión [10] para cualquier distancia en-
tre el plano del detector y la fuente puede ser
escrita como sigue,

�L
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[15]

Para calcular el ángulo sólido promedio
de esta fuente rectangular se sigue un pro-
cedimiento análogo al descrito en las seccio-
nes 2 y 3, pero partiendo de la integral,

� �R
f

Lh
ds� �

1
C

[16]

sobre el camino C dado por
�
r y e ey y� �( ) � �� � ,

� � �[ , ]y y h f , que es un camino a lo largo del
eje y, parametrizado mediante �. Al sustituir
la expresión [15] en la [16], resulta lo si-
guiente:
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donde,
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con u r yd� / , 
 � 2r yf / , ��w h yf / .

Ahora bien, debido al resultado [14], la
expresión [17] debe ser igual al ángulo sóli-
do promedio de la fuente cilíndrica, por lo
tanto,
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Figura 2. Representación gráfica de la expre-

sión (1). (b) Otra fuente rectangular

equivalente a la fuente cilíndrica. (c)

Gráfica de �C (línea continua) y
~
�C

(línea punteada) vs y para un SCC

coaxial.
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En la expresión anterior, al hacer ten-
derh f a cero (esto equivale a � �w 0), se ob-
tiene la expresión [13] como debería espe-
rarse, siendo esto un indicador de que el
presente enfoque es correcto.

Por otro lado, debido al resultado [11],
podemos escribir también que,

� �Cil R� � [19]

donde ��R es el ángulo sólido subtendido por
el detector sobre una fuente rectangular
como la que se muestra en la figura 2b. Ade-
más, de los resultados [14] y [19] también
podemos escribir lo siguiente,

� �� �R R [20]

Análisis y conclusiones

Para validar el procedimiento seguido
en el presente trabajo, los resultados del
mismo fueron comparados con los corres-
pondientes obtenidos en 1986 (12).

Con respecto al caso de un SCC coa-
xial, la figura 3a muestra una representa-
ción gráfica de nuestro resultado [13] y de la
expresión [2] pudiéndose notar que ambas
soluciones coinciden cuando 
 � 0, mien-
tras que para valores crecientes de 
 se nota
una divergencia entre dichas soluciones.
Observamos también que esta divergencia
es sensible al tamaño de la fuente.

Esta zona de divergencia se aprecia en
la figura 3b. En la figura se puede notar que
mientras 
 crece, la solución [13] presenta-
da en este trabajo se acerca con mayor lenti-
tud a cero que la correspondiente [2] publi-
cada en (12).

La coincidencia entre ambas solucio-

nes se da para valores de u � 1 (r f �

1
2

y) de la

misma manera como se pudo notar en la fi-
gura 3a.

Esta sensibilidad es explicable me-
diante el término 2� 
 
R ocos( )� que debe
ser despreciado del integrando de [4] para
poder obtener [1] que es la expresión base
para los cálculos realizados en el presente
trabajo. El criterio usado para despreciar di-
cho término es que tanto � como R sean pe-
queños, siendo así su producto aún menor.
La cantidad R está relacionada con el radio
de la fuente en las expresiones [13] y [18],
por lo tanto es de esperarse que dichas ex-
presiones sean sensibles a sus cambios.

De la discrepancia entre ambas solu-
ciones mostrada en la figura 3b, resulta la
siguiente interrogante: ¿Cuál de las dos so-
luciones es más favorable? La respuesta a
esta pregunta es posible encontrarla a par-
tir de la figura 2c. Debería esperarse que
para y � 0, el correspondiente ángulo sólido
debería tender a 2	. Ninguna de las dos so-
luciones logra esto, pero la presentada en
este trabajo es más favorable ya que si se
extrapola desde una posición cercana al
máximo resulta que la tendencia es más
cercana a 2	 que la dada en (12). La solu-
ción presentada aquí no logra esto debido a
que ha heredado las anomalías (antes refe-
renciadas) de la expresión [1], por ser obte-
nida a partir de ésta.

Ahora, con respecto al caso de un SCCil
coaxial, las figuras 4a, 4b y 5 representan
una comparación entre las expresiones [3]
dada en (12) y la [18] resultado de este traba-
jo. En las figuras 4a y 4b se puede observar
un comportamiento análogo con respecto a
u y 
 al mostrado en las figuras 3a y 3b para
un SCC coaxial, lo cual era de esperarse
pues la expresión [18] se obtiene de prome-
diar la expresión [13]; por lo tanto, valen
aquí las mismas consideraciones. La figura
5 muestra una coincidencia casi perfecta
entre ambas soluciones, indicando la débil
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(línea continua) y
~
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(línea punteada) para un SCC coaxial vs

u para distintas �. (b) Ángulo sólido promedio �
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(línea continua) y
~
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(línea punteada) para

un SCC coaxial vs � para distintas u.
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(línea continua) y
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(línea punteada) para un SCCil coa-

xial vs u para distintas � y una misma �w . (b) Ángulo sólido promedio �
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(línea continua) y
~
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(línea punteada) para un SCCil coaxial vs � para distintas u y una misma �w .



sensibilidad de éstas a la variación de �w (re-
lacionada con la altura de la fuente h f ).

Los resultados obtenidos [7], [8], [11],
[12], [14], [19] y [20] demuestran la existen-
cia de fuentes equivalentes, en lo que al án-
gulo sólido respecta, por lo tanto:

1. El ángulo sólido promedio subtendido
por un detector circular con respecto a
una fuente anular coaxial es igual al
ángulo sólido subtendido por el mismo
detector con respecto a una fuente
puntual contenida en la fuente origi-
nal. En otras palabras, la fuente anular
tiene como fuente equivalente una
fuente puntual contenida en ella.

2. El ángulo sólido promedio subtendido
por un detector circular con respecto a
una fuente lineal recta de longitud L,

simétrica con respecto al eje del detec-
tor y paralela al mismo, es igual al án-
gulo sólido promedio subtendido por el
mismo detector con respecto a una
fuente lineal recta que se origina en el
eje del detector y es paralela al mismo,
con una longitud igual a la mitad de la
primera, es decir, L/2. En otras pala-
bras, la fuente lineal recta tiene como
fuente equivalente una fuente lineal
recta que es la mitad de la misma.

3. El ángulo sólido promedio subtendido
por un detector circular con respecto a
una fuente circular coaxial es igual al
ángulo sólido promedio subtendido por
el mismo detector con respecto a una
fuente lineal recta contenida en dicha
fuente, que se origina en el centro de la
misma y termina en un punto de su
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�� 	� ���������
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Figura 5. Ángulo sólido promedio �
���

(línea continua) y
~
�

���
(línea punteada) para un SCCil coaxial

vs �w para distintas u y una misma �.



borde. En otras palabras, la fuente cir-
cular tiene como fuente equivalente
una fuente lineal recta que va a lo largo
de todo su radio. También es igual al
ángulo sólido promedio subtendido por
el mismo detector con respecto a una
fuente lineal recta contenida en la
fuente original, ubicada a lo largo de
todo su diámetro. En otras palabras, la
fuente circular también tiene como
fuente equivalente una fuente lineal
recta ubicada a lo largo de todo su diá-
metro.

4. El ángulo sólido promedio subtendido
por un detector circular con respecto a
una fuente cilíndrica coaxial es igual al
ángulo sólido promedio subtendido por
el mismo detector con respecto a una
fuente rectangular contenida en dicha
fuente, de altura igual a la altura de la
misma y de base posicionada a lo largo
de todo su radio. En otras palabras, la
fuente cilíndrica tiene como fuente
equivalente una fuente rectangular cu-
yas dimensiones son el radio y la altura
de la fuente original. También es igual
al ángulo sólido promedio subtendido
por el mismo detector con respecto a
una fuente rectangular contenida en la
fuente original, de altura igual a la al-
tura de la misma y de base posicionada
a lo largo de todo su diámetro. En otras
palabras, la fuente cilíndrica también
tiene como fuente equivalente una
fuente rectangular inscrita en la fuente
original, en su centro.

5. El ángulo sólido promedio subtendido
por un detector circular con respecto a
una fuente rectangular coaxial y per-
pendicular al plano del mismo, es igual
al ángulo sólido promedio subtendido
por el mismo detector con respecto a
una fuente rectangular que es la mitad
de la original. En otras palabras, la
fuente rectangular tiene como fuente
equivalente otra fuente rectangular
que es la mitad de ella.

La introducción de las fuentes equiva-
lentes en el cálculo del ángulo sólido es de
gran utilidad para aquellos investigadores
que usan Monte Carlo a la hora de abordar
este tipo de problemas, ya que las fuentes
extensas del tipo circular, disco y cilíndricas
tienen como fuentes equivalentes unas de
menor dimensión, lo que redundaría en la
disminución del número de historias a reali-
zarse durante el cálculo.

Por último, es fácil ver que el resultado
[7], básico en lo que a las fuentes equivalen-
tes respecta, es independiente de la conside-
ración o no del término mixto2� � �R ocos( )�
en [4] ya que al resolver la integral y evaluar-
la debería resultar una expresión indepen-
diente de la variable angular �, lo que impli-
ca que todos las conclusiones a las que se
han llegado son válidas también para los
cálculos exactos.
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