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Resumen

Este estudio presenta un método para el calculo computacional del Médulo de Elasticidad
(E) de un medio poroso simulado de geometria conocida. E1 medio poroso se simula como una
red elastica de fuerzas centrales, al cual se aplica una deformacion conocida. Aplicando el mé-
todo Monte Carlo, se calcula la energia de deformaciéon minima. Se obtiene E a partir de las rela-
ciones tedricas entre la energia de deformacion de un sistema y su deformaciéon. E1 método
computacional se valida al aplicarlo en sistemas de soluciéon analitica conocida. Para medios
porosos generados a través de algoritmos de agregacion en dos dimensiones, a saber: Agrega-
cion Secuencial Aleatoria (RSA, por sus siglas en inglés), en el rango de concentraciones estu-
diadas, se encontro que E disminuye segiin aumenta la porosidad del sistema. El método pro-
puesto es sensible a variaciones en la estructura de la matriz porosa.
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Monte Carlo method for computing the mechanical
properties of porous media

Abstract

This research reports the design of a method for computing the elasticity modulus (E) of a
known geometry porous medium. The porous medium is simulated as an elastic network of
central forces, to which a known deformation is applied. The minimum deformation energy is
calculated applying the Monte Carlo Method. E is obtained from theoretical relations between
the deformation energy of a system and its deformation. The method is validated by applying to
a known analytical solution. The porous media model used in 2 dimensions is Random Sequen-
tial Aggregation (RSA). As for the range of concentrations studied for the RSA system, it was
found that the elasticity modulus E decreases as the porosity of the system increases. Our
method is able to differentiate the variations in the structures of different porous media.
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Introduccion

Muchos de los estudios de propiedades
fisicas en medios porosos son motivados por
una pregunta central: scomo los parame-
tros macroscoépicos efectivos, tales como las
propiedades mecanicas y de transporte, son
influenciados por la microestructura geo-
métrica del medio? Las propiedades fisicas
efectivas (macroscopicas) de un medio poro-
so dependen, ademas de las propiedades de
las fases involucradas, de la informacion
microestructural, incluyendo la fraccion vo-
lumétrica de cada una de las fases presen-
tes. Las propiedades efectivas generalmente
no muestran relaciones simples envolviendo
las fracciones volumétricas, lo cual sugiere
que las mismas resultan de complejas inte-
racciones entre las fases presentes (1).

Identificar el papel que desempena la
geometria de un cuerpo en sus propiedades
efectivas tales como su respuesta mecanica,
permitiria explicar y predecir el comporta-
miento mecanico de un material conociendo
su geometria o incluso sintetizar materiales
con requerimiento de propiedades mecani-
cas especificas mediante el control de su
geometria. En construccion, por ejemplo, la
resistencia de los materiales porosos utiliza-
dos es sin duda un factor determinante; de
hecho, el médulo de elasticidad (E) es una
propiedad mecanica utilizada extensamen-
te, en especial en el disefnio de estructuras.

Tradicionalmente el estudio de la inte-
raccion entre las propiedades mecanicas y
los parametros texturales o geométricos de
un medio se lleva a cabo a través de una
gran cantidad y variedad de experimentos,
pero el uso de sistemas modelos de geome-
tria conocida permite analizar de forma sis-
tematica los efectos de las diferentes propie-
dades texturales en el medio, por lo que se
convierte en una alternativa para abordar el
problema.

Estudios tedricos y computacionales
han abordado el tema utilizando redes de
percolacion elastica, conceptos de escala-
miento, modelos de simulaciéon de fenéme-

nos elasticos, enfoque basados en Patrones
Morfolégicamente Representativos (MRP,
por sus siglas en inglés), quimica de defectos
puntuales, ecuaciones de propagacion de
ondas, entre otros (2-10). Esta investigacion
presenta un método para el calculo compu-
tacional del Modulo de Elasticidad (E) de un
medio poroso simulado de geometria cono-
cida utilizando el método Monte Carlo.

La Teoria Matematica de Elasticidad,
desarrollada para cuerpos que se deforman
gradualmente, a temperatura constante,
desde un estado inicial de cero esfuerzo has-
ta un estado final que difiere infinitesimal-
mente del estado inicial, explica la respues-
ta mecanica de un solido a través del tensor
de constantes de rigidez elastica (C,), el
cual constituye la constante de proporcio-
nalidad entre el tensor de esfuerzos (0,) y el
tensor de deformaciones especificas (e,) en
la Ley de Hooke generalizada:

Oy = Cyjiq "€ [1]

Las 81 constantes del tensor de rigidez
elastica pueden reducirse a 36 debido a la
simetria de los tensores 0,y e, (11). La nota-
cion matricial simplifica las expresiones
tensoriales, y la Ley de Hooke puede expre-
sarse como:
Om=Cm €, (Mmn=12..6) [2]

Haciendo consideraciones de energia
las 36 constantes independientes se redu-
cen a s6lo 21 (12). El namero de constantes
elasticas independientes se reduce aun mas
si el s6lido posee elementos de simetria (13).
Los solidos isotrépicos so6lo poseen dos
constantes de rigidez independientes C,, y
C,(11, 12).

Cuando un cuerpo es deformado adia-
baticamente, la energia potencial, por uni-
dad de volumen, almacenada en el cuerpo
debido a la deformacién se conoce como
densidad de energia de deformacion o ener-
gia elastica. En un solido isotrépico, la den-
sidad de energia elastica esta dada por (12):
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§C44(eyz +ey, +exy) [3]

En el caso de un so6lido isotrépico

1
Cyy = §(C11 —Cp)

Muchos investigadores, al hacer calcu-
los computacionales o simulacion de feno-
menos elasticos en redes de percolacion en
2Dy 3D, utilizan la siguiente expresion para
definir la densidad de energia de deforma-
cion (2-8):

w= Sla-ipr, ] g, 4
<ij>

donde W: Densidad de energia elastica de
una red elastica.

a : Constante de fuerzas centrales.

U; , u;: Desplazamiento del sitio iy j respec-
tivamente.

Ry. : Vector unitario desde el sitio i al j.

9y : Parametro asociado a la existencia

del enlace ij.

Puede observarse que la expresion an-
terior considera unicamente las fuerzas
centrales (CF, por sus siglas en inglés “Cen-
tral Forces”), es decir, fuerzas que actien en
la linea que une los sitios ij.

Sin embargo, con frecuencia es dificil y
en ocasiones imposibles evaluar estas cons-
tantes de rigidez elastica mediante experi-
mentacion directa. En consecuencia, se uti-
lizan propiedades susceptibles de medicion
para caracterizar los materiales, conocidos
como los modulos técnicos, entre los que se
encuentran el médulo de Young o de elasti-
cidad (E), médulo de corte (G) y larelacion de
Poisson (v) que relaciona los dos anteriores
(14). Estos modulos técnicos se manifiestan
al aplicar ensayos mecanicos y constituyen

las propiedades mecanicas que describen la
respuesta del material en la region elastica.
Tanto las constantes de rigidez elastica
como los médulos técnicos son constantes
que describen la misma respuesta de un so6-
lido sujeto a un sistema de esfuerzos, por lo
que bajo condiciones ideales de simulacion
donde puede restringirse la deformacion en
algunas direcciones podrian igualarse cons-
tantes equivalentes, por ejemplo, para una
deformacion normal pura C,, = E (14). Este
analisis abre la posibilidad de usar las rela-
ciones de la teoria matematica de la elastici-
dad en el calculo del modulo de elasticidad
mediante simulacion computacional.

El método computacional

El modelo de simulacion propuesto
para el calculo del médulo de elasticidad,
considera al medio poroso como una red
elastica de fuerzas centrales, que actuan so-
bre la linea que une los centros de dos parti-
culas que estan en contacto. Las condicio-
nes de borde son fijas lo cual implica que las
particulas localizadas en los bordes del sis-
tema, se comportan como paredes estaticas
que no se deforman durante todo el proceso,
y limitan el movimiento de las particulas.

El calculo de las fuerzas entre particu-
las se realiza utilizando la expresion que co-
rresponde a la fuerza de un resorte deforma-
do:

F=-ax (5]

La constante a del resorte corresponde
a la constante de fuerza central, y la defor-
macion “x” del resorte es igual a la deforma-
cion de la distancia entre centros de dos par-
ticulas iy j que interactuan, en la direccion ij
final después del desplazamiento. La fuerza
resultante sobre una particula ies igual a la
sumatoria de las fuerzas que producen las
particulas con las que esté interactuando o
en contacto.

El calculo de la densidad de energia
elastica o de deformacion del sistema poroso
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se realiza utilizando la ecuacion [4]. Esta es
la energia potencial almacenada en los es-
fuerzos internos del material. El programa
calcula diferenciales de energia, debido a
que asume que la energia del sistema no de-
formado es igual a cero.

Puede observarse en la expresion para
la densidad de energia elastica o de defor-
macion (ecuacion [4]), que dicha energia de-
pende de las posiciones relativas de las par-
ticulas que conforman el sistema. Es sabido
que debe existir una configuracion de las
particulas que minimice la energia del siste-
ma cuando este sea deformado. Es decir,
una deformacion inicial impuesta sobre una
parte del sistema producira que las particu-
las se muevan en busca del equilibrio, hacia
una configuraciéon que minimice la energia
del sistema (15). La energia final o minima,
que resulta del reacomodo interno de las
particulas, corresponde a la densidad de
energia de deformacion del sistema.

El programa aplica el método Monte
Carlo para hallar la configuracion de mini-
ma energia, va seleccionando de manera
aleatoria cada una de las particulas para
desplazarlas. El movimiento de una particu-
la se hace en la direccion de la fuerza resul-
tante que actua sobre ella. Los desplaza-
mientos son iguales a una fraccion de la de-
formacion (eps) que ha sufrido del sistema,
ponderada por el valor de la fuerza resultan-
te; y el movimiento de una particula se hace
efectivo, si y solo si, dicho desplazamiento
hace disminuir la energia de deformacion
del sistema. El proceso se repite hasta que
se observe que un movimiento en cualquier
de ellas aumenta la energia de deformacion,
en cuyo caso, se considera que se ha alcan-
zado el minimo de energia. En este punto de
equilibrio la fuerza resultante sobre cada
particula ha de ser cero.

Una vez conocido el valor de la densi-
dad de energia de deformacion minima para
una deformacion dada, se compara con la
expresion teorica (ecuacion [3]) en el caso de
solidos isotréopicos y se determina el valor de

la constante de rigidez elastica que corres-
ponda segun sea la naturaleza de la defor-
macion impuesta.

En los calculos efectuados se condicio-
no el sistema para que unicamente se apli-
cara una deformacion normal en una direc-
cion arbitraria, impidiendo cualquier otra
deformacion normal o cortante en otra di-
reccion, por lo que la expresion [3] se reduce
a:

1
W = 5 Cl le)z(x [6]

Despejando la constante de rigidez
elastica, se tiene que:

c, = [7]

Como se explic6 anteriormente, bajo
estas condiciones especiales de esfuerzo
puede decirse que C,, = E (Modulo de Elasti-
cidad), esto es:

_aw

2
xx

C,=E [8]

e

El método propuesto se validé median-
te la comparacion de resultados en sistemas
ordenados de constante elastica equivalente
(Keq) conocida analiticamente. Estos siste-
mas fueron: sistemas de resortes en serie,
en paralelo y una red cuadrada de resortes
en 2D.

La estructura del medio poroso utiliza-
do en el estudio se obtiene a partir de un al-
goritmo computacional cuyos parametros
de formacion pueden ser controlados y, por
ende, su geometria es también susceptible a
ser controlada. Se utiliz6 el modelo de Agre-
gacion Secuencial Aleatoria (RSA, por sus
siglas en inglés: Random Sequential Aggre-
gation). Este modelo de absorcién secuen-
cial al azar se basa en la agregacion al azar
de N particulas sobre una red cubica o cua-
drada. El modelo RSA simula, por ejemplo,
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un sistema poroso obtenido a través de téc-
nicas de evaporacion o bien de particulas
coloidales que precipitan sobre un sustrato
(16).

Discusion de resultados

Utilizando el método Monte Carlo, se
calculé el médulo de elasticidad de los siste-
mas trabajados, los cuales fueron modela-
dos como empaquetamientos de esferas de
radio r=0.5 unidades arbitrarias (u.a.) al que
se le aplica una deformacion (eps) y la cons-
tante elastica microscopica utilizada es a=1.
Los resultados obtenidos se muestran en la
tabla 1.

Puede observarse que en los tres siste-
mas utilizados para validar el programa, los
resultados analiticos coinciden con el obte-
nido a través del calculo computacional; va-
lidando de esta forma la utilizacion del mé-
todo propuesto en el calculo del modulo de
elasticidad en medios porosos.

Cuando se trabaja sobre sistemas fini-
tos, como en el caso computacional, es im-
portante conocer la influencia que el tama-
no del sistema (L) tiene sobre los resulta-
dos; L corresponde a la longitud del lado del
cuadrado (2D) o del cubo (3D) que forma el
medio simulado; de manera que los calcu-
los se efectien sobre sistemas cuyos resul-
tados no reflejen dependencia con el tama-
no. La figura 1 muestra el comportamiento
del modulo de Elasticidad en funcion del ta-
mano del sistema, para un medio poroso ge-

nerado a través del algoritmo de agregacion
RSA en 2D con concentracion de particulas
de 60%.

Puede observarse que para L = 35 exis-
te una tendencia a estabilizarse en el valor
de E; también los errores a partir de este ta-
mano se minimizan y llegan a valores por
debajo del 5%. Tomando en cuenta este re-
sultado, la capacidad y tiempo de calculo, se
decidi6 efectuar los calculos del médulo de
elasticidad en sistemas con L=40.

En el sistema RSA la fraccion de mate-
ria esta dada por la concentracion de parti-
culas C, y la porosidad corresponde a su
complemento (1-C). Las propiedades meca-
nicas de los medios porosos se calculan so-
bre sistemas que percolan, condicion que se
alcanza para porosidades alrededor a 50%.

Con el proposito de observar la influen-
cia que tiene la conexion entre particulas del
sistema sobre su respuesta mecanica, se es-
tudio6 el comportamiento del niumero de co-
ordinacion (Z) y surelacion con el médulo de
elasticidad. La figura 2 muestra la evolucion
del numero de coordinacion con la concen-
tracion de particulas para el sistema estu-
diado. El namero de coordinacion aumenta
seguin aumenta la concentracion de particu-
las C.

La figura 3 muestra el resultado del
modulo de elasticidad calculado utilizando
el método Monte Carlo descrito anterior-
mente, sobre en medios porosos generados
por el algoritmo RSA.

Tabla 1
Calculo computacional de Keq.

N° Particulas Arreglo eps (u.a) E (comp) Keq (teodrica)
10 2x5 0,10 5,00000 5,00000
(paralelo)
20 20x1 0,25 0,05263 0,05263
(serie)
36 6x6 0,25 1,20000 1,20000
(red)
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Figura 3. Modulo de Elasticidad en funcién de
la concentracién de particulas para el
sistema RSA (L=40). Sistema RSA 2D.

La grafica permite comprobar un resul-
tado que generalmente se anticipa intuitiva-
mente, a saber, que el médulo de elasticidad
aumenta a mayor concentracion de materia.
La tendencia lineal marcada que exhibe el
sistema RSA coincide con los resultados re-
portados de estudios similares realizados
sobre redes de percolacion elastica (8).

Las tendencias lineales crecientes ob-
servadas en el modulo de elasticidad y el nu-
mero de coordinacién en funcién de la con-
centracion dejan ver que la forma como la
materia esta interconectada es importante
al momento de estudiar la respuesta meca-
nica que dara un sistema ante la aplicacion
de esfuerzos.

Conclusiones

El método computacional propuesto es
valido para el calculo del modulo de elastici-
dad de medios porosos, como lo deja ver el
hecho de que los resultados computaciona-
les coinciden con los resultados analiticos
cuando se aplica el modelo a un sistema de
solucién analitica conocida.

Los resultados obtenidos muestran
que el método Monte Carlo para el calculo
del moédulo de elasticidad es efectivo al coin-
cidir con resultados reportados de estudios
similares que aplican otros métodos.

Asimismo, puede decirse que el método
es aplicable a medios porosos con estructu-
ras diferentes, puesto que se basa en la inte-
raccion particula-particula independiente
del arreglo que ellas forman; lo que lo hace
sensible a variaciones en los parametros
geométricos de sistemas porosos y fortalece
su uso en estudios enfocados en la com-
prension de las relaciones entre las propie-
dades mecanicas de un medio poroso y su
geometria.
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