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Resumen

Los modelos cinéticos de seudo-primer orden han demostrado su utilidad para estudiar el
comportamiento de una gran variedad sustancias: radionuclidos, metales pesados, pesticidas,
petroleo, etc., siendo capaces de describir los procesos de intercambio con el sustrato o la reten-
cién de fluidos en estructuras porosas. Sin embargo, los modelos hidrodinamicos que incluyen
la simulacion de dichos procesos, estan limitados por las exigencias computacionales que se
derivan de resolver simultaneamente la difusién-adveccion y el transporte reactivo. En este tra-
bajo se presenta un algoritmo que permite realizar éste calculo reduciendo el tiempo de compu-
to (hasta diez mil veces).

Palabras clave: Difusion-adveccion; medios porosos; modelizacion numérica; transporte

reactivo.

Efficiente algoritm to solve simultaneously
advection-diffusion couplec with first order kinetics

Abstract

The pseudo first order kinetic models have shown it usefulness to study the behavior of a
great variety of substances: radionuclides, heavy metals, pesticides, oil, etc. These models are
able to describe the complex exchange processes with the substrates or the partial retention of
fluids in the porous structures. However, the hydrodynamic models which incorporate the nu-
merical simulation of those processes are limited due to the computing exigencies when resol-
ving the diffusion-advection together with the reactive transport. In this work we present an al-
gorithm that allows this calculation reducing the computing time (up to 10 thousand times).
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Introduccion

Existen dos situaciones de interés en
las que se hace necesario considerar el in-
tercambio entre una sustancia disuelta en
un fluido y el medio poroso en el cual éste
fluye: a) la adsorcion/desorcion entre el
sustrato solido y la fase liquida, y b) la difu-
sion de dicha sustancia hacia (o desde) por-
ciones estaticas del fluido que son retenidas
en cavidades ciegas del medio poroso. El asi
llamado proceso de transferencia ha sido
ampliamente estudiado en los ultimas déca-
das (1-6). Alas sustancias (originalmente di-
sueltas en el fluido) que experimentan este
tipo de procesos, en general, se les conoce
como trazadores reactivos. La resolucion de
la difusién-adveccion de un trazador reacti-
vo a través de un medio poroso, por diferen-
cias finitas, tiene importantes limitaciones.
En muchos casos la resolucion temporal ne-
cesaria es excesivamente fina, ya que los
tiempos caracteristicos de la transferencia
pueden ser cortos (minutos). De hecho, los
términos de transferencia introducen la
condicion de estabilidad At <1/ k., donde
k.. €s el maximo coeficiente de transferen-
cia que aparece. Esta condicion equivale a la
que introduce la adveccion- difusion
(At < Ax /v, At < Ax? /2D). Una manera de
resolver el problema es incorporar la solu-
cion analitica de la transferencia al esquema
numeérico de la difusién-adveccion

Materiales y Métodos

Solucién analitica de un modelo
de transferencia

A continuacion se presenta la solucion
analitica de un modelo de transferencia y su
aplicacion a un esquema semi-analitico de
difusién-adveccion (de un trazador reactivo)
a través de un medio poroso. Como ejemplo
se escogen tres reacciones paralelas, aun-
que la situacion seria equivalente para cual-
quier otro modelo de seudo primer orden.

da,
dt0 =k, +k, +k)a, +k, a +ky-a, +k, a
%=+k“~ao—k2‘_~a‘. (coni=1,2y3) [1]

a, es la concentracién en la fase fluida y
a,,a, y a, son las concentraciones en tres
sitios estaticos diferentes (debido a adsor-
cion o a retencion). Las concentraciones es-
tan expresadas en unidades de masa por
unidad de volumen de muestra total (sustra-
to mas fluido) y en todos los casos los coefi-
cientes cinéticos k; representan tasas de
transferencia (ky = 0, hacia o desde) entre los
correspondientes compartimientos; dichos
coeficientes tienen unidades de T . La solu-
cion de este tipo de ecuacion es una suma de
funciones exponenciales, cada una con un
tiempo caracteristico determinado:

at)=C,+C, e =)+ C, e =1+ C (e -1)[2]

Supondremos conocidos los coeficien-
tes k;, asi los tiempos caracteristicos se ob-
tienen a partir de los autovalores del sistema
(t, = —s; ')y las amplitudes asociadas a cada
compartimiento a partir de las condiciones
iniciales, por medio de las siguientes expre-
siones, las mismas se simplifican gracias al

uso de algunas variables auxiliares:
3 3

K, =a,(0) Yk, + Y, a,[0)
i=1 i=1

1 3 3
K, = aO(O)EEkZiij + Zkzi(kz 1Tk, ,)a,(0) (3]
i j i=1

Ciclica

Las amplitudes de las concentraciones
en todas las fases son:

[ I
C. = _"217722 723 0),C — _1n C
00 $,5,5, ;al( ) no I, 00
C Feu, C (nym1,2y3)
= n .
y nm Sm+k2n om y y
3 C 3
. s, (s,la,(0)=C 1+ K‘.+Cm;s‘.]+ K,,—%;s‘.sj

om
(s, = s)(s,, = sl) (con i#j#m)

(mde 1a3)
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3
a,(t) = 2 C..e™ (nde 0a3ySm<O0) (4]

m=0

Esta solucion es valida para sistemas
homogéneos, asi supondremos que existe
homogeneidad dentro de cada capa de sedi-
mentos de ancho dx. Se utilizara la solucion
anterior en cada capa de sedimento, obte-
niéndose asi la solucion exacta de la distri-
bucion del trazador dentro de cada capa. La
ecuacion diferencial que hemos resuelto co-
rresponde a un caso particular del problema
de Cauchy en el que sé6lo nos interesaba el
sistema homogéneo. Pero para poder utili-
zar dicha solucion en el esquema de diferen-
cias finitas, es necesario agregarle el aporte
difusivo-advectivo. Se resuelve el sistema
general por medio del método de variacion
de parametros basandonos en la soluciéon de
Euler del sistema homogéneo (Ecuacion 4).
Dicho aporte difusivo-advectivo (Aa,) apa-
rece solo vinculado a la fase fluida (fase mo-
vil). El sistema correspondiente sera idénti-
co al anterior (Ecuacion 1) agregando
Aa,#0 a la primera ecuacion:

da

—0 = e, +k,+k,)a, +k, a +k, a,+k, -a, +Aaq,

22 2

dt
(5]

La solucion es hallada para el caso ge-
neral, ya que representara el estado instan-
taneo de cada compartimiento en la capa co-
rrespondiente:

a,t)= ao(t)maw=0) +Aa, f, )
a, k)= an(t)maw=0) +Aa,, f, t), donde

3

l_[(s0 +k,) )

o vy 3lest—1 1
foes S

“ S
— Jj=1 J
| |(s0 s,)
=1

(Sj +k2i)

—

0
K%
N

T
Lo

3
[1tso +1e,0
SO =k, | St

k 4
H[so _51) 2n  j=
=1

i=1

si(s; +k,,) f[

e

[l

donde se ha introducido s, (el autovalor
nulo de la matriz de coeficientes) y las solu-
ciones del sistema homogéneo a, (), —o-
Se puede apreciar que el aporte Aa,, aparece
como un término separado de la solucion
homogénea y que los factores f, no depen-
den de las concentraciones instantaneas
(aqui denotadas como iniciales).

Aplicacion de la solucién analitica
al esquema numeérico

Asi, las unicas cantidades que se calcu-
lan dentro del bucle temporalsonC,, y Aa,,,
ya que dependen del estado instantaneo del
sistema. Una vez escogido un paso de tiem-
Po, se calculan (antes del bucle temporal) los
factores f, y las exponenciales de la combi-
nacion lineal de la solucion homogénea. El
esquema se podria resumir asi:

Antes del bucle temporal

e Definicion del paso de tiempo dt y cal-
culo de fo(dt), fa(dt)y E, = e°'*

Dentro del bucle temporal

Calculo de K, K,y C,,. entendiendo que
la transferencia ocurre en un tiempo dty que
los a,(0) se refieren a las concentraciones del
paso de tiempo anterior.

e Calculo de la solucion homogénea:
3
an (Aa, =0) = zEm Cnm
m=0

e Calculo del aporte difusivo-advectivo
Aa,.

e (Calculo de la solucion que incluye el
aporte difusivo:

a,(t) = an[t)(Aaw:o) + f,(dt) Aa, (con nde O a 3)

Resultados y Discusién

En algunos casos, cuando se describe
la transferencia en términos de reacciones
de primer ordeny se fijan condiciones inicia-
les y de contorno especiales, se pueden con-
seguir soluciones analiticas. A continuacion
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se comparan algunos de estos casos con los
resultados del método desarrollado. Por
sencillez utilizaremos un solo tiempo carac-
teristico de transferencia, asi se tendran
solo dos coeficientes cinéticos Ik, y k,,.

Caso 1. Sila transferencia es aproxima-
da por un coeficiente de distribucion, enton-
ces el coeficiente de difusion efectivo se pue-
de expresar como D=D_ /(1+k) (Krezoski et
al. 1984). Como las concentraciones estan
expresadas en unidades de masa por unidad
de volumen de muestra total, podemos defi-
nir un k, adimensional. Si ademas las condi-
ciones iniciales y las condiciones de borde
son a (x,0)=0y a (0,t)=a,, las soluciones para
las fases fluida (a,) y estatica (a) son:

a,(x,t) = agerfc ﬁ yvaJ(xt) =k, a,(x?)

Estas se compararan con las simula-
ciones del esquema semi-analitico que in-
corpora k,, y k,, estudiando la convergencia
de las mismas a medida que k,, y k,, crecen
manteniendo constante el cociente k, =
I,/ k,,. El comportamiento de dichas simu-
laciones debe converger al de esta soluciéon a
medida que los coeficientes cinéticos son
mayores. Los diferentes valores de I, y k,,
mantienen su cociente, k, con un valor

igual a 10. En la Figura 1 se presenta una de
las graficas donde tanto el valor de a, como
las unidades de concentracion son arbitra-
rios. El esquema semi-analitico converge a la
solucion analitica a medida que k,, y k,, son
mayores, aunque no se cumpla con el crite-
rio de estabilidad At <1/, .

Caso 2. Difusion de un trazador reacti-
vo que experimenta una adsorcion irreversi-
ble y que ademas tiene la condicion de con-
torno siguiente:

a,(0,t) =ae™ "

en ese caso la ecuacion diferencial de la fase
liquida se puede escribir como:

Ja P’ a
w o _ . Zw —k
ot ax

1Ay

y su solucion esta dada por la siguiente ex-
presion:

X
a (x,t) =ae™ " erfo(——
(X, 1) o f(2 Dt)

s

En este ejemplo se utilizé un valor de
k,,=1. El resultado semi-analitico se compa-
ra con esta solucion en la Figura 2. Nueva-
mente el esquema semi-analitico converge.
Se observan pequenas diferencias en las pri-

Concentracion en el agua intersticial, 1ra capa de | mm

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

SIn Analitica kd=10
SA: k1=1 k2=0.1
SA: k1=10 k2=1
— SA: k1=100 k2=10
— SA: k1=1000 k2=100

7 8 9 10

Figural. Comparacion entre el esquema semi-analitico (SA) que converge a un k«y la solucion analitica.
Fase disuelta en la primera capa de 1 mm de espesor. Se utiliz6 dt = 0.01 horas y dx =0.1 cm.
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Concentracion en Agua intersticial, 10ma capa de 1 mm.

0.00025

0.0002 -

0.00015 -

0.0001 -

0.00005 -

— SIn Analitica

— SA: dt=0.01

— SA: dt=0.001

— SA: dt=0.0001

0 T T T
0 1 2 3

4t

5 6 7 8 9 10

Figura2. Comparacion entre el esquema semi-analitico (en el caso irreversible) y la solucion analitica.
En ambos casos se representa la fase fluida de la décima capa para distintos pasos de tiempo.

meras horas (las cuales son mas acusadas a
medida que penetramos en el perfil) pero
después de pocas horas se hacen inaprecia-
bles incluso para los pasos de tiempo mas
grandes. Estas diferencias estan relaciona-
das con la discretizacion espacial que re-
suelve la difusion.

Caso 3. Difusioén con una reaccion re-
versible, con las siguientes condiciones:
ClO
251
a,(x0) = aoe_vk‘/DS y a(x0) =0

a,(0,t) = (s, +Icy)e™  + (s, —ky)e™t ),

siendo s, = [k -k, el tiempo caracteristico

y k=k;+ ky;. El sistema a resolver seria:

da, (x,t) ’a,

9t =D, I —ky, - a, +kya;
da (x,t)

ot =k, - a, —lya

y, después del calculo, su solucion se puede
escribir como:

a,(x,t)= ;—SO([S, +1c,)e™ + (s, —kz,)e’s"‘) e Yk /Dex
1

k. -a . s _ ;
aS(X,t)= 121 O(e”‘t—e s 1)_ewkl/D5x
S

1

En la Figura 3 se compara la presente
soluciéon con las simulaciones. El esquema
semi-analitico converge a las pocas horas.
En éste y en los ejemplos anteriores las dife-
rencias observadas tienen su origen en las li-
mitaciones propias (dx) del esquema de dife-
rencias finitas utilizado para describir la di-
fusion. De hecho se confirmé que aumen-
tando la resolucion espacial estas diferen-
cias disminuyen.

Conclusiones

Los resultados ponen de manifiesto la
validez del esquema semi-analitico. Los pa-
sos de tiempo que requiere el modelo semi-a-
nalitico estan dados por el criterio de estabi-
lidad del esquema difusivo-advectivo; esto
hace que sean mucho mayores que los pasos
de tiempo que requeriria el esquema de dife-
rencias finitas, cuyo criterio de estabilidad
es el de la cinética. Por ejemplo, si el mayor
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Figura3.

Concentracion en el agua intersticial, 5ta capa de 1 mm

0.01 — SIn Analitica Cw(0.5,t)

— SACW(0.5,t)

0.001

0.0001

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Solucion exacta del esquema reversible y su solucién por medio del esquema semi-analitico.

Las curvas corresponden a la fase fluida en la quinta capa del sustrato. k1:=1 y k2:=0.1.

de los coeficientes k, es del orden de 100 h]
la discretizacion impuesta por la cinética es
de dt<0.01 [h]. Sin embargo, la condicion de
estabilidad del esquema difusivo, calculada
para valores tipicos (dx 1 [mm]y D 5 10°
[cm’h’]), da valores de alrededor de dt<100
[h]; es decir, hasta 10 mil veces mayores.
Esto demuestra que el esquema propuesto
es mucho mas eficiente, sobre todo en los
casos en los que la transferencia sea rapida.
Este método puede ser aplicado a cualquier
caso de difusiéon-adveccion acoplado a mo-
delos cinéticos de 1 orden.
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