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Resumen

Se consideran los modelos de Cremmer-Scherck, generalizado, y el de Proca en dimensio-
nes mayores a 3+1. Se obtiene que el modelo de Proca corresponde al de Cremmer y Scherck
con el calibre fijado, ademas se muestra la equivalencia canénica entre estos.
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Canonical equivalence between massive spin 1 theories

Abstract

The model of Cremmer-Sherck and Proca are considered in dimensions greater than 3+1.
It is obtained that the Proca model corresponds to a gauge fixed version of the Cremmer- Sherck
one, and we show their canonical equivalence.

Key words: Canonical equivalence; gauge fixed.

Introduccion

1
Sés f d4 |: 4 uv F“m, 12 = Hule vk
En 3+1 dimensiones espacio- #

temporales, la accion del modelo de Proca es 1 &% B 9
28 PBw F, [2]

1 12,
S=fM d4x—ZF,wF"“' - A A (1] donde H,, =9,B, +9,B,, +d,B,, es la in-

tensidad del campo de Kalb Ramond

dondeF,, =d,A, —9,A, eslaintensidad de Se puede probar que ambas teorias son

canpo electromagnético de Maxwell. Esta
accion no posee invariancias locales y des-
cribe particulas masivas de espin 1.

Otra teoria vectorial que describe espin 1
en 3+1 dimensionales es la de Cremmer y
Scherk, cuya accion, invariante de calibre (1)

equivalentes en regiones del espacio tiempo
con topologia trivial (2, 3). En este trabajo se
generalizaran ambas teorias a d+ 1 dimen-
siones, usando el dual del potencial de
Kalb-Ramond, y se probara que la equiva-
lencia persiste.
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Teorias Duales

La accion [1], puede ser escrita a pri-
mer orden si introducimos una 2-forma au-
xiliar (4) B= }; B, dx"“dx"

1 1 u’
— uvip uv
SP[A’B]—I#4X[48 FuBi =g BuB" =%
1 u’
AA"|==(F*B)+,(B.B)+"(A.A). 13]
donde

(a),n)sz(u/\*n [4]

usando la notacion de Nakahara (5) para el
lenguaje de formas diferenciales.

Las ecuaciones de movimiento que se
obtienen de Sp son

d" *B-u*A=0

*dA—B=0 [5]
Eliminando B de [6] obtenemos las

ecuaciones de movimiento de la teoria de

Proca

d'F-u”>=0 [6]

La accion [9] la generalizamos a d+ 1
dimensiones considerando que B es una d-1
forma (3) e introduciendo la 2-forma T = *B,
en lugar de B, como variable de campo. De
este modo obtenemos la accion

S;[A,T]=—(F.T) - %(T,T) +%(A,A) 7]

cuyas ecuaciones de movimiento son

~d'T+u?A=0 dA+T =0 8]

La teoria descrita por la accion [7], la
llamaremos formulacion dual de Proca, Por
otro lado, la accién de Cremer y Scherck

1

S..[A.B]= (F.*B) +
2u

- (HH)+ (R, F) 19]

puede ser generalizada a d+ 1 dimensiones
de la misma manera que Proca (3). Asi la for-
mulaciéon dual de la teoria de Cremmer y
Scherck estara descrita por la accion

. 1 1
Se[A.B]= (F.T) - — (h.h) +§(F, F) [10]

2u

dondeT = *Byh=d'T =9"T,, dx". Los tér-
minos cinéticos de Maxwell y Kalb Ramond,
estando solos, describen excitaciones sin
masa, Ahora, estando juntos con el término
de interaccion entre Ay T, que es de natura-
leza topologica, describen una excitacion
masiva. Es por esto que nos referimos al mo-
delo de Cremmer y Scherck como topologico

masivo (TM).

Las ecuaciones de movimiento asocia-
das a la accion [10] son:

d'(T+F)=0
d(d'T-u%A)=0 [11]

De las ecuaciones [6] y [10] se observa
que las soluciones de Proca son soluciones
de la TM. Por otra parte, las ecuaciones de la
TM son siempre satisfechas si A es cenaday
T es cocerrada, Sin embargo, en el caso de
Proca, las ecuaciones [6] dicen que T=0 si A
es cenaday A=O si T es cocerrada. En conse-
cuencia, existe un sector en el espacio de so-
luciones clasicas libres de la TM que no esta
presente en el de Proca, formado por todas
las formas no nulas Ay T, cerradas (no exac-
tas) y cocerradas (no coexactas) respectiva-
mente. Este sector es de naturaleza topolo-
gica, puesto que depende de la estructura
topolégica de la variedad base. Este sector
pertenece al espacio de soluciones clasicas
del modelo cuya accion (dual) es,

1 1.,
Sy =§(F,T)=—fddx§T' F,,. [12]
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Las ecuaciones de la TM son localmen-
te equivalentes a

A-Ltdar=a [13]
u

dA+T=d'A [14]

Esto también ocurre en regiones donde
el primeroy el (d-1)-ésimo grupo de cohomo-
logia son triviales. En virtud de la invarian-
cia de calibre de la TM, podemos escoger un
calibre que absorba a 41 y A, de modo que
A =0y A =0, obteniéndose asi las ecuacio-
nes de Proca, luego de esta fijacion. Vemos,
entonces que el modelo de Proca surge luego
de una fijacion de calibre en la TM.

Equivalencia canénica

Como se vio en la seccion anterior, la
accion de Proca se puede escribir en d+1 di-
mensiones en términos de la 2-forma
T = A * B de la siguiente manera

S, =—(F,T)—%(T,T)+%(A,A) [15]

2 v

Para construir el Hamiltoniano hace-
mos la descomposicion d+1 de la accion
[16], i.e,

* 1 v 1 v 4
S, =§dex[TMF‘ +-T,T" —ﬂ"’AMA*} [16]

RS B 1 1
S, = 5fal x[TOiAi +Tod Ay + 5 TFy =5

1 u> >
T, T, +ZTyTy. +?A0AO - ?AiAl. [17]

donde hemos integrado por partes en el
tiempo (***) para tornar corno término ciné-
ticoaT, A, enlugardeT, A,. Delaecuacion

[17] vemos que las variables A, y T, pueden

ser consideradas variables no dinamicas,
puesto sus velocidades no aparecen en la
accion.

Definimos los momentos canoénicos
conjugados a los campos

A
I,=——=0, (18]
A,
A
P == A, [19]
a’I‘Oi

donde se observa claramente que no se pue-
den despejar las velocidades, y en conse-
cuencia obtenemos el siguiente conjunto
W, =@,.p;) de 2d vinculos primarios

v, =11, [20]
¢, =P, — A, (21]

Estos vinculos definen la superficie I',
de los vinculos primarios. El Hamiltoniano
sobre I, es

2
B} 1
H, = fddx{uzAiAi + 5 ToTo +

2
u
5 Ao

1 1
nfnetn]) e

Pidiendo ahora que las variaciones de
Hp respecto de las variables no dinamicas se
anulen

Ao aiTOi -

oH, 1

T, =—§(Fg. +T,)=0 (23]

oH, .

s =0T~ 1 Ag =0, (24]
0

*** Supondremos en todo el trabajo que los campos se anulan en la frontera de la regién de integracion, por lo tanto,

los términos de borde no contribuyen.
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se obtienen expresiones que permiten des-
pejar A, y T; en funcion de las variables ca-
nonicas

T, = -F, [25]
1
Ay =—0,T, [26]

Sustituyendo [25] y [26] en H , obtene-
mos

- 1 2

H, = [d'% {ZAA + o BiF 45 —(8,T,,)
1

+5ToToc | [27]

La preservacion en el tiempo de los vin-
culos nos conduce a ecuaciones que permi-
ten despejar con los multiplicadores, de
modo que el conjunto de vinculos W _ es de
segunda clase.

Los corchetes de Dirac entre los
campos A, y T, son

{a,().1,(9)}*=-0,0%(3- ).

La accion de Cremmer y Scherk en su
formulacion dual, se escribe en el lenguaje
de formas de la siguiente manera

(28]

Sis = (F,T)+ = (F F)— (h h) [29]
D f— 1 v "
=[d [ F,F* =T F +22hh [30]

Para hacer el analisis canonico proce-
demos a realizar la descomposicion d+1 de
la accion [30], i.e.,

1 1 1 1
= dex[ FyFy —F,F,——5hh, +—
2 4 2u 2u
1
hh, + Ty, Fy, — 2TUFQ}, [31]

2

de aqui se observa que A, y T; se pueden
considerar no dinamicas, por la ausencia de
sus velocidades en la accion. Partimos de la
definicion de los momentos canénicos con-
jugados a los campos

oA

H K FOi +T0i = Ai —81A0 +T0i’ [32]
a1 1
pi= p-= TH =— (T, +o,1,). 133]

donde se pueden despejar con las veloci-
dades
A =0,+9,A, - T [34]

0i°

Ty, = u’pi—a T, [35]
Ahora procedemos a construir el Ha-
miltoniano,

d 1 1
H = [dx HH +—plpl LTy + 5 ToTo + 3 i F,

2 0i ~ 0

2Iu2HH+ (F+F)+AO( i)}, [36]

donde F‘y =d,p;—9,p;-

Exigiendo que las variaciones de H res-
pecto de los campos no dinamicos se anulen
obtenemos el conjunto de vinculos

(0 0. ) donde
0=-9II, =0 [37]
0, =5 (r-F): (28]

Se puede ver que el conjunto Oa es de
primera clase y las transformaciones de ca-
libre generadas por estos son

0A,(x)=9,& [39]

0Ty (x) =9 [40]
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El Hamiltoniano que genera la dinami-
ca sera

~ 1 u> 1
i, = fddx{ZHiHi + 5 PIpL=T1 T, + T Ty,

1 1

g PP+ g hohy +za®a}, [41]

donde A% = {AO,TU,} son los multiplicado-

res indeterminados de Lagrange asociados a
los vinculos 0y 6,.

Vamos ahora a probar la equivalencia
antes mencionada desde el punto de vista
Hamiltoniano. E1 Hamiltoniano de la teoria
de Proca en d+1 dimensiones, una vez elimi-
nadas las variables no dinamicas, es

1 1
H,, = fddeFy.Fy. +272(aiT0i)2

1 u?
+2TOiT0i+2AiAi:| [42]

sujeto a los vinculos de segunda clase
v, = (1//1» P j)

w, =11, [43]

¢ =D — A (44]

Los corchetes de Poisson no nulos en-
tre los vinculos son

{v.(2.0,@}=0,04z-1)- [45]

Podemos interpretar a la mitad de estos
corno vinculos de primera clase y la otra mi-
tad como fijaciones de calibre. En lugar del
conjunto y,, tomaremos el conjunto
Vo =(0..1.). siendo y, = (] ~dp,) res-
pectivamente, la parte transversa de y y la
parte longitudinal de . Este nuevo conjunto
de vinculos es completamente equivalente al
primero en regiones del espacio con topolo-
gia trivial. Tenemos, entonces, que el con-
junto de vinculos de la teoria de Proca se

puede separar en los de la de Cremmer y
Scherck mas otra parte que pueden inter-
pretarse como fijaciones de calibre. Busca-
mos un Hamiltoniano invariante de calibre
de la forma (3, 6).

H,=H,+ [d*ae,(%)0,(%)+,0,(%)
+ d* B, (%9, (), (9)] (46]

que difiere del de Proca por combinaciones
de los vinculos.

Para hallar los coeficientes ¢'s y f's exi-
gimos que los corchetes de este Hamiltonia-
no con los vinculos de primera clase sean
débilmente cero. Esto nos va a conducir a
una familia de Hamiltonianos invariantes de
calibre, puesto que los ¢'s no quedaran de-
terminados por la condicion antes mencio-
nada, sin embargo, podemos probar que el
Hamiltoniano de Scs es uno de esta familia,
sin observando que

2

1
H?]\T - HI?H = 7HiHi +Lpipi

2 2
qu
+T0iHi +?AiAi [47]
1 u’ 2
= 51/)1'7/)1 +T01wi +?(pi(pi +utAp [48]

Con esto, queda probada la equivalencia
canonica, que como dijimos esta sujeta a la
cohomologia de la variedad base. En otra di-
reccion, puede verse que la funcion de parti-
cién de estos modelos difieren de un factor
que corresponde a la funcién de particion de
la accién S,,. La presencia de este factor se
hara sentir en el momento de calcular valores
esperados de los objetos sensibles a la topolo-
gia del espacio tiempo. En este sentido, la des-
cripcion a través de S, 0 S, podra ser distinta.
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