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Resumen

Una posible reformulación Lagrangiana de tipo Yang-Mills para la gravitación de Einstein
es presentada. El punto de partida consiste en las siguientes dos suposiciones. Primero, la mé-
trica es asumida como un mapa real definido sobre grupo de calibre dado. Segundo, se introdu-
ce una densidad lagrangiana general invariante de calibre con la condición de que esté relacio-
nada con la de Einstein a menos de un término de borde de manera que las acciones sean idén-
ticas. Se estudian soluciones estacionarias del vacío en la teoría abeliana mostrándose la rela-
ción de éstas con la formulación tipo Maxwell de Möller para la gravedad. Finalmente, estudia-
mos el límite Newtoniano de esta reformulación.

Palabras clave: Formulación Lagrangiana de campos; relatividad general; teoría de
calibre.

A possible formulation of calibration for gravity

Abstract

A possible Yang-Mills like alternative lagrangian reformation for Einstein gravity is pre-
sented. The starting point consists on two next assumptions. First, the metric is assumed as a
real map defined on certain given gauge group. Second, a gauge invariant general lagrangian is
introduced with the condition that it is related to the Einstein one up a bound term in the way
that their actions are equal. Stationary vacuum solutions of the abelian theory are studied,
showing the relation between these and the Maxwell-like gravity formulation of Möller. Finally,
we study the Newtonian limit of this reformation.

Keywords: Gauge theory; general relativity field; Lagrangian formulation.

Introducción

Desde la aparición de la teoría de la Re-
latividad General, se han considerado for-
mulaciones Lagrangianas Cuadráticas en la
Curvatura (LCC) de Riemann-Christofell
para la gravitación (1-13), a las cuales mu-
chos autores acostumbran llamar “formula-
ciones tipo Yang-Mills”. En éstas, siguiendo
el método variacional de Palatini se recupe-
ran las ecuaciones de campo de la teoría ori-

ginal de la gravedad de Einstein (12). Por
otro lado, el hecho de que la adición de tér-
minos cuadráticos en la curvatura de Rie-
mann-Christoffel al lagrangiano gravitacio-
nal lineal en el escalar de Ricci conduce a
una teoría con problemas de renormaliza-
ción menos severos (14), ha seguido impul-
sando el estudio de formulaciones LCC
(15-18). Esta situación es parecida a lo que
sucede en el estudio de la renormalización
de las teorías de tipo Yang-Mills (19, 20).
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Paralelamente a esta corriente de in-
vestigación, e inmediatamente después del
planteamiento de la Teoría de calibre de
Yang-Mills (TYM) (21), R. Utiyama (22) fue el
primero en notar el “carácter” de tipo calibre
del campo gravitacional. Si a esto se suma el
éxito alcanzado por la TYM en su aplicación
al modelo electro-débil (23-26), hecho que
coloca a ésta como posible candidata para
describir y cuantizar las interacciones fun-
damentales de la naturaleza se tiene una
considerable motivación para tomar en
cuenta, lo que podríamos llamar formula-
ciones de tipo calibre para la gravedad.
Aquí, nos referimos a construcciones en las
que la gravitación esté descrita mediante
una conexión sobre cierto fibrado. Dentro de
la generalidad de estas teorías (27-32) se
destaca la formulación Hamiltoniana de A.
Ashtekar (31) a partir de la cual se podría
emprender un posible programa de cuanti-
zación de la gravedad.

El propósito fundamental de este tra-
bajo es el de presentar una posible formula-
ción lagrangiana invariante de calibre para
la gravedad, siguiendo la idea de la TYM y en
contraste con las teorías LCC.Para esto, nos
basamos en la existencia de una uno-forma
de conexión sobre cierto grupo de calibre G y
la introducción de dos consideraciones de
principio que justificaremos. Inmediata-
mente, discutimos la dinámica que se obtie-
ne a partir de un principio variacional, mos-
trando su relación con las ecuaciones de
campo de Einstein. Siguiendo esto, es de
nuestro interés estudiar el caso abeliano de
la formulación mostrando soluciones esta-
cionarias de la conexión, así como la rela-
ción de éstas con la formulación de tipo
Maxwell de Möller para la gravedad. Final-
mente, discutimos la consistencia con el lí-
mite Newtoniano de las ecuaciones de cam-
po obtenidas. Concluimos con algunos co-
mentarios.

Formulación Lagrangiana de calibre

Sea G un grupo de Lie arbitrario con ge-
neradores t a Na’ , ,..., .12 Sea M4 una varie-
dad base, diferenciable y no necesariamente

contractible. Así, se puede definir un fibrado
sobre M4 con G como grupo de estructura (fi-
brado principal), asumiendo que la proyec-
ción que define la fibra, las funciones de
transición, etc., son dadas. Aquí se tiene
una uno-forma de conexión con componen-
tes A A ta

am m
que transforma bajo

cambios de calibre de la forma usual:

A UA U U U U G’ , .
m m

-

m

-1 1 [1]

Seguidamente, consideraremos mapas
invariantes sobre M4 que van de G a los rea-
les R1. Para garantizar la invariancia de cali-
bre y la covariancia general de estos mapas
pensaremos en construcciones que conten-
gan, por ejemplo trazas de funcionales que
dependan de potencias de

m m m
A A don-

de A
m

es la conexión de fondo (elemento arbi-
trario de G), lo cual es conveniente ya que

m

transforma como la curvatura de Yang-
Mills. La idea de conexión de fondo ha sido
utilizada, por ejemplo en el contexto de la
cuantización de la teoría Einstein-Yang-
Mills (33), aquí solo la consideraremos a ni-
vel clásico. Aquí, por generalidad también
podrían incluirse funcionales de Wilson o
“Wilson Loop” definido como la traza de la

Holonomía: W c trH c trP i A
c

exp , don-

de es un elemento del Grupo de Ciclos (34)
inscrito en el espacio-tiempo 3+1. En todo
caso, dado que nos interesará mirar a la co-
nexión como variable dinámica, indicare-
mos la dependencia funcional de los mapas
explícitamente de la forma F A x .

Entonces, presentamos las dos consi-
deraciones de principio que constituirán la re-
formulación de tipo calibre para la gravedad:

1. Asumida la posibilidad de construir
mapas de G en R1, el tensor métrico simétri-
co en dimensión 3+1 es realizado mediante
una colección de 10 funcionales invariantes
de calibre bajo G de la forma:

g
mn mn

x S x . [2]
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2.- La densidad Lagrangiana es

L A A
k

S A F A F AG
a a, ( ) ( ) ( )n

n

m

m
1

4
, [3]

donde es la curvatura de yang-mills, la
constante de estructura del grupo y una
constante real. Asumiremos que la relación
[3] es una reformulación lagrangiana inva-
riante de calibre de la teoría de Einstein si la

acción construida con ésta (I d xLG G
4 ) es

igual a la de Einstein evaluada sobre [2]

( / ( ( )) )I d x gR g xR g S-1 16 4
mn

. En otras

palabras:

I IG R . [4]

En virtud de la arbitrariedad de la re-
gión de integración podemos decir que

- =

+

m

m

m

1
4
1

16

F A x F A x

R S A x x

a a
n

mn

ab

p

W ; ,

[5]

donde “;” simboliza la derivación covariante
y m x es una función de ordenr -1 con n > 2
cuando r . Esta última condición sobre

m ( )x establece que la ligadura no holonómi-
ca [5] (llamada así debido a la arbitrariedad
de m x ) selecciona los posibles campos fí-
sicos A x( ) para una funcional S A

ab
( ) dada.

La justificación de estas dos considera-
ciones de principio es como sigue. La prime-
ra presenta a la conexión A

m
como el campo

fundamental de manera de extender las si-
metrías de la acción de Einstein, la cual si
bien es invariante bajo el grupo de Transfor-
maciones Generales de Coordenadas (TGC),
ahora lo es también bajo el grupo de calibre
G. Además, los grados de libertad locales
que se propagan en la teoría son los asocia-
dos a A

m
, pudiéndose fijar el número de és-

tos luego de una selección adecuada del gru-
po de calibre G.

La discusión acerca de qué grupo G se
debería escoger para lograr que coincidan

los grados locales de libertad de esta formu-
lación de calibre con los de la gravedad sería
un tema abordado en un próximo trabajo
donde sea considerado el conjunto completo
de ligaduras.

La segunda consideración está relacio-
nada con el aspecto dinámico del campo de
calibre A

m
, proponiéndose una densidad La-

grangiana de la forma más simple posible que
contenga primeras derivadas de esta cone-
xión, sea invariante de calibre bajo G y trans-
forme como una densidad bajo TGC. Al mis-
mo tiempo, una ligadura no holonómica sobre
A

m
aparece. Cuando una funcionals A

ab
par-

ticular es escogida, las ecuaciones dinámicas
de tipo Yang-Mills (ver ecuación [9]) están
siendo preparadas para conducir a cierta so-
lución de A

m
, pero la escogencia de la funcio-

nal debe ser consistente con la ligadura [5].

Dinámica

Aquí, haremos el análisis variacional
de la acción total I I IG M

, donde IM
es la

acción de los campos materiales con
ab

ab
I d x gT gM M1 2 4/ . Considerando a

los campos materiales como campos exter-
nos, la extremal de la acción cuando varia-
mos A

m
conduce a

- + + =
m

m1
2

1
0T T S A

k
D F AM F

b bab ab

ab

l

l
d d [6]

donde d x S TA
M(...), abes el tensor

momento-energía de los campos materia-
les...”. TF

abel tensor momento-energía aso-
ciado a la curvatura de Yang-Mills, definido
por:

T
k

F F
S

F FF
a a a aab a

s

bs

ab

mn

mn
1

4
, [7]

dondeS ab satisfaceS Sab

a

b

mm
, yD

m
es la de-

rivada covariante bajo transformaciones de
calibre y TGC

D F F C A F
b

b bac a c
m m m

mmn ml l

; , [8]
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conF S SFb bm

m m

l ml

;
1

.

Tomando variaciones arbitrarias A
m

(con la conexión de fondo
m

y los ciclos fi-

jos), las ecuaciones de campo, que llamare-
mos de tipo Yang-Mills son las siguientes

D F
k

T T M
b

M F bm

ml ab ab l

ab2
, [9]

donde el objeto

M
S

Ab b
l

ab

ab

l

, [10]

representa al Jacobiano del mapa que va de
G a R1, definido mediante [2]. Ha de obser-
varse que en general las soluciones de [9] de-
penderán de cuál prescripción se tome para
la funcionalS A

ab
, por supuesto respetando

la ligadura [5].

Ahora bien, queremos comentar sobre
la relación existente entre las ecuaciones de
movimiento de tipo Yang-Mills con las ecua-
ciones de campo de Einstein dadas por:

R
g

R TM
ab

ab

ab

2
8 0, [11]

conR ab el tensor de Ricci. Definamos el obje-

to N R
g

R TM
ab ab

ab

ab

2
8 no necesaria-

mente nulo en general para un R ab no eva-
luado sobre las ecuaciones de Einstein [11].
Entonces, igualando la acción total
( )I I IG M+

con la obtenida por la teoría de

Einstein ( )I I IR g S M=
, y tomando variacio-

nes arbitrarias en los campos Ab
l
, se obtiene:

D F
k

T T M
b

M F bm

m
- +

l ab ab l

ab2

= -

k
N Mb16p

ab l

ab
. [12]

Es inmediato ver que cuando evalua-
mos [12] sobre las ecuaciones de Einstein

N ab 0 se garantizan las relaciones diná-
micas [9]. No obstante, en general podrían
encontrarse soluciones para las ecuaciones
de tipo Yang-Mills que no garanticen de ma-
nera única las ecuaciones de Einstein, se-
gún [12]. Esto sugiere que el espacio de solu-
ciones de la reformulación de calibre pre-
sentada contiene en general al de las solu-
ciones de la relatividad general.

Solución de vacío no trivial en la Teoría
Abeliana

Con la finalidad de obtener algunas so-
luciones estacionarias del vacío (TM

ab 0)
para el caso abeliano, comenzamos por to-

mar el grupo de calibre G =U U
N

( ) ( )1 1 . En
otras palabras, tenemos N generadores que
satisfacen un álgebra de Lie con constantes
de estructura Cabc 0 para todo
a b c N, , , ,...,12 . Además, nuestro sistema fí-
sico consistirá en un objeto compacto, esta-
cionario y con simetría esférica. Este hecho,
nos permitirá considerar una conexión esta-
cionaria y función de la coordenada radial
exclusivamente (A ra

m ). En este orden de
ideas, y fuera de la fuente localizada (vacío)
las ecuaciones de movimiento son ahora las
siguientes:

F
k

T Ma
F b

ml ab l

ab
; .m 2

[13]

Si uno quiere resolver estas ecuaciones
para la simetría definida, se puede decir algo
sobre la forma funcional tanto de la cone-
xión como de la métrica. En cuanto a A ra

m ,
consideraremos el ansatz electrostático:

Aa
0 0, [14]

Aa
k 0. [15]

En cuanto a la métrica asumiremos que
ésta posee una forma estática (diagonal y no
dependiente del tiempo) tipo Schwarzschild
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diag S A
S A

r r senb
b00 0

00 0

2 2 21, , ,-

é

ë

ê

ê

ù

û

ú

ú

q [16]

Sustituyendo [14], [15] y [16] en [13] se
obtiene

d A

dr r

dA

dr

a a2
0

2

02
0, [17]

Aa
k 0, [18]

cuya solución es

A n
b

r
a a

a

0 , [19]

Aa
k 0, [20]

dondena yba son constantes. Con esto no es
difícil probar que de [5] se obtiene

1 30 1x r~ / - , lo cual muestra que el an-
satz tipo Schwarzschild es satisfactorio.

Una solución particular interesante
aparece si tomamosb n ma a 2 , con2m el ra-
dio de Schwarzschild:

A n ga a
om m

, [21]

indicando queAa
m es proporcional al cuadri-

potencial gravitacional de la formulación
tipo Maxwell que Möller utilizó en el estudio
de la localización de la energía gravitacional
(35,36). En referido trabajo, el autor presen-
ta un potencial U(1) definido por:

A gom m
, [22]

covariante bajo el subgrupo de transforma-
ciones ortogonales al tiempo y el espacio, o
sea

x f xi i j¢ , [23]

x x¢0 0 . [24]

Entonces, la relación [21] tiene el mis-
mo subgrupo de transformaciones de coor-
denadas.

Queremos finalizar esta sección con un
comentario sobre la relación de la solución
[21] con las correspondientes a otros tipos
de simetrías en general. No es complicado
probar que para el problema de Reissner-
Nördstrom (problema sin vacío debido a la
carga electrostática), [21] resuelve la ecua-
ción de movimiento [9] a menos de un térmi-
no de orden O r -4 . Por otro lado, si uno ex-
plora una simetría no esférica como la del
problema de Kerr, se puede mostrar que [21]
satisface [13] a menos de un término de or-
den O r -5 , escogiendo el ansatz:
A Aa a

1 2 0 y A A ra a
3 3 , .

Todo esto indica que las soluciones es-
tacionarias de la formulación abeliana (G =

U U
N

1 1 ) para las simetrías de Reiss-
ner-Nördstrom y Kerr pueden ser aproxima-
das mediante [21], en el límite r . Este
comportamiento asintótico de las solucio-
nes es justamente la propiedad que Möller
necesitó en su formulación para poder defi-
nir la energía total de manera satisfactoria.

El límite Newtoniano

Una propiedad de consistencia que de-
bemos esperar de esta reformulación es la
de que la teoría Newtoniana pueda ser recu-
perada con el límite no relativista de campo
débil a partir de las ecuaciones de tipo
Yang-Mills obtenidas.

En un régimen de velocidades bajas

( )i
idx
dx 0 1 y campo gravitacional dé-

bil, tomamos un sistema de coordenadas
Galileanas x m y una métrica estacionaria g

mn

que difiere de la de Minkowski (
nm
) en una

perturbación débil ( )h
mn

1, es decir:

g h
mn

mn mn

, [25]

con la propiedad g hmn mn mn . Seguida-
mente, la distribución de materia a conside-
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rar, corresponde a un fluido perfecto cuya
presión y velocidad son despreciables en
nuestro sistema Galileano. Por tanto, la
única componente del tensor momento-e-
nergía de la materia a considerar será TM

00 ,
la cual relacionaremos con la densidad de
masa.

Para completar el paso al límite New-
toniano en el contexto de la reformulación
de tipo Yang-Mills, haremos las siguientes
consideraciones. Primero, es requerido un
comportamiento lineal del campo gravita-
cional débil, para lo cual pediremos que el

grupo de calibre sea G =U U
N

1 1 .

La segunda consideración es inter-
pretar la relación [25] como la proveniente
de la perturbación de la conexión vía [2].
Esto es, haciendo una variación infinitesi-
mal Aa

m
en [2] alrededor de un A a

0 m

fijo con
S A

ab ab0
, se obtiene:

g x S A x M A xb
b

mn mn mn

l

mn o
lh d= = + A, . [26]

Así, con Mb
l

mn o,
acotado, [26] puede

ser identificada con [25]. Con esto se tiene
que h x

mn
y

lA xb son infinitesimales del
mismo orden.

Por otro lado, tomando G= U U
N

( ) ( )1 1 en

[9] da

F
k

T T Mb
M F b

m

m

l ab ab l

ab
; 2

, [27]

y considerando solo contribuciones de pri-
mer orden enh

mn
y

lAb , la componente tem-
poral del miembro izquierdo de [27] es

F F Abi
i

b
i i

b0
0

2
0; , . [28]

El tensor momento-energía asociado a
la curvatura de Yang-Mills (TF

ab ) es una con-
tribución de orden cuadrático en

lAb , por lo
cual el miembro derecho de [27] es

k
T T M

k
M A TM F b b M2 2

0 0
00 0

00ab ab

ab
+ = . [29]

Reuniendo [28] y [29] en [27] obtene-
mos las N ecuaciones siguientes

2
0

00A Tb b
M

, [30]

con b
b M

oo
k

M A T
2

0

00 0( ) . La expresión [30]

es la ecuación de Laplace para el límite New-
toniano de las ecuaciones de tipo Yang-
Mills.

Conclusión
En este trabajo inicial hemos presenta-

da para reescribir la teoría de la gravitación de
Einstein de una forma lo más similar posible a
una teoría de tipo Yang-Mills a nivel clásico.
Esto se ha hecho pensando en una formula-
ción lagrangiana invariante de calibre cuyas
ecuaciones dinámicas correspondientes con-
tienen a las de Einstein, consistentemente
con el límite Newtoniano.

Se estudió la solución de vacío no trivial
abeliano en el contexto de la simetría esférica
estacionaria a partir de un ansatz electrostáti-
co, mostrándose que existe un caso particular
proporcional al cuadripotencial tipo Maxwell
de Möller. Sería interesante abordar solucio-
nes no abelianas, muy posiblemente conside-
rando algún ansatz de tipo Bartnik-McKin-
non [37] para la simetría esférica estacionaria.

Un problema fundamental que podría
ser tratado en un futuro, orientado hacia la
cuestión de la cuantización es el relacionado
con el análisis canónico de Dirac [38].
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