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Resumen

En este articulo se prueba que los anillos y médulos con conjunto anulador cero son, res-
pectivamente, los anillos primos y modulos primos fieles. Se estudia el caso en que el anillo R
esta fuertemente acotado a izquierda y se muestran algunas relaciones entre el reticulo com-
pleto B(R) formado por los funtores nucleo acotados sobre la categoria de R-modulos a izquierda
y la clase de libre torsion formada por los mdédulos primos y fieles junto con el médulo cero. Se
exhiben los atomos del reticulo B(R) para el caso general y los coatomos para el caso en que cada
ideal no nulo de R contiene un ideal primo minimal no nulo. Ademas, se ofrecen dos descripcio-
nes para el funtor ndcleo idempotente correspondiente a esta clase de médulos para el caso ge-
neral y para el caso en que R es primo y noetheriano a izquierda.

Palabras clave: Anillo fuertemente acotado a izquierda; conjunto anulador; funtor
ndcleo simétrico; moédulo fuertemente primo; médulo primo y fiel.

Rings and modules with zero annihilating set

Abstract

In this paper it is proved that the rings and modules with zero annihilating set are, respec-
tively, the prime rings and faithful prime modules. It is studied the case when the ring R is left
strongly bounded and we show some relations between the complete lattice B(R) formed by the
bounded kernel functors over the category of left R-modules and the torsion-free class formed
by the faithful prime modules together with the zero module. The atoms of the lattice B(R) are
exhibit in the general case and the coatoms for the case in that each nonzero ideal of R contain a
nonzero minimal prime ideal. Furthermore we show two description for the kernel functor cor-
responding to this class of modules for the general case and for the case in that R is prime and
left noetherian.

Key words: Annihilating set; faithful prime module; left strongly bounded ring; strongly
prime module; symmetric kernel functor.

Introduccion elemento identidad, fueron introducidas en

. . Pefia (1), de la siguiente manera:
La nocién de conjunto anulador A(M)

paraun R-mddulo aizquierda M, y la de con- A(M):= {a O R: aRx = (0),
junto anulador A(0) para un filtro O de idea-

. . - N araalgn 0 Ox O M
les a izquierda de un anillo asociativo R con P g by
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A(D):={al0R: RaR ¢ [}.

Notar que A(0) = Dy los conjuntos A(M)
y A(D) son ideales del monoide multiplicativo
de R, los cuales no necesitan ser cerrados
bajo la suma. Asi, estos conjuntos motivan
naturalmente la nocién de parte absorbente
de R, como sigue: diremos que un subcon-
junto A de R es una parte absorbente de R siy
s6lo si R 0 Ra O A, para cada a 0 A. Algunas
de las propiedades basicas de los conjuntos
anuladores para modulos vy filtros, y de las
partes absorbentes de un anillo se muestran
en Pefa (1). En particular, se prueba que siM
es un R-modulo a izquierda y O es el filtro de
Gabriel asociado a M, entonces
AM)=A(E(M))=A(0)={a O R: Homg(R/RaR,
E(M)) = (0)}, donde R/RaR es considerado
como un R-médulo a izquierda y E(M) deno-
ta la capsula inyectiva de M.

Sea M un R-modulo a izquierda. Es na-
tural plantearnos las siguientes cuestiones:
¢cuando A(M) es un ideal (bilatero) de R? Y,
en particular, ;cuando A(M) = (0)? El prime-
ro de estos problemas fue estudiado recien-
temente en Dauns (2), quien prueba que
A(M) es un ideal de R si y s6lo si la familia de
ideales (bilateros, aizquierda o aderecha) de
R contenidos en A(M) tiene un Unico elemen-
to maximal. Un caso particular de esta si-
tuacién, cudndo A(M) es un ideal de R, fue
estudiado por Pefia (1). El objetivo funda-
mental de este trabajo es presentar una res-
puesta a los siguientes:

- Problema 1: Caracterizar los anillos y
modulos con conjunto anulador nulo.

- Problema 2: Describir el funtor ndcleo
idempotente correspondiente a la clase
de libre torsion formada por los médu-
los primos y fieles junto con el médulo
cero.

En la seccion 1 se ofrece alguna termi-
nologia y resultados béasicos. Ademas, se
prueba que un médulo no nulo M es fuerte-
mente primo en el sentido de Handelman-
Lawrence (3) si y sélo si M es absolutamente
libre de torsién en el sentido de Rubin (4)

(Proposicién 1.1). En la seccion 2 se prueba
uno de los resultados principales de este
trabajo (Teorema (2.1)), en el cual se mues-
tran varias condiciones equivalentes a la
condicién A(M) = (0), siendo M un R-médulo
aizquierda no nulo arbitrario. En particular,
se considera el caso M = R (Corolario (2.1)).
Asimismo, se ofrece una demostracion ele-
mental de una observacion hecha por Han-
delman-Lawrence (3), la cual caracteriza los
anillos R fuertemente primos a izquierda
como aquellos sobre los cuales existe un
R-modulo a izquierda fuertemente primo
(Proposicién (2.1)). En la secciéon 3 se estu-
dia el Problema 1 sobre los anillos fuerte-
mente acotados a izquierda (Proposicion
(3.2)) y se prueba que si R es un tal anillo,
entonces R es primo si y solo si R es fuerte-
mente primo a izquierda (Corolario (3.1)). En
la seccidn 4 se muestra que el conjunto B(R)
formado por los funtores nucleo acotados
(no necesariamente idempotentes) sobre la
categoria de R-modulos a izquierda es un
subreticulo completo de K(R) (Proposicién
(4.1)), se muestran sus atomos para el caso
general y sus coatomos para el caso en que
cada ideal no nulo de R contiene un ideal
primo minimal no nulo (Proposicion 4.2).
También se ofrecen algunos resultados ba-
sicos sobre la clausura de Gabriel de un fil-
tro acotado para el caso en que el anilloR es
noetheriano a izquierda. Estos resultados
son aplicados en la seccién 5 en el estudio
del funtor nucleo idempotente [y correspon-
diente a la clase de libre torsién formada por
los médulos primos y fieles junto con el mé-
dulo cero (Problema 2). El estudio de esta ul-
tima clase de médulos fue propuesto por
Handelman-Lawrence (3) y en este trabajo
se ofrecen dos descripciones para este fun-
tor nucleo tanto para el caso general (Propo-
sicion 5.1) como para el caso en que R es pri-
mo y noetheriano a izquierda (Corolario 5.2).

1. Terminologia y Resultados
Basicos

En todo lo que sigue R denotara un ani-
llo asociativo con elemento identidad 1 0O,
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por un ideal de R entenderemos un ideal bi-
latero de Ry denotaremos por Id(R) la familia
de ideales de R. Por un médulo entendere-
mos un R-moédulo a izquierda unitario,
R-Mod denotaré la categoria de mddulos con
objeto cero (0) y cuyos morfismos actuaran
del lado derecho (y, por tanto, la composi-
cion de tales morfismos se escribira de iz-
quierdaaderecha). Si N es un submodulo no
nulo de un modulo M, diremos que N es un
submédulo esencial de M (o que M es una ex-
tensién esencial de N) si y sélo si para cada
0 Ox O M se tiene que N 0 Rx [J(0). Denotare-
mos por e la familia formada por los ideales
a izquierda esenciales de R. Usaremos los
simbolos kM y N <M para indicar que Mes un
modulo y N es un submédulo de M, respecti-
vamente. Sean gM, N OM y X < M. Entonces,
el conjunto (N:X):={r OR: rx ON, para cada x
e X}es un ideal aizquierda de R. En particu-
lar, si x e M, entonces (0:x):= (0:{x}) se llama
el anulador a izquierda de x, y (0:M):= ((0):M)
es un ideal de M, llamado el anulador de M.
Asimismo, diremos que M es fiel si y sélo si
(0:M) = (0). Denotaremos por E(M) la capsula
inyectiva de M y siguiendo a Pefia (1), llama-
remos el conjunto anulador para M, el cual
denotaremos por A(M), al conjunto A(M):= {a
0 R: aRx = (0), para algun 0 = X € M}.

Sea M un médulo no nulo. Siguiendo a
Beachy (5), diremos que M es primo si y sélo si
(0:M) = (0:N), para cada submddulo no nulo N
de M, o equivalentemente, si (0:M) = A(M).
Esto ultimo fue observado por Dauns (2).
Ahora, siguiendo a Handelman-Lawrence
(3), lamaremos un aislador para un elemen-
to no nulo x de M a todo subconjunto finito y
no vacio S(x) de R tal que el anulador a iz-
quierda del conjunto {sx: s 00 S(x)} es el ideal
nulo. Denotaremos por Insul(M) el conjunto
formado por todos los elementos de M que
tienen aislador junto con el elemento cero de
M. Ademas, diremos que M es fuertemente
primo si y sélo si cada elemento no nulo de M
tiene un aislador, i.e., si M = Insul(M). La cla-
se de mdédulos fuertemente primos es cerra-
da bajo submédulos no nulos, imagenes iso-

morficas, productos directos, extensiones
esenciales (y por tanto, también es cerrada
bajo extensiones). Notar que si M es fuerte-
mente primo, entonces A(M) = (0). En efecto,
si a0 A(M), entonces existe un elemento 0 [x
O M tal que aRx = (0). Ahora, por hipotesis,
existen elementos sy, ..., Sp R para los cua-
les ﬂin:l(as;i x) 0(). De donde, como cada

asix =0, se tiene que a =0. Finalmente, dire-
mos que R es primo (fuertemente primo a iz-
quierda) si y solo si RR es un médulo primo
(fuertemente primo).

Observacion: En la literatura sobre
teoria de modulos existe otra nocion de mo-
dulo fuertemente primo, debida a Beachy
(5), la cual no es equivalente a la dada por
Handelman-Lawrence (4), a saber: un mé-
dulo no nulo M se dice fuertemente primo siy
s6lo si para cada submo6dulo no nulo N de M
y cada x 0 M, existen elementos Xy, ..., Xn O N

para los cuales ﬂi”zl(cx X;) 0@ x), o equiva-
lentemente, si existen homomorfismos de
moédulos no nulos fi: N O E(M) para los cua-

les E](xj)fj Ox (Proposicion 2.8 en Matlis
j=1

(6)). Es facil ver que: (i) un médulo no nulo M
es fuertemente primo en el sentido de Bea-
chy siy sélo si M es isomorfo a un submédu-
lo de un mdédulo N-generado (i.e., una ima-
gen homomodrfica de una suma directa de
copias de N), para cada submodulo no nulo
N de M (7); (ii) cada médulo fuertemente pri-
mo en el sentido de Handelman-Lawrence es
fuertemente primo en el sentido de Beachy;
(iii) cada médulo fuertemente primo, en am-
bos sentidos, es primo; (iv) cada médulo
simple es fuertemente primo en el sentido de
Beachyy asi, un tal médulo fuertemente pri-
mo no necesita ser fiel. Para M = R, se tiene
que las nociones de anillos fuertemente pri-
mos izquierda son equivalentes (Proposi-
cidn V.4 en (3) y Proposicion 1.3 en (5)). En
lo sucesivo, el término fuertemente primo
se referira exclusivamente al dado por Han-
delman-Lawrence (3).
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Un reticulo completo L se dice local siy
s6lo si L contiene un Unico coatomo. Usare-
mos los simbolos O y O respectivamente,
para indicar las operaciones de infimo y su-
premo, en todos los reticulos considerados y,
en caso de ser necesario indicaremos el con-
texto al cual se hace referencia. Sea L un reti-
culo completo con elemento minimo O y ele-
mento maximo 1. Por un {(J,0,1}-subsemirre-
ticulo completo de L entenderemos un subse-
mirreticulo completo de L respecto de la ope-
racion Jque contiene a0y 1. Para una exce-
lente referencia sobre teoria de reticulos
véase Birkhoff (8).

Asumiremos que el lector esta familiari-
zado con la terminologia y resultados basicos
relacionados con los siguientes temas: teoria
de anillos (9); teoria de funtores nucleo y sus
filtros correspondientes (10-12); clases de
torsion (hereditarias) y clases de libre torsion
(10, 13-14), asi como con las respectivas co-
rrespondencias biunivocas entre estos obje-
tos y sus estructuras reticulares. Sin embar-
go, para facilidad del lector, a continuacién
se incluye alguna terminologia y resultados
basicos. Siguiendo a Goldman (10), un endo-
funtor covariante : R - Mod 00 R - Mod se
dice un funtor ndcleo si y solo si [ satisface
las siguientes condiciones: (i) (M) OM, para
cada médulo M; (ii) si f: N - M es un morfis-
mo en R-Mod, entonces (ON))f OJ (M); (iii) si
N < M, entonces (JN) = N n JM). Ademas, un
funtor ndcleo Ose dice idempotente si y s6lo
si (M/M)) = (0), para cada médulo M. De-
notaremos por K(R) el reticulo completo for-
mado por los funtores ndcleo sobre R-Mod
con elemento minimo O y elemento méaximo
0. Ademas, denotaremos por I(R) el subreti-
culo completo de K(R) formado por los funto-
res nucleo idempotentes sobre R-Mod. Para
cada mddulo M, al funtor nudcleo Gy(N):= O
{Ker(f ):f O Homgr(N,E(M))}, para cada mdédulo
N, se llama el funtor ndcleo asociado con M. Se
tiene que [y = Cggv) es un funtor ndcleo idem-
potente y cada funtor ndcleo idempotente es

de la forma [, para algiin modulo inyectivo E
(el cual no es Unico, pues [k = [¢eg). Recordar
que si MO K(R), entonces 111 siy solo si
(M) OOJ(M) para cada médulo M. Denotare-
mos por O, el filtro correspondiente al funtor
nacleo 0. Ademas, siguiendo a Golan (12),
denotaremos por R-fil y R-gab las familias de
filtros y de filtros de Gabriel, respectivamen-
te, de ideales a izquierda de R.

Veamos que la nocién de mdédulo fuer-
temente primo coincide con la de médulo ab-
solutamente libre de torsion, en el sentido de
Rubin (4), i.e., un médulo libre de [J-torsién,
para cada funtor nudcleo propio O (véase
también Viola-Prioli (17)).

Proposicion 1.1

Un moédulo no nulo M es fuertemente
primo si y solo si M es absolutamente libre
de torsion.

Prueba. Supongamos que M es fuerte-
mente primo y sea 00O K(R)\{O} tal que
(M) 0(0) y sea O Orx 11 (M). Entonces, exis-
tirian elementos sy, ..., sp O R para los cuales

ﬂin:l((lsirx) (). Pero entonces, como cada

sirx 0O (M), tendriamos que cada (O: sirx) O
Os y asi, (0) [ 4, lo cual contradice el hecho
que OO0 . Por tanto, (JM) =(0). Reciproca-
mente, supongamos que M es absolutamen-
te libre de torsion y veamos que si 0 Ox O M,
entonces x tiene un aislador. En efecto, sea
O la familia de ideales a izquierda H de R
para los cuales existen elementos sy, ..., Sp O
R tales que ﬂinzl((lsi rx) OH. Entonces, es fa-

cil ver que O es un filtro propio (pues (0: x) O
Oy x 0J0). Luego, si Ues el funtor ndcleo co-
rrespondiente a [, entonces 0 Ox O (M) y
asi, por hipétesis, 0= . De donde, (0) (1] y
existen elementos sy, ..., sp 0 R para los cua-
les ﬂin:l(cxsirx) (). Por tanto, {si, ..., Sn} €S

un aislador para x.
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2. Anillos y Médulos
con Conjunto Anulador Nulo

Para cada filtro O denotaremos por
Id(0) la familia formado por los ideales de R
que estan en [. Recordar que un filtro 0 se
dice acotado siy s6lo si paracada H [ exis-
teunideal | OId(0) tal que | OH. Asi, sil esun
ideal de R, entonces lafamilia (I :={HOR : |
OH} es un filtro acotado. Notar que JR] = {R}
es el filtro mas pequerio y (0)] es el filtro
mas grande formado por todos los ideales a
izquierda de R. Denotaremos por R-bound la
familia de filtros acotados de ideales a iz-
quierda de R. Ahora, un funtor ndcleo Ose
dice acotado si y sélo si su filtro correspon-
diente esta acotado. Denotaremos por B(R)
el conjunto de funtores nucleo acotados.

Teorema 2.1

Sean M un mddulo no nulo y 1y el
funtor nudcleo asociado con M. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(@) A(M) = (0);
(b) M es primo vy fiel,

(c) Cada submoédulo no nulo de M es
fiel;

(d) M es libre de Ctorsion, para cada O
0 BRNO}

(&) OBRNOY [ en K(R);

Prueba. Es claro que @)0 () () y
(d) O (e) O ().

(@) O (e): Supongamos que A(M)=(0), y
sean (I B(R)\{e}yx I (M). Entonces, existe
unideal | I sOtal que | OO : x). De donde,
al ser | (0) y A(M) = (0), se sigue que x = 0.
Asi, (1T en K(R).

(e) O (a): Supongamos la condicion (e).
Si 0 Oa O A(M), entonces RaR [0 .. Ahora,
sea [, el funtor nacleo asociado con el filtro
acotado JRaR]. Entonces, [, O B(R)\{x} y

asi, se tendriaque RaR U0, [0 [JRaR[
lo cual es una contradiccion.

T

Corolario 2.1

Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

@ AR)=(0);
(b) R es un anillo primo;

(c) Cadaideal aizquierda no nulode R
es fiel;

(d) rR es un modulo libre de Ctorsion,
para cada [0 B(R)\{x};

(e) OB(R\{0}] [k en K(R);

() Existe un médulo no nulo M tal que
A(M) =(0).

Prueba. Por el Teorema 2.1, basta ver
que (f) O (a). Sean M un mdédulo no nulo tal
que A(M) = (0) y a OA(R). Entonces, existe un
0 Or OR tal que aRr = (0). Luego, como M es
fiel, existe un 0 Ox O M tal que rx OO0 y asi,
aRrx =(0). Por tanto, a O A(M)=(0).

Notar que la prueba anterior muestra
que, en general, A(R) O A(M) para cada moé-
dulo fiel M.

Proposicion 2.1
R es un anillo fuertemente primo a iz-

quierda si y solo si existe un médulo fuerte-
mente primo M.

Prueba. Supongamos que M es un moé6-
dulo fuertemente primo. Entonces, A(M) O(0)
y asi, por el Teorema 2.1, M es un modulo
primo y fiel. Ahora, si O Or O R, entonces
existe un elemento m € M tal que rm O 0.
Luego, por hipotesis, existen sy, ..., sn O R ta-
les que ﬂinzl((lsi rx) 00(0). De donde, se sigue
que ﬂin:l(asir) 0@) y asi, el conjunto {sy, ...,
Sn} €s un aislador para x.

Observaciones: (a) Si M es un médulo
fiel y fuertemente primo en el sentido de
Beachy (5), entonces R es un anillo primo y
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M es de [+torsion, para cada funtor ndcleo
propio Oque satisface [AR) 0J(0). En efecto, si
0 Or OO (M), entonces existe un ideal a iz-
quierda H 1J ; tal que Hr = (0). Luego, como
M es fiel, existe un elemento x O M tal que
rx JO. De donde, Hrx = (0) y asi, se tiene que
0 Orx I (M)y OM) 0(0). Ahora, si 0 Om O M,
entonces existen elementos X1, ..., Xp [ (M)
para los cuales ﬂ"jzl(cx X ;) 0@m). Por tanto,

como cada (@ x ;) D _, se tiene que m [T (M)

y asi, M es de [+torsién. Notar que el argu-
mento anterior prueba que si Oes un funtor
ndcleo, entonces R) 0(0) si y sélo si (M) O
(0) para cada médulo fiel M. EI autor no co-
noce si la condicién (M) 0(0) para cada mo-
dulo primo y fiel M implica que OQR) [0(0).

(b) Si M es un médulo primo y Oes un
funtor nucleo acotado, entonces es facil ver
queM OT,6 M OF,y asi, M es [-decisivo en
el sentido de Pefia (18).

(©) [(4, pp.- 222)] Si R es un anillo fuerte-
mente primo a izquierda, primitivo a izquier-
day libre de Soc-torsion (donde Soc(M) deno-
ta el sécalo de M), entonces existe un médulo
no nulo M tal que A(M) = (0) y M no es fuerte-
mente primo. Asi, en tal caso, M es un moédu-
lo primo (y fiel) que no es fuertemente primo.

3. Anillos Fuertemente
Acotados a Izquierda

En esta seccion se estudia el caso en que
el anillo R es fuertemente acotado a izquierda,
i.e., si cada ideal a izquierda no nulo de R con-
tiene un ideal no nulo de R (pp. 219 en Faith
(19)). Veremos que en presencia de esta condi-
cion, las nociones de anillo primoy anillo fuer-
temente primo a izquierda (derecha) son equi-
valentes (Corolario 3.1). Ademas, veremos
que la propiedad de ser local para el reticulo
R-fil surge naturalmente en este contexto
(Proposicion 3.2). Para cada elemento a 0 R,
denotaremos por a] := RaR].

Lema 3.1

Sea R un anillo fuertemente acotado a
izquierdatal que R-fil es un reticulo local con
coatomo [. Entonces, O = [JOJ\{(0)}.

Prueba. Es claro que (0) (IJ . Ahora, si
(0) OH OR, entonces, por hipoétesis, existe un
ideal no nulo I de R tal que I <H. Luego, como
1] es un filtro propio y todo filtro propio
esta contenido en un coatomo de R-fil (Coro-
lario (2.11) en Golan (12)), se tiene que JI] O
0. Por tanto, | [ y asi, H [1J .

Proposicion 3.1
Supongamos que R-fil es un reticulo lo-

cal con coatomo . Entonces, las siguientes
afirmaciones son validas:

@ AD) =(0).

(b) I R -gab siy soblo siR es fuerte-
mente primo a izquierda.

(c) SifD R-gab,entonces 0=0, =[k.

Prueba. Sea a 0 A(0). Entonces, por de-
finicion, RaR I . Ahora, si fuese a 0O, ten-
driamos que OJa] OO [0] y asi, por hipotesis,
a] 0O , lo cual es una contradiccion. De
donde, A(0) = (0) y asi, vale (a). Ahora, su-
pongamos que [I1 R -gaby sean Oel funtor
nudcleo (idempotente) correspondiente al fil-
tro O e | = [4R). Entonces, como [Jes propio,
se tiene que | OR. Por otro lado, si | 0(0), ten-
driamos que | [1I y asi, (QR/1) = R/I. Luego,
como [Jes idempotente, también tendriamos
que OR/1) = (0), lo cual es una contradic-
cion. Por tanto, (JR) = (0) y asi, por la Propo-
sicion 1.1, R es fuertemente primo a izquier-
da. Es claro que si R es fuertemente primo a
izquierda, entonces U = [, es un filtro de

Gabriel. Finalmente, como en la prueba de
la Proposicién 12 en Da Rocha-Viola-Prioli
(20), se tiene que O= [k =Z, siendo Z el funtor
ndcleo correspondiente al filtro O de ideales
a izquierda esenciales de R.
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La partes (b) y (c) del resultado anterior
generalizan la Proposicion 12 en Da Rocha-
Viola-Prioli (20), la cual aparece enunciada
bajo la hipdtesis de que el reticulo R-fil esta
linealmente ordenado. Sin embargo, la
prueba que presentamos es esencialmente
la misma que aparece en (20).

Proposicion 3.2
Sean M un moédulo no nulo, OO0y el

funtor nucleo asociado con M y considere-
mos las siguientes condiciones:

(@) O: = OOIN{(0)-

(b) R-fil es un reticulo local con coato-
mo [0..

(©) AM) = (0).

Entonces, (a) 0 (b) O (c). Ademas, si R
es un anillo fuertemente acotado a izquier-
da, entonces (¢c) O (a).

Prueba. La implicacion (a) O (b) es in-
mediata, mientras que (b) O (c) se sigue de la
Proposiciéon 3.1 junto con el hecho de que
A(M) =A(,) (1). Ahora, supongamos que R es
un anillo fuertemente acotado a izquierda y
que A(M) = (0). Si H I [01\{(0)} tal que H (1T .,
entonces, por hipétesis, existe un ideal no
nulo | de R tal que | <H. Luego, si 0 Oa O I,
tendriamos que RaR I ; y asi, a 0 A(C);) =
A(M) = (0), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, vale (a).

Corolario 3.1

Supongamos que R es fuertemente
acotado a izquierda y sea (111 el funtor nu-
cleo asociado con R. Entonces, las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(@) O. O [0]\M(0)};

(b) R-fil es un reticulo local con coato-

mo U;;
(¢) R es un anillo primo;

(d) R es un anillo fuertemente primo a
izquierda.

Corolario 3.2

Si R es un anillo conmutativo, entonces
R es un dominio si y sélo si R-fil es un reticu-
lo local cuyo coatomo O es un filtro multipli-
cativamente cerrado. Ademas, en tal caso,
0=0,
R

Corolario 3.3

Si R es un anillo fuertemente acotado a
izquierda y M es un moédulo no nulo, enton-
ces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(@) M es fuertemente primo;

(b) M es fuertemente primo en el senti-
do de Beachy vy fiel;

() M es primo y fiel.

Prueba. Basta ver que (b) O (a). Supon-
gamos (b). Por el Teorema 2.1, sabemos que
A(M) = (0). Ahora, sean 11 K(R)\{[J} tal que
OM) OO)y 0 Ox I (M). Entonces, existiria
un (0) OH [ , tal que Hx =(0). Luego, por hi-
pétesis, existiria también un ideal no nulo |
de R contenido en H. De donde, | (0 : Rx) =
A(M) = (0), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, QM) = (0), para cada (I K(R)\{(}y por
la Proposicion 1.1, vale (a).

4. El Reticulo Completo B(R)

En esta seccién se prueba que el con-
junto B(R) de funtores nucleo acotados es
un subreticulo completo de K(R) y se exhi-
ben sus &tomos. Ademas, si R tiene suficien-
tes ideales minimales no nulos, entonces los
coatomos de B(R) también son exhibidos.
Para cada ideal a izquierda H de R, denota-
remos por H :=(H : R) Es bien conocido que H
es el ideal de R més grande que esta conteni-
do en H, llamado el corazén de H.

Lema 4.1

SiUes unfiltro, entonces U esta acotado
siysolosiparacadaH [ setienequeH [ .
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Prueba. La condicion de suficiencia es
clara. Ahora, supongamos que O es un filtro
acotado y sea H [UJ . Entonces, existe un
ideal | O Id(0J) tal que | OH. De donde, | OH y
asi, H [ .

Proposicion 4.1

B(R) es un subreticulo completo de K(R).

Prueba. Sean [ U O0B(R), O0=[U en K(R)
y H 1 . Entonces, por el Ejemplo (2.1) en
Golan (12), existen GO U, |; O Id(DGj )yrioR
(1 Oj On) para los cuales ﬂnj:l(l ;7)) OH. De
donde, si | Dﬂj:1I i
tal que | OH y asi, (10 B(R). Por otro lado, si

0= U en K(R), entonces por el Lema 4.1, se
sigue que [ B(R).

tenemos que | O I1d(0s)

Por la Proposiciéon 4.1, el conjunto R-
bound es un subreticulo completo de R-fil.
Veamos la forma de los atomos de R-bound.
Sea [0 un filtro acotado tal que (111 [R]. En-
tonces, existe un ideal | O Id(D) tal que | OR
Luego, existe un ideal primo maximal P de R
tal que | Py asi, OJR] I [P] (10 . Reciproca-
mente, si P es un ideal primo maximal de R,
entonces es facil ver que el filtro (JP] es un
atomo de R-bound. Por otro lado, si R tiene
suficientes ideales primos minimales no nu-
los (i.e., cada ideal no nulo de R contiene un
ideal primo minimal no nulo), entonces los
coatomos de R-bound son los filtros de la for-
ma Q] donde Q es un ideal primo minimal
no nulo de R. En resumen, tenemos la

Proposicion 4.2

Los &tomos del reticulo B(R) correspon-
den a los filtros de la forma [JP] donde P es
un ideal primo maximal de R. Ademas, si R
tiene suficientes ideales primos minimales
no nulos, entonces los coatomos de corres-
ponden a los filtros de la forma Q] donde Q
es un ideal primo minimal no nulo de R.

Recordar que un funtor nucleo [Ose dice
simétrico si y solo si es idempotente y aco-

tado (15). Anadlogamente se definen los fil-
tros simétricos. Denotaremos por Symm(R) el
conjunto de funtores nudcleo simétricos. Es
bien conocido que el conjunto Symm(R) es
un subreticulo completo de K(R) (Proposi-
cion 4.1). Notar también que, por el Corola-
rio 2.1 y la Proposicion 4.1, R es un anillo
primo siy sélo si B(R) es un reticulo local con
coatomo OB(R)\{1}].

Paracada [ R-fil, denotaremos por O
la clausura de Gabriel de 0. Veamos que si R
es noetheriano a izquierda, entonces el con-
junto R-bound de filtros acotados es cerrada
bajo el operador clausura de Gabriel.

Proposicion 4.3
Supongamos que R es noetheriano a iz-

quierday sea [ un filtro acotado. Entonces,
O es un filtro simétrico.

Prueba. Seal ={HOR: Oy, ..., I, OId(0),

L] ; OH}. Entonces, es facil ver que 0 es un
j=1

filtro acotado que contiene a [0. Ademas,
como O es multiplicativamente cerradoy R es
noetheriano a izquierda, entonces por la Pro-
posicion 3 en (15), tenemos que [I] R-gaby
asi, 0 enR-gab.Ahora,silll R-gabtal
que OO , entonces Id(00) OO vy asi, como
todo filtro de Gabriel es cerrado bajo la mul-
tiplicacion usual de ideales a izquierda, se
sigue que (IT0 . Por tanto, (IT] .

Sean U un subconjunto no vacio de
K(R) y M un médulo. Entonces, diremos que
M es absolutamente libre de U-torsién (abre-
viado, U-ATF) si y sélo si M es libre de [-tor-
sion para cada (11 U\{{}. Por la Proposicion
1.1, un moédulo no nulo M es fuertemente
primo si y sélo si M es K(R)-ATF siy s6losi M
es I(R)-ATF. Ademas, por el Teorema 2.1, un
maodulo no nulo M es B(R)-ATF siy sélosi M
es primo y fiel. Ahora, denotaremos por U" el
{0 }-subreticulo completo de K(R) genera-
do por U, i.e., los elementos de U" son los su-
premos en K(R) de subconjuntos de U, junto
con [. Entonces, M es U-ATF siy s6lo si M es
UY-ATF. Asi, en el estudio de la nocion de li-
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bre torsion relativa a un subconjunto no va-
cio U de K(R) podemos suponer que U es un
{I }-subsemireticulo completo de K(R).

Corolario 4.1

Sean R un anillo noetheriano a izquier-
da, lunideal de Ry M un modulo. Entonces,
O ={HOR : 1" OH para algn n 01} =
Unzl J1"]. Ademas, M es B(R)-ATF si y sélo si
M es Symm(R)-ATF.

Para cada funtor nucleo O, denotare-
mos por T, la clase de moédulos de [-torsién
y por F; la clase de médulos libres de [-tor-
sion. Ahora, si U es un {IllJ }-subsemireti-
culo completo de K(R), denotaremos por
ATF(U) la clase de mddulos U-ATF. Es claro
que ATF(U) es una clase de mdédulos cerrada
bajo submdédulos, imagenes isomorficas,
productos directos y extensiones esenciales.
De donde, existe un Unico funtor nucleo
idempotente Otal que ATF(U) = Fg. Llamare-
mos a Oel funtor ndcleo asociado a U. Veamos
que O=QU\{O0}] en I(R). En efecto, si I U\{[1}
y M O Fg, entonces, por definicién de [J se tie-
neque M OF; =F_ yasi, (00 (M en K(R). De

donde, OQU\{O}] (T en I(R). Por otro lado, si
I m en K(R) para cada 11 U\{{}, entonces
es claro que M O ATF(U) = Fg y asi, (111 v en
I(R). Por tanto, se tiene la siguiente

Proposicion 4.4

Sean U un {[IINO }-subsemireticulo
completo de K(R) y Oel funtor ndcleo asocia-
do a U. Entonces, [es la clausura de Gabriel
del funtor ndcleo U\{}].

5. El Funtor Nuacleo ag

En esta Ultima seccion se estudia la cla-
se de libre torsion formada por todos los mé-
dulos primos y fieles junto con el médulo cero
(pp. 222 en Handelman-Lawrence (3)). Es
bien conocido que si R es un anillo primo y
noetheriano a izquierda, entonces el funtor
ndcleo idempotente [0 correspondiente a
esta clase de mdédulos es propio y simétrico
(Proposiciones 4.1 y 4.3). En van Oystaeyen

(16), el funtor nucleo [ es denotado por [F*.
En esta seccion se ofrecen dos descripciones
para [ y para su filtro correspondiente (Pro-
posicién 5.1 y Corolario 5.2).

Sea Fo := {rM:A(M) O (0)}. Entonces, por
el Teorema 2.1, se tiene que Fo = ATF(B(R)) y
asi, existe un unico funtor nucleo idempo-
tente [ tal que Fo = F,,. Denotaremos por [y
el filtro de Gabriel correspondiente a [.
Veamos algunas propiedades basicas de (.

Proposicion 5.1

Las siguientes afirmaciones son vali-
das:

(@) Resunanilloprimosiy solosi .

(b) To = TBR)\{} en I(R).

(¢) R es un anillo simple si y sélo si
o = 0.

(d) A(To) =(0).

Prueba. La parte (a) se sigue del Corola-
rio 2.1, mientras que (b) se sigue de la Propo-
sicion 4.4. Finalmente, (c) es una conse-
cuencia de (b) y la parte (d) es inmediata.

Corolario 5.1

Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(@ R es un anillo primo;
(b) Do(R) =(0);
(c) Co Mren I(R).

Prueba. Se sigue del Corolario 2.1y las
Proposiciones 4.1y 5.1.

Corolario 5.2

Si R es un anillo primo y noetheriano a
izquierda, las siguientes afirmaciones son
validas:

(@ Oo=0dSymmR)\{O}]enI(R)y Dpesel
unico coatomo de Symm(R).

(b) Do = {a] : 0 Da O R} en R-gab.
() o ={H OR : A(R/H) O(0)}.
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Prueba. Las dos primeras afirmacio-
nes se siguen de la parte (a) de las Proposi-
ciones 4.3 y 5.1; mientras que la ultima
afirmacion se sigue de la parte (c) del Coro-
lario en 4.1.

Problema: ¢Cuando Oy = [(k? Ademas,
si R es un anillo primo, describir los filtros
con conjunto anulador nulo.

Problema: Sean M un méduloy 0 Ox O
M. Entonces, si X tiene un aislador, ¢es Rx
un modulo fuertemente primo?

Observaciones: (a) Para cada médulo
M, denotemos por CK-dim(M) la dimension
de Krull clasica de M (21, 22). Ahora, por la
Proposicion (15.1) en (24), se tiene la si-
guiente identidad: CK-dim(M) = CK-dim(R)
para cada modulo M primo vy fiel.

(b) Sean Oun funtor nucleo idempoten-
te y M un modulo. Siguiendo a Goldman
(10), denotaremos por Q.(M) el médulo de co-
cientes de M relativo a [0 Q.(M) es el Unico
(salvo isomorfismo) mddulo 3inyectivo vy li-
bre de (3torsién. Para mas detalles sobre las
definiciones anteriores, la construccion de
Q-(M) y las propiedades funtoriales de la
asignacion Q; : M — Q:(M) (10, 13-16). En
particular, Q.(R) tiene una estructura natu-
ral de anillo, que extiende lade R, y se llama
el anillo de cocientes de R relativo a [0 Ade-
mas, diremos que (tiene la propiedad (T) siy
solo si el funtor localizacién Q. es exacto a
derechay conmuta con sumas directas arbi-
trarias, o equivalentemente, si Q.(M) 0Q.(R)
Or M para cada médulo M. Ahora, siguiendo
a Murdoch y van Oystaeyen (15), Qq(R) se
llama el anillo de funciones de la variedad
afin Spec(R) (junto con la topologia de Za-
riski) y si R es un anillo primo y noetheriano
aizquierda tal que [, tiene la propiedad (T),
entonces Q(R) es un anillo simple generali-
zando la construccién del cuerpo de funcio-
nes de una variedad afin sobre un anillo
conmutativo.
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