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Resumen
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Los numeros de Stirling sin signo de primera clase H< Ey de segunda clase S(Dsuelen defi-
O

nirse mediante las identidades:
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dondex® = x(x —1L (x —k +1) denota el factorial inferior de x. Pero también es posible definir-
los de manera combinatoria y demostrar luego ambas identidades polindmicas por induccion.
En esta nota mostramos deducciones puramente combinatorias de ambas identidades y de al-
gunas otras propiedades de los nameros de Stirling, utilizando como método el estudio de las
coloraciones del conjunto {1,2,...,n} y la accién del grupo simétrico Sn sobre ellas.
Palabras clave: Accion de grupos; coloraciones; combinatoria; nameros de Stirling,
particiones; permutaciones.

Stirling numbers and group actions

Abstract

The unsigned Stirling numbers of the first kind @Eand of the second kind @Eare usually
O

defined by means of the identities:
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where x* = x(x -1L (x —k +1) denotes the lower factorial of x. But it is also possible to define
them combinatorially, proving afterwards both identities by induction. In this note we show pu-
rely combinatorial deductions of both polynomial identities and some other properties of Stir-
ling numbers, using as method the study of the colorations of the set{1,2,...,n} and the action of
the symmetric group Sn over them.
Key words: Colorations; combinatorics; group action; partitions; permutations; Stirling
numbers.

Introduccioén junto de los enteros no negativos lo denota-
remosN.SinEeNentoncesN,={iEN:0=< i<

En primer lugar explicaremos la nota- n}. Observemos que No = @ y N, = {0,...,n-1}

cion utilizada en el presente trabajo. El con-
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para n > 0. Al nimero de elementos de un
conjunto (finito) A lo denotaremos [A|. S,, de-
notarda el grupo simétrico sobre N,,, es decir el
conjunto de todas las biyecciones de N, en si
mismo (también llamadas permutaciones)
con la composicién como operacion de gru-
po. Una k-coloracién de N, es simplemente
una funcién f : N, = N,. Al conjunto de todas
estas coloraciones lo denotaremos X(n,k).
Entonces [X(n,k)|=k". Usaremos la conven-
cion 0°=1, de modo que la igualdad anterior
es véalida incluso si n, k o ambos son nulos.
Si x es un namero real yn € N entonces defi-
nimos el factorial inferior como:

X" =x(x =1L (x —n +1)

y el factorial superior como:

X" =x(x +L (X +n -1

Por convencién x% = x° =1. Denotaremos
mediante Part(n, k) el conjunto de todas las
particiones de N, con exactamente k blo-
ques (disjuntos y no vacios) y mediante
Perm(n, k) el conjunto de todas las permuta-
ciones de N, que se descomponen en pro-
ducto de exactamente k ciclos disjuntos.
Definimos el namero de Stirling sin signo de

primera clase ﬁacomo |Perm(n, k)] (para

otra definicibn combinatoria equivalente
vea (1)) y el namero de Stirling de segunda

clase @Ecomo | Part(n, k)] (ver (2); paraotro

punto de vista ver (3)). Si un grupo G actla
sobre un conjunto Ay a € A, denotaremos la
orbita de a mediante a. El estabilizador de
un elemento a € A es G, ={g UG:ga= a},
que es un subgrupo de G. Como es bien sa-
bido el cardinal de una érbitaa esigual al in-
dice de G, en G, en particular si G es finito
entonces |a]=|G|/]G,|. El conjunto de to-
das las érbitas sera denotado A. El conjunto
de puntos fijos en Ade un elementog € G lo
denotaremos A,. Mas adelante usaremos el
siguiente resultado (para una demostracion
vea (4):

Lema de Burnside

Si un grupo finito G actia sobre un con-
junto finito A entonces

A= E;QZ, A, |

2. Resultados

Un primer resultado sencillo sobre nu-
meros de Stirling que puede obtenerse con-
siderando las acciones naturales de S, sobre
Part(n,k) y Perm(n,k) es el siguiente:

Proposicion 1

Si pesprimoy1<k<pentonces @Ey
ﬁf% son divisibles entre p.
0

Demostracion. Tomemos en S_ un ci-
clo de longitud p, por ejemplo el definido me-
diantec(i)=i+lparaO<i<p-lycp-1)=0.
Sea C el subgrupo ciclico de S, generado por
c. Consideremos la accion de C sobre
Part(p,k) definida asi: sig €eCyP ={B,,...,B,}
€ Part(p, k) entonces g-P = {g(B,),....g(By)}.
Supongamos que g-P =P y sea m=[B, | el ta-
marfio de uno de los bloques de P. El conjun-
to de todos los elementos de N, pertenecien-
tes a bloques de P de tamafio m debe ser cla-
ramente invariante bajo g. Pero si g es dife-
rente de laidentidad, entonces es un ciclo de
longitud p, y no deja invariante a ningdn
subconjunto propio de N,. Por lo tanto todos
los bloques de P deberian ser de tamafiomy
entonces km =p, lo cual es absurdo ya que p
esprimoy 1< k <p. Concluimos que el esta-
bilizador de cualquier P € Part(p, k) se redu-
ce a laidentidad, y por lo tanto todas las 6r-
bitas tienen cardinal p.

La demostracion para los nUmeros de
Stirling de primera clase es analoga, consi-
derando la accion de C sobre S, definida por
conjugacion, es decirg-o =go g'l.
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Proposicion 2

= Qg

ZB(DX’ (1]

Demostracion. Supongamos que X €
N. El miembro izquierdo de [1] es igual al nG-
mero de coloraciones de N, con x colores.
Pero estas coloraciones se pueden clasificar
segun el namero de colores efectivamente
utilizados. Las que emplean exactamente k
colores se pueden obtener particionando N,
en k clases y asignando un color diferente a
cada clase, lo cual puede hacerse de x ma-
neras. Sumando en k se obtiene que [1] se
cumple paratodo x € Ny por tanto, en virtud
del teorema de identidad de polinomios, es
una identidad polinomial.

Proposicion 3

RPEE

Demostracion. Sea x € Ny considere-
mos la accién del grupo S, sobre las colora-
ciones X(n,x) definida mediante gf =f og'lpara
todo g € S, f€ X(n,X). Dos coloraciones son
equivalentes si y s6lo si cada color es utiliza-
do el mismo nimero de veces en cada unade
ellas. Por lo tanto las 6rbitas pueden poner-
se en correspondencia con las combinacio-

nes con repeticién de x colores tomados de n
+n -

ok 2]

X 10
en n, que son H B Por otra parte las

n

coloraciones que quedan fijas bajo una per-
mutacion g € S, son aquellas que asignan el
mismo color a los elementos de cada ciclo de
g. Si denotamos mediante A(g) el namero de

CIC|OS de g entonces estas coloraciones son
Apllcando el Lema de Burnside resulta
entonces que:

X+n-1g 1

- = A(9)
B n H_n!g;nx g

Pero para cada k desde O hasta n hay

ﬁﬁpermutaciones g € S, coni(g) = k. Agru-

pando los términos correspondientes en la
igualdad anterior y multiplicando ambos
miembros por n! obtenemos [2]. La demos-
tracion se completa como la anterior, apli-
cando el teorema de identidad de polino-
mios.

Proposicion 4

rl‘Z(J)

Demostracién. Basta substituir x por
-x en (2) y multiplicar ambos miembros por

(-1)".

kD“Dk
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