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Resumen

Se estudia una nueva técnica para determinar las posiciones y formas de imagenes
fotograficas digitalizadas de objetos estelares sobre una placa astrométrica. El método hace
uso de la funcion de la tangente hiperbélica y el algoritmo es usado para determinar la posicion
del punto de la imagen que se considera su centro, iterando los parametros que la definen. El
método que se propone ofrece mas flexibilidad que los métodos convencionales y se adapta
mejor a las imagenes de estrellas brillantes.

Palabras claves: Astrometria: imagenes digitalizadas: reduccion.

Analysis by iteratives methods of digitized stellar
images
Abstract

A new technique to determinate the positions and shapes of digitized photographic images
of stellar objects on an astrometric plate is studied. The method uses the hiperbolic tangent
function, and the algorithm is used to determinate the position of the image center iterating
the parameters that define it. The proposed method offers more flexibility than the conventional
methods and it adapts well to the images of bright stars.

Key words: Astrometry; digitized images: reduction.

Introduccion cada imagen. Es importante determinar con
gran exactitud los valores de x y y de los
centros de las imagenes, razon por la cual
se han desarrollado diferentes algoritmos
que se basan en perfiles gaussianos bidi-
mensionales (1, 2). Muchas veces los perfi-
les de las imagenes se desvian de una dis-
tribucién gaussiana. Este es el caso tipico
de los objetos brillantes entre los que se
encuentran las estrellas de referencia, obje-
tos cuyas coordenadas xy y son imprescin-
dibles para determinar las coordenadas es-

Para medir coordenadas rectangulares
en placas astromeétricas suelen utilizarse
microdensitometros rastreadores, los cua-
les usan un rayo analizador de diametro
pequeno que se hace mover en ambas coor-
denadas. A cada paso se mide la opacidad o
densidad de la placa y se almacena en un
arreglo bidimensional. Cada una de estas
medidas se llama pixel. Si se grafican los
valores de las densidades en funcion de x o
y se obtienen perfiles de densidades para
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féricas oy 8 de otras estrellas menos brillan-
tes en la placa. Es deseable construir un
modelo que se adapte mejor a estos perfiles
y a la vez que determine las formas de las
imagenes fotograficas con la intencion de
detectar e identificar defectos tales como
elongacion, imagenes dobles e imagenes de
objetos no estelares.

Material observacional

El método de la tangente hiperbolica se
ha probado con una placa que fue expuesta
tres veces con igual tiempo de exposicion del
mismo campo, produciendo tres imagenes
por objeto, tomada con un telescopio refrac-
tor que tiene una distancia focal de 8,3
metros permitiendo una escala de placa de
24" 525/mm. La placa que abarca 50x70
minutos de arco, fue rastreada con el micro-
densitometro rastreador para placas, la PDS
(Photographic Density Scanner) del Depar-
tamento de Astronomia de la Universidad de
Yale.

Se seleccionaron 60 estrellas para pro-
bar el método obteniendo un total de
180 imagenes. Entre las imagenes seleccio-
nadas para el estudio se escogieron aquellas
con un gran rango de magnitudes que no
presentaban defectos visibles, y a la vez
imagenes deformadas, imagenes de estre-
llas dobles pero no completamente separa-
das y se incluyeron areas que no presenta-
ban imagenes. De todas las imagenes, se
escogieron cinco como estrellas de control
para chequear la estabilidad del microden-
sitometro. Estas imagenes fueron rastrea-
das repetidamente durante el proceso de
rastreo. El rayo analizador tiene un tamano
de 20x20 micrones y un paso de 10 micro-
nes en ambas coordenadas. Estos 10 micro-
nes equivalen a ocho unidades del laser del
interferometro de la PDS y cada unidad
equivale a 1,26 micrones, lo que hace un
total aproximado de 10 micrones. El tamano
de la ventana fue ajustado segun la magni-
tud de la estrella, siendo de 80x80 pixeles
para las mas brillantesy 30x30 para las mas

débiles. Se dieron coordenadas precisas a la
PDS de manera que al rastrear las image-
nes, quedaran centradas en sus respectivas
ventanas. La placa se rastreo cuatro veces
con una rotacion aproximada de 90 grados
luego de cada mediciony se definieron como
las placas 254491, 254492, 254493 y
254494 para las diferentes orientaciones.
Se espera deducir informacion sobre la pre-
cision del método a través de la intercompa-
racion de las mediciones de los cuatro ras-
treos.

La PDS de la Universidad de Yale posee
un interferometro con laser que mide con
gran exactitud las coordenadas de cada pi-
xel. Estas coordenadas no se graban y por
lo tanto no estan disponibles para nosotros,
por lo que se tiene que deducir las coorde-
nadas de cada pixel por su namero de fila y
de columna dentro de la ventana de rastreo
de cada objeto. Sin embargo, las coordena-
das del interferometro se conservan transi-
toriamente en la memoria de una computa-
dora como para calcular para cada imagen
las coordenadas de su centro y otros para-
metros, utilizando un paquete de progra-
mas que se basa en la superposicion de
perfiles tipo gaussiano.

Modelo de la tangente
hiperbélica

El modelo desarrollado construye per-
files que pueden tener forma no-gaussiana
con la ayuda de la funcion de la tangente
hiperbolica. Estos perfiles ofrecen mayor
flexibilidad cuando se intenta adaptar la
funciéon matematica mas adecuada a los
perfiles reales de las imagenes. El perfil
deseado se obtiene por la diferencia entre
dos funciones de la tangente hiperbolica y
esta representada por el area bajo la curva.

El ancho del perfil artificial que se esta
generando de esta diferencia, depende del
desplazamiento entre las dos funciones. Si
ademas, el argumento es multiplicado por
un factor, puede variarse la inclinacion de
la curva del perfil. Inclusive, si se usan
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diferentes inclinaciones para las dos funcio-
nes pueden generarse perfiles asimeétricos.
Sean cy p los parametros que describen el
ancho y la inclinacién del perfil. Variando
estos dos parametros se obtiene una gran
variedad de perfiles que van desde formas
de perfiles gaussianos hasta perfiles com-
pletamente achatados.

Tanto en el caso de los perfiles gaus-
sianos como en los de la tangente hiperbo-
lica, debe considerarse el hecho de que las
imagenes son bidimensionales y que ade-
mas pueden presentar elongacion en cual-
quier direccion. Tomando en cuenta estas
ideas se tiene que el perfil ajustado puede
ser descrito en la forma:

Dix.y) =Dy + g .tan,’{p){c—r'i . ]H
)

el ] ntele )
tanhp|—+1]|-t —-1 [1]
| Sy i Cy

U= (X - xg)cosw + (y — yg)senw [2]

v =—X - Xg)senw + (Y — Yyp)cosw [3]

1
9= 4tanh(py) tanh(p,)

14]

donde D(x,y) es el valor de la opacidad del
pixel en la posicion dada por las coordena-
das x y y. D, es la densidad del fondo
alrededor de la imagen, ¢, y ¢, son los para-
metros que definen el ancho en dos direc-
ciones perpendiculares entre si, p, y p, son
las inclinaciones en esas direcciones res-
pectivamente, a es la amplitud del centro de
la imagen, wes el angulo en el que se orienta
el eje mayor de las imagenes elongadas y al
cual se refiere ¢, ¥ p.. ¥ Xp ¥ Yp son las
coordenadas del centro de la imagen.

En el caso mas general, estos nueve
parametros deben determinarse por el me-

todo de los minimos cuadrados. Solamente
la amplitud a y el fondo Dy aparecen en
forma lineal, mientras que los otros deben
determinarse por iteraciones sucesivas, ini-
ciando el proceso con valores aproximados.

Linealizacion
de las ecuaciones

Normalmente las imagenes cubren su-
ficientes pixeles para aplicarse el método de
los minimos cuadrados para la iteracion. En
cualquier caso, la ecuacion [1] se expresa en
funcion de los valores iniciales de todos los
parametros desconocidos y de sus incre-
mentos, transformandose ahora a una
ecuacion donde se han eliminado los térmi-
nos no lineales y seran estos incrementos
(ahora lineales) los que se determinaran por
el método de los minimos cuadrados. Una
vez que se han sumado los incrementos a
los respectivos valores iniciales, se repite el
proceso hasta que los incrementos sean tan
pequenos como se desea. La ecuacion [1] se
transforma a:

D=D(a,Do.cx,Cy,p P, W:X0,¥,)

+2-Ac, + 2 Ac,

dey

gD 9D 4D .
+B?r‘ ;ﬁ[)Jr <= a};, Ap}, + Y Aw

9D 40
+93, A% + P Ay,

(5]

donde el primer término del miembro dere-
cho y las derivadas parciales se calculan
para los valores iniciales de los parametros,
o de los valores provenientes de la ultima
iteracion.

Determinacion de los
parametros de los perfiles

El numero de iteraciones que se re-
quiere para obtener los valores finales de los
parametros, depende de la precision de los
valores iniciales. Si los valores no son lo
suficientemente precisos, el proceso podria
no converger. Surge entonces la pregunta de
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cuales valores iniciales deben ser usados
para cada imagen, para garantizar conver-
gencia de la iteracion y para reducir el nu-
mero de iteraciones al minimo.

Densidad del fondo, Do

Para analizar el perfil de una imagen
es necesario eliminar la contribucion del
fondo luminoso del cielo, y otras contribu-
ciones que se deben al proceso de revelado
y al rastreo mismo.

Los cuatro bordes de las ventanas de
rastreo contienen solamente mediciones del
fondo del cielo, ya que las imagenes mismas
no se extienden tan lejos de su centro. Para
cada uno de los bordes de cada ventana se
usan las densidades para cada pixel de dos
filas o dos columnas (dependiendo de cual
borde se esta midiendo) y se promedian.
Comparando las medidas para los cuatro
bordes promediados se puede observar si
uno de ellos esta afectado por la presencia
de alguna otra imagen cercana al borde de
la ventana. Los bordes que no estan afecta-
dos, se promedian para obtener un valor
local final para el fondo que es restado de
todos los pixeles de la ventana. Si dos de los
bordes estan afectados, entonces se procede
a tomar un valor comun como fondo que se
obtiene de las medidas de rastreo de unas
ventanas vacias.

Coordenadas iniciales del centro de la
imagen, Xoy Yo

Considérese que puede usarse las me-
didas de los pixeles de las ventanas como
supuestos pesos. Una manera de obtener
las coordenadas iniciales, es promediando
estos “pesos” y obtener un “centro de grave-
dad” para usarlo como coordenadas inicia-
les aproximadas.

Magnitud equivalente de cada
imagen, aao

Los parametros que describen el tama-
no y la forma de la imagen, o sea, Cx, Cy. Px

y pydependende la magnitud de los objetos.
De esta manera, conociendo la magnitud o
un equivalente de ella, se podrian pronosti-
car los mencionados parametros y usar es-
tos valores pronosticados como valores ini-
ciales. La opacidad maxima que en todos los
casos se debe encontrar cerca del centro de
la imagen y que sera facil de buscar, no es
un argumento adecuado para tal proposito
por dos razones. En primer lugar esun valor
muy “ruidoso”por las granulaciones del ma-
terial fotografico y, en segundo lugar. por
llegar a un valor de saturacién para objetos
brillantes. Mas sirve una magnitud equiva-
lente que se llamara aao. Esta magnitud
equivalente aao se obtiene mediante la
suma de todos los valores de los pixeles en
un cuadrado de tamano fijo. centrado en las
coordenadas aproximadas de cada imagen.

Amplitud, a

Generalmente las imagenes cubren
muchos pixeles, inclusive las mas débiles.
La amplitud a entonces, puede determinar-
se como el valor promedio de los pixeles mas
cercanos al centro de la imagen.

Valores iniciales para Cx, Cy, Pxy Py

Considerando la ecuacion [1] unidi-
mensionalmente se tiene que:

2~ (A1
-] )

expresion con la que se puede obtener per-
files que van a través del centro de la imagen
para diferentes direcciones. Estos perfiles
se determinan para seis angulos distintos
que van desde - 60 hasta 90 grados a traves
de la imagen y un perfil promedio entre
ellos.

Se ha escogido un numero de cuatro
imagenes de diferentes magnitudes aao,
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para construir sus perfiles. Inicialmente no
se conocen los parametros cy p que mejor
se ajustan a éstas. Estos parametros se
pueden determinar en forma semimanual.
proporcionando valores iniciales, incremen-
tos y el numero de pasos a desarrollar. El
programa desarrollado para esto, usa los
parametros y calcula la diferencia, pixel por
pixel, entre los valores empiricos y calcula-
dos de la densidad a lo largo y ancho de todo
el perfil. Luego, el minimo de la suma de los
cuadrados de las diferencias es un buen
indicador del sentido en el que se debe
cambiar los valores iniciales de c y p de
manera que la suma sea lo mas pequena
posible.

Con los valores finales hallados de cy
p para las cuatro imagenes, se pueden cons-
truir los perfiles artificiales que se ajustan
mejor a los reales promediados. En la Figu-
ra 1 se observa la superposicion de estos
perfiles para una estrella brillante y en las
Figuras 2 y 3 la relacion establecida de los
parametros cy p de las cuatro imagenes con
los respectivos valores de aao. De esta rela-

cion se tiene una forma de predecir los cy
p (interpolando los valores de aao) para
cualquier imagen, que serviran como valo-
res iniciales ¢y, Cy. Px. Y Py.

Determinacién de Cx, Cy, Pxy Py

El parametro w que describe el angulo
de orientacion de una imagen alargada es el
mas dificil de determinar, y es con frecuen-
cia el causante del fallo de la convergencia.
Este hecho es debido a que en una imagen
con simetria radial o de una forma total-
mente irregular este angulo no tiene defini-
cion. Es por eso que es preferible considerar
solamente los demas parametros como in-
cognitas y efectuar el calculo para varios
valores diferentes pero cada vez fijos de w.
Quedan entonces solamente los parametros
Cx: Cy. Px. ¥ Py. Mas las coordenadas centra-
les como incognitas.

El proceso para determinar ¢y, Cy. Px. ¥
py . se lleva a cabo para un numero de
angulos preestablecidos, para cada uno de
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los cuales se calcula la suma de los cuadra-
dos de los residuos obteniendo asi el angulo
para el cual la suma es minima. Este es el
angulo en el que se define ¢,. En las Figu-
ras 4, 5, 6 y 7 se muestran las relaciones de
Cx, Cy, px}r py Con aao.

Una variante en la determinacién del
dngulo de orientacién

En lo que respecta al angulo de orien-
tacion de las ecuaciones [2] y [3]., w es un
parametro que puede eliminarse de la lista
de las incognitas e iniciarse el proceso para
tres angulos distintos, para cada uno de los
cuales se calcula la suma de los cuadrados
de los residuos. Si se grafica esta suma en
funcion de los angulos, se tene una forma
de determinar hacia dénde se debe cambiar
wde forma que se encuentre un valor menor
de la mencionada suma. Una vez que el
minimo de la suma corresponda al punto
central de los tres, se adapta una parabola
a los tres puntos respectivos. Adaptada la
parabola, se calcula su minimo que repre-

senta el minimo verdadero de la suma, que
a su vez dara el angulo de mayor elongacion
para la imagen.

Eliminacién de inc6gnitas

Hasta este punto se tiene la forma de
obtener los valores de todos los parametros
que describen la forma y tamano de las
imagenes. Sin embargo, imagen por imagen
las incoégnitas han sido ¢y, ¢y, Px. Py, W, Mas
las coordenadas xp y yp. Las Figuras 4, 5, 6
y 7 dan la relacion de los parametros de
imagen con la magnitud aao. Se aprecia que
aparte de los objetos débiles, que para este
trabajo no interesan, la dispersion para ¢,y
cy es baja y practicamente sin significado.
La dispersion para p, ¥y p, €s mayor. Sin
embargo, estos parametros influyen poco en
la determinacion de xp ¥ yg. que después de
todo son el producto mas importante de todo
el proceso. Eso quiere decir que los parame-
tros de imagen podrian simplemente ser
calculados de los respectivos valores de aao,
y asi ser eliminados de la lista de incognitas.

12
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Polinomio cibico adaptado a la relacion de ¢, con la magnitud equivalente ago.
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Figura 6: Polinomio cibico adaptado a la relacion de p, con la magnitud equivalente aao.
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Figura 7:  Polinomio cubico adaptado a la relacién de Py con la magnitud equivalente aao.

En cuanto al angulo w, éste result6 practi-
camente igual para casi todas las imagenes
tal que podria usarse su promedio y también
quitarla de la lista de incognitas. De esta
manera nos quedamos con tan solo dos
incognitas para la iteracion (xp y yo). Esto es
muy beneficioso cuando las imagenes son
tan pequenas que cubren solamente unos
pocos pixeles. Ese no es el caso en la mues-
tra que tenemos, asi que para cada imagen
se ha utilizado cyv. ¢y, w, xp y yp como
incognitas, calculando tan sélo los valores
de py, y py a partir de los respectivos valores
de aao.

Resultados y discusiones

Interpretacién de los pardmetros de
imagen

En algunos casos no se obtuvo conver-
gencia para ningun angulo. Al estudiarse
visualmente estas imagenes y/o perfiles en
diferentes angulos se detecté que éstas eran
ventanas vacias, imagenes deformadas o
imagenes dobles. Otro caso comun de no

convergencia se presenta cuando las image-
nes estan muy cerca del borde de la venta-
na. En estos casos no se tiene convergencia
debido a que no se tienen lectura para algu-
nos pixeles por encontrarse fuera de la ven-
tana.

Se detecto que todas las imagenes es-
tan alargadas, la mayoria en el mismo sen-
tido. La Figura 8 presenta la distribucién de
los angulos de orientacion del eje mayor de
las imagenes. Considerando que para cada
objeto hay tres imagenes provenientes de
tres exposiciones distintas y que a la vez las
exposiciones fueron cortas y el telescopio
fue guiado durante las exposiciones, la elon-
gacion comun a todas las imagenes parece
indicar un defecto 6ptico del telescopio. Por
otra parte, cuando una imagen acusa una
elongacion en una direccion distinta a las
demas imagenes, se puede interpretar de la
sigulente manera. Si las tres imagenes del
mismo objeto tienen el mismo defecto, se
trata de un objeto alargado. Si es una sola
imagen que tiene el defecto, esta imagen
esta perturbada,
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Figura 8: Distribucion de angulos de orientacion en la placa 254492.

Anflisis de las coordenadas

De especial importancia es determinar
el grado de exactitud con el que se obtienen
las coordenadas de los centros de las ima-
genes.

Para cada ventana se conocen las coor-
denadas de la primera fila y primera colum-
na de los pixeles (que estian en unidades de
laser). Se desarrollé un programa que deter-
mina la posicion de la imagen en la ventana
en términos de la fila y la columna (en
pixeles) y fracciones de ellas. Si se multipli-
can estas tiltimas por el tamano del paso de
pixel a pixel, se convierten en coordenadas
con las mismas unidades de aquellas de las
del primer pixel y seguidamente pueden ser
sumadas a éstas para referirlas a un origen
comun. De esta forma el programa provee
las coordenadas finales (xp. yp) en micrones,
para cada imagen. Por otro lado se debe
recalcar que la PDS de la Universidad de
Yale esta equipada con un interferémetro
con laser el cual lee la posicion exacta de
cada uno de los pixeles en la ventana con
gran precision. En este caso, la PDS da la

lectura de la densidad del pixel y las posi-
ciones de éstos en ambas coordenadas, tri-
plicando la cantidad de datos que deben ser
grabados y manipulados, excediendo de
esta forma el espacio de memoria de las
maquinas de las que disponemos. Es éste el
motivo por el que no se graban estas coor-
denadas, pero si son disponibles transito-
riamente para el uso local. Por lo tanto se
debe confiar en la precision con la cual la
PDS mantiene la posicion de las filas y las
columnas en las ventanas.

Afortunadamente se cuenta con las
coordenadas finales para las imagenes, cal-
culadas del mismo rastreo con la rutina
desarrollada en el Observatorio de Yale y
que usa perfiles gaussianos. Por supuesto,
en estos calculos se ha hecho uso de las
posiciones del laser para cada pixel ¥ no se
basa en las posiciones de las filas y de las
columnas en el arreglo de cada ventana.

Como la placa, las imagenes y el ras-
treador de placas son los mismos en cual-
quier orientacién se deberia esperar que
una simple traslacion y una rotacion, reduz-
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ca las coordenadas del i-ésimo rastreo a las
coordenadas del j-ésimo rastreo de la si-
guiente forma:

X;= X + X; COSW + y; senw [7]

Y= Yp — X; Senw + y; cosw [8]

Se comparan las coordenadas de cada
imagen de la placa 254491, con las coorde-
nadas derivadas de aplicar las ecuaciones
[7] y [8] a partir de las posiciones de la placa
254492. De esta forma, y luego de comparar
todas las coordenadas para todas las otras
orientaciones, se obtienen los residuos en
las direcciones de xy y para cada imagen.

El resultado de este proceso trajo resi-
duos incompatibles con los procesos invo-
lucrados, ademas de un caracter evidente-
mente sistematico. Solamente a través de
las coordenadas calculadas con la rutina de
Yale, y basadas en las mediciones con laser,
se pudo identificar el origen del problema.
Se pudo demostrar que estan involucrados

cuatro factores de escala que varian de pla-
ca en placa. Dos de ellos se refieren a las
coordenadas el primer pixel de las ventanas
(estas coordenadas cubren un rango de mas
de 100 mm) y las otras dos se refieren a las
coordenadas dentro de las ventanas (que
cubren un rango de hasta 1.6 mm). Todas
estas coordenadas estan definidas por un
conteo de pasos y, al parecer, el largo de los
pasos se redefine cada vez que se inicia un
rastreo. Solamente después de haber apli-
cado estos factores, se pudo proceder a
intercomparar las cuatro placas. Logica-
mente lo mismo se puede hacer con las
mediciones de Yale. Ya que en realidad todas
las placas son una sola, y las imagenes
siempre las mismas, después de reducir
todos los datos a la misma orientacion, los
residuos reflejan la precision de la maquina
y la exactitud de los métodos de extraccion
de las coordenadas. Los residuos medios
como funcion de la magnitud equivalente
aao para los dos métodos se muestran en la
Figura 9.
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Figura 9: Residuos medios como funcién de la magnitud equivalente. Método de la tangente hiperbo-
lica (linea continua) y método de la gaussiana (linea a trazos).
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Conclusiones

Se puede concluir del método de la
tangente hiperbolica lo siguiente:

1.- El método es capaz de detectar en
forma sensible la estructura de las image-
nes. De esta manera, se detecto que en el
caso particular de la placa analizada, todas
las imagenes estan alargadas, compartien-
do el mismo tipo de elongacion en la misma
orientacion.

2.- Los parametros que describen el
ancho de las imagenes, o sea, cxy ¢y, de-
penden sensiblemente de la magnitud equi-
valente aao. De esta manera, objetos cuyos
valores de ¢y y ¢y se desvien significativa-
mente de la relacion establecida entre estos
parametros por los demas objetos, tales
como galaxias, nebulosas, etc. pueden ser
separados facilmente de los objetos de es-
tructura puntual.

3.- Los residuos entre las posiciones
obtenidas para las cuatro orientaciones de
la placa se consideran indicativos de la pre-
cision de todo el proceso de medicion y de
extraccion de las coordenadas. En este sen-
tido, el método de la tangente hiperbolica
demostré que funcionaba muy bien para
todas las imagenes, siendo mas preciso que
el método de Yale, en lo que se refiere a
imagenes brillantes.

4.- Se analiz6 el margen dentro del que
tienen que quedar los valores iniciales de los
distintos parametros a determinarse por un
proceso de iteracion para que se garantice

la convergencia. Resulta que aun las rela-
ciones mas provisorias entre estos parame-
tros y la magnitud equivalente aao perfec-
tamente cumplen con este requisito. Sin
embargo, mejores aproximaciones para los
parametros resultan en una convergencia
mas rapida.

5.- Se pudo demostrar la existencia de
un mal funcionamiento del microdensito-
metro de la Universidad de Yale que conduce
a la necesidad de introducir para cada ras-
treo de una placa cuatro factores distintos
de escala cuando no se dispone de las me-
diciones que arroja el interferometro laser.
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