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Resumen

En la presente nota se demuestra una desigualdad analoga a la existente entre la media
geomeétrica y la aritmética de niameros positivos, para la traza de operadores no negativos

pertenecientes a la clase traza.
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An inequality for trace class

Abstract

In the present note we prove an inequality analog of the geometric mean-arithmetic mean
for positive numbers, for the trace of non negative operators in the trace class.
Key words: Arithmetic mean: gcometric mean: trace class.

Introduccion

Sea H un espacio de Hilbert separable,
J{H) denotara el algebra de operadores so-
bre H, denotaremos por T{H) al dlgebra de
los operadores de la clase traza:

T(H) = (T eLH) | Y |VT Te,e,)| <)l
=1

donde {e, }es Cualq_uier base ortonormal de
H, y se define la traza de T por:

r(T) = X(Te, ¢,) (2]

n=1

K{H) sera el algebra de los operadores com-
pactos y Cof(H) los operadores de Hilbert-
Schmidt. Es bien conocido que T(H} — C,(H)
c K(H) (1)

Un operador T en L{H) se dice no nega-
tivosi{ Tx,x ) 2 O paratodoxen H.

El proposito de la presente nota es
demaostrar el siguiente teorema:

Teorema 1

Sea H un espacio de Hilber( separable,
T y S en T(H) operadores no negativos,
entonces:

tr(T8) 20 (3]

12t (T)+tr(S)

(tr(TS) < B M]
2

Este teorema es una generalizacion de
la desigualdad entre la media geométrica y
la aritmética de dos numeros no negativos.

En (2) Yisong Yang, respondiendo a
una pregunta de R. Bellman (3}, prueba que
el teorema 1 es valido si T y S son matrices
de tamano nxn, es decir el caso dimensién
finita del teorema 1. Para nuestra demos-
traciéon haremos uso del siguiente teorema:

Teorema 2 (Teorema espectral para
operadores compactos normales)

Sean H un espacio de Hilber!t separable
y T en L{H) compacto y normal, entonces
existe una base ortonormal (e, } de H tal que
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Te,, = a,e,. para todo n natural donde los a,,
son niuneros complejos que convergena 0 (1).

Resultados

Demostraciéon del teorema 1

Como 8 esta en T(H), 8 es compacto y
por ser no negativo 8 es normal luego por el
teorema 2 existe una base ortonormal {e,, )
de H tal que Se, = a, ¢, donde cada a, es
no negativo.

Asi, se tiene

r(TS) = i(TS €, €)
n=1

Zanbn
n=1

donde b, =(Te,,¢,)2 0 , pues T esnone-
gativo, luego tr(TS) 2 0, por ser la suma de
elementos no negativos y [3] es cierto. Ade-
mas:

(r(TS)"? = ( 2anh” L zfa"h,,)”

n=]

= ‘ Te, . e,
2T e)

< $8, 4D, 6]

2

n=|

Ya, L

a=1

tr(S)+ (T
2 ' 2

con Jo que queda establecida [4] vy concluida
la demostracion del teorema.l

Nosotros usaremos ahora la desigual-
dad [4] para demostrar una desigualdad
entre las normas de operadores que perte-
necen a la clase traza y los de Hilbert-
Schmidt. En T(H) se define la norma por:

I, = oVT*T 17)

y en Co(H) se define la norma por:

- Grafys "

n=]

donde (e, ) es cualquier base ortonormal de
H.

Asi, se tiene que si T esta en T(H)
entonces:

I, (2||1( 1) = 2('1"‘&'(;,.@,))”’

(T )" = (r(JT'T VT'T) (9]
< tr(NT HH(\! \/l P 7””’

La desigualdad entre Ja media georne-
trica y la aritmética de dos niimeros no
negativos es un caso particular de la mas
general para n nimeros no negativos , seria
interesante conocer si una desigualdad mas
general a la aqui proebada permanece valida
para la traza de n operadores no negativos
en la clase traza y si ella, ademas, implica
las desigualdades existentes entre las nor-
mas de operadores de las clases C(H) con
n natural.
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